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“Une idée qui n'est pas dangereuse ne mérite pas d'étre appelée une idée.”

Oscar Wilde, “Le déclin du mensonge” (1891).

A mon cousin Gregory.
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NOTATIONS

Principales notations

variété différentielle de dimension n
coordonnées locales de X

fibré tangent de X

fibré cotangent de X

covecteur de X

produit tensoriel

produit symétrique

produit extérieur

fibrés vectoriels sur X

multi-indice

longueur du multi-indice p

fibré des g-jets sur E

coordonnées locales de Jy(FE)

g-jet de la section £ de E

systéme linéaire d’équations aux dérivées partielles (EDP)
r-prolongation de R,

projection de Rgir4s sur Jyir(E)
symbole de R,

application de Spencer

i®me caractére de R,

opérateur différentiel

adjoint formel de D

i®me opérateur de Spencer

anneau intégre

corps de quotient de A

A-module de présentation finie
rang du A-module M

dérivation partielle

dérivée ordinaire

corps différentiel muni des dérivations 0, ..., O, et contenant Q
corps de constantes de K

anneau des opérateurs différentiels
annulateur de M

codimension de M

variété caractéristique de M
dimension de M

dimension projective de M
foncteur ext




NOTATIONS

spec(A) spectre de A

supp(M) support de M

L(M) partie de torsion de M
foncteur tor

{z € C|Re(z) > 0} demi-plan complexe droit

algeébre de Hardy oo dans le demi-plan droit
anneau des fonctions rationnelles réelles dans H,.(C+)
espace de Hardy dans le demi-plan droit
transformée de Laplace de f
algebres de Callier-Desoer
algebres de Callier-Desoer
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1. SYSTEMES ET MODULES

CHAPITRE 1

Introduction

1. Systémes et modules

Dans les années soixante, les travaux de B. Malgrange ont montré que la théorie algébrique
des systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP) linéaires était liée a la théorie des modules
[94, 96, 97]. Il semble toutefois que I'analogie entre les systémes d’EDP et les systémes polyno-
miaux ait été remarquée bien avant ces années-1a et qu’elle ait déja été exploitée dans les travaux
de M. Janet |?'4, 75, 76, 77] dans les années vingt. Il est & noter, & ce sujet, que, suivant le conseil
de P. Hadamard, M. Janet fut pour quelques temps un étudiant d’Hilbert aupres duquel il apprit
les méthodes algébriques modernes telles que les syzygies. Cette théorie algébrique des systémes
d’EDP linéaires a été systématiquement développée dans les années soixante-dix, essentiellement
par V.P. Palamodov [106], en Russie, et par 1'école japonaise de M. Sato, en particulier par M.
Kashiwara [85]. Cette derniére école a baptisé cette approche “analyse algébrigue”, mais elle est
aussi communément appelée la théorie des D-modules (D pour différentiel). L 'étude formelle des
systéemes d’EDP a été développée, dans les mémes années, par 1’école américaine de D. Spencer,
et en particulier, par D. Quillen et H. Goldschmidt [59, 60, 61, 128, 144|. Suivant les idées
de D. Quillen, B. Malgrange a établi dans [96] des liens entre la théorie des D-modules et la
théorie formelle des EDP. H. Goldschmidt utilisera aussi cette dualité opérateurs/modules dans
un papier peu connu [62].

Le but de cette thése est d’utiliser a la fois la théorie des D-modules et la théorie formelle des
EDP pour ’étude des systémes d’EDP, en particulier, pour les systémes de contréle. Nous nous
intéresserons a la description des propriétés structurelles des systémes de contrdle en termes
intrinséques & l'aide des D-modules et au développement des tests effectifs permettant de les
vérifier a I'aide des opérateurs différentiels. Il est & noter que la complémentarité des opérateurs
différentiels et des D-modules est trés utile car certaines propriétés des systémes sont plus faciles
a comprendre en terme de modules, alors que d’autres le sont en terme d’opérateurs différentiels.
Par exemple, le concept d’intégrabilité formelle est beaucoup plus simple du point de vue systéme
alors que I’équivalence projective n'a vraiment de sens qu’au niveau des modules. Ainsi, nous
utiliserons la dualité opérateurs différentiels/modules différentiels trés souvent au cours de cette
thése, mais nous priviligierons toujours le langage le mieux adapté, sourtout pour les applications
et les exemples.

Notons que R.E. Kalman, un des fondateurs de la théorie du contréle moderne, avait déja
développé une approche module pour la théorie du contréle [84]. Cependant, I’approche de
Kalman est différente de celle des D-modules. Le point de vue adopté ici est a4 rapprocher, dans
son esprit, de ’approche géométrique de W.M. Wonham [162], car elles n'utilisent toutes deux
que des objets intrinséques (modules dans notre cas, espaces vectoriels dans le cas de Wonham).
En effet, 'analyse algébrique des systémes de controle développée dans cette thése s’attache a une
étude intrinséque des systémes, c’est-a-dire a une étude qui ne dépend pas de la représentation des
systémes. A notre connaissance, l'utilisation des idées de la géométrie algébrique pour ’étude des
systémes de contréle, a été essentiellement développée par U. Oberst, M. Fliess et J.F. Pommaret
(voir |38, 39, 41, 44, 45, 104, 113, 112, 116] ainsi que les références de ces papiers) depuis
une dizaine d’années.
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Essayons de faire comprendre pourquoi la théorie des modules peut étre utile pour 1'étude des
systémes de contréle linéaires. De nombreuses classes de systémes se modélisent par des matrices
a coefficients dans un anneau intégre A. Citons quelques anneaux parmi les plus connus:

1. L’anneau A = R[£] des opérateurs différentiels linéaires scalaires a coefficients réels. Cet
anneau est utilisé pour les systémes de la forme de Kalman |82, 83, 84, 162]

= Az + Bu,
y=Cz+ Du,

ou pour les systémes polynommux de la forme

( Jy+Q(—)u—0

ou P et @ sont des matrices a coefﬁments dans A [81, 152, 158, 159]. En utilisant la
transformée de Laplace, on peut écrire les systémes polynomiaux sous la forme équivalente

P(s)g+Q(s)a =0,
ou P et @ sont maintenant des matrices a coefficients dans ’anneau R[s] et § et 4 sont

les transformées de Laplace de y et u.

ExXEMPLE 1.1. Un exemple classique de systéme de Kalman est un circuit RLC. En
effet, en utilisant la loi des noeuds, et en notant ¢ le courant éléctrique, g la charge du
condensateur, u la tension, R la résistance, C la capacité et L I'inductance, nous avons le
systéme d’équations différentielles suivant :

{#50
L‘“+Rz+cq—u

On peut alors réécrire ce systéme sous la forme d’un systéme de Kalman:

d (¢ 0 1 q 0
a(1)-(3 ) (1)+(3)=
EXEMPLE 1.2. Un exemple classique de systéme polynomial est 1’oscillateur harmo-
nique commandé par une force, du type,
my+ky—u=0,

ou y est le déplacement, u la force, m la masse du systéme et k le coefficient de raideur
du ressort.

. L’anneau A = R[d—dt,él, ... ,0;] des opérateurs différentiels a retards constants (d;f(t) =
f(t = t;),t; € R). De nombreux systémes différentiels comportant des retards constants
s’écrivent sous la forme

d d
P(—,01,...,6 —,01,...,6r)u=0
(G010 Y+ Q81,0 8w
ou P et () sont deux matrices a coefficients dans A, ou sous une forme de Kalman géné-

ralisée :
{ #(t) = T o Aiz(t —t:) + S5, Biu(t — t;),
y(t) = Sip Ciz(t — t:) +z:; D;u(t —t;).




1. SYSTEMES ET MODULES

EXEMPLE 1.3. Le systéme de la forme y — 6 u = 0 est couramment rencontré dans
la littérature. En général, une transmission d'un signal dans un canal fait intervenir un
retard. Le contréle de certaines équations des ondes fait aussi intervenir de tels systémes
(voir [43, 44, 102)).

. L’anneau A = R[x1,... , Xn) des polynomes en x; est utilisé pour les systémes multidimen-
sionnels [18, 19, 46, 104, 133, 163]. Les systémes multidimensionnels ont été introduits
pour étudier les systémes avec retards, certains systémes distribués, les circuits électriques,
les filtres ou les réseaux. Voir pour plus de détails le chapitre X de [81] et [18, 19]. Ces
systémes s’écrivent en général sous la forme

P(x1,---yxn) ¥ + Q(x1;--- s Xn) u =0,

ou plus généralement, sous la forme de R(xi,... ;xn)z = 0, avec R une matrice a coeffi-
cients dans A et z un certain nombre d’inconnues.

EXEMPLE 1.4. Pour modéliser certains systémes avec retards, on utilise souvent 1’an-
neau A = R[s, z].

. L’anneau A = Rl[d),... ,d,] des opérateurs différentiels linéaires a coefficients réels est

utilisé pour modéliser certaines équations de la physique [26, 35, 116].

EXEMPLE 1.5. Citons par exemple les deux groupes des équations de Mawxell en
électromagnétisme :

Il existe bien d’autres exemples tels que les équations de 1'elasticité linéaire, de I'hydrody-
namique...

. L’anneau A = H(C,) des fonctions analytiques bornées dans le demi-plan droit. Cet
anneau est aussi appelé espace de Hardy |28, 47, 51] et il a été introduit en théorie
du controle par G. Zames [166, 167|. Cet anneau est utilisé pour modéliser certaines
classes de systémes distribués propres et stables [28, 148, 152|. L’anneau des fractions
rationnelles réelles propres et stables RH, est aussi trés utilisé pour I’étude des systémes
propres et stables de dimension finie (voir par exemple [47, 101, 149]).
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ExEMPLE 1.6. Considérons 1'équation des ondes

4 822’ Wi

o
|y = a—j(l,t),

alors, en utilisant la transformée de Laplace, nous obtenons aprés quelques calculs
(1-e7) g(s) — (1 +e7%) d(s) =0,
avec (1 —e™2%), (1 + e %) € Hyo(Cy).

. Les algébres de convolution de Callier-Desoer A, A(f3), A3, .A,/i(ﬁ],.,ig (25, 28, 148] ou
les anneaux A = R[s,e™*] et A = £ [20] sont utilisés pour les systémes avec retards ou
certaines classes de systémes distribués.

Le point commun de tous ces exemples est la modélisation des systémes de controle sous la
forme
Rz=10,
oll R est une matrice rectangulaire (moins de colonnes que de lignes) a coefficients dans A et z
un certain nombre d’inconnues. Par exemple, le systéme de Kalman peut s’écrire sous la forme
Rz =0, avec la matrice R, a coefficients dans A = R[£], suivante

p(%h—-A -B 0
- c D -I, )’

ou I, est la matrice unité n x n et z = (r u y)'. L’exemple 1.6 s’écrit sous la forme de Rz = 0,
avec z = (§ u)t et:
R=(Q1-¢e% —(1+e2)).

Remarquons que l’'on utilise un anneau A et non un corps K pour modéliser des classes de
systémes. Deux raisons historiques peuvent expliquer ces choix. Les pionniers de ’automatique
moderne s’étaient déja rendus compte que si 1’on utilise des fonctions de transfert du type

. n(s) .
= ——1
YT d)
pour décrire le systéme de controle

d d
d(a)y = ﬂ(a)u =0,

alors, une simplification dans la fonction de transfert h(s) = % par un facteur commun entre

le numérateur et le dénominateur, ayant un zéro a partie réelle positive, pouvait amener a des
instabilités du systéme [6, 58|. La deuxiéme raison, remarquée pour la premiére fois par R. E.
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Kalman dans les années soixante [82], est que toute simplification par un facteur commun entre
le numeérateur et le dénominateur de h(s) a pour conséquence une perte de contrélabilité du
systéme, c’est-a-dire, la perte de la possibilité d’atteindre, dans 'espace d’état, tout point donné
a partir d’un point initial. Pour ces deux raisons, si I'on dispose d’une matrice de transfert, i.e.,
une matrice a coefficients dans le corps de fraction K = Q(A) de I'anneau A, on est trés souvent
amené a l’écrire comme provenant d’un systéme de controle défini par une matrice a coefficients
dans I'anneau A, c-a-d, & trouver des factorisations (copremiéres ou non) de la matrice de transfert
[25, 28, 30, 152].

En écrivant le systéme de contréle sous la forme Rz = 0, avec R une matrice a coefficients
dans I’anneau A, les propriétés structurelles des systémes sont alors définies en terme de propriétés
de certaines matrices. Par exemple:

— la contrélabilité des systémes polynomiaux P(%)y + Q(Ed?) u = 0 est équivalente au fait

que la matrice (P(ad—t) Q(fft)) est premiére a gauche, c-a-d, a I'existence de deux matrices

X et Y, a coefficients dans A = ]R[a], telles que

P X3+ QD Y(E

oit I est la matrice identité [81],

— les poles et les zéros des systémes polynomiaux sont les facteurs invariants de certaines
matrices [81],

- l'observabilité des systémes polynomiaux est liée a la primalité a droite de certaines ma-

) =1,

trices [81],

— les différents types de primalités des systémes n—dimensionnels, définis par des matrices
de rang générique maximal, sont liés & la dimension de la variété sur laquelle s’annulent
tous les mineurs d’ordres maximaux [18, 19, 163, 164], ...

Ainsi, nous remarquons que les objets que nous avons a manipuler sont des matrices a coeffi-
cients dans un anneau et que 1’on doit étudier certaines de leurs propriétés. Cependant, la théorie
des modules est la théorie mathématique de 1'algébre linéaire sur un anneau. Nous sentons donc
qu’il est intéressant de voir comment la théorie des modules et I’algébre homologique permettent
de reformuler de maniére plus intrinséque les propriétés structurelles des systémes de controle.
On aimerait ainsi pouvoir établir un dictionnaire entre la théorie des systémes de controle et
la théorie des modules, c-a-d entre les propriétés structurelles des systémes de contrdle et les
propriétés algébriques des modules. On peut donc se poser la question de savoir s’il existe une
correspondance telle que celle représentée par la figure suivante.

théorie du controéle
|?ystéme de contrélel 3 |systéme de controle |

37 17
—

algébre
homologique
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C’est ce qui a été entrepris dans les publications [38, 39, 41, 44, 45, 104, 108, 109, 113,
112,116,117, 118, 119, 120, 121]. Une des originalités de cette thése, par rapport aux travaux
antérieurs, est l'utilisation assez systématique de 1'algébre homologique pour 1’étude des systémes.
Nous verrons que ce nouvel outil permet de mieux comprendre les propriétés intrinseques des
systémes et donne des tests effectifs permettant de les vérifier.

2. Résumé des différents résultats

2.1. Théorie des modules. Un des buts de la thése est de comprendre les liens entre les
propriétés algébriques des modules et les propriétés structurelles des systémes de controle. Pour
reconnaitre ces propriétés algébriques, nous développons des tests effectifs. Une des originalités
de cette thése, par rapport aux travaux antérieurs, est l'utilisation systématique de 1’algébre
homologique pour I’étude des systémes.

Soit R une matrice a coefficients dans un anneau intégre A. On définit alors le A-morphisme

R:A? — AP
z — zR

ou les vecteurs de AP et A9 sont des vecteurs lignes et I'on considére le A-module & gauche
M = coker (.R) = AP /A9 R de type fini. Si ’on note par y; la classe dans M du vecteur e;, ol ¢;
est un vecteur de la base canonique de A?, nous avons alors dans M les équations Ry = 0, ainsi
que toutes leurs combinaisons A-linéaires. Nous avons les définitions des modules suivantes.

DEFINITION 2.1. — M est libresi M = A™ avecr € N.

— M est projectif si 3N A-module et 7 € N tel que A" = M & N.

— M est réflezif si le A-morphisme € : M — homg(hom4(M, A), A), défini par e(m)(f) =
f(m), YVm € M,V f € homy4(M, A), est un isomorphisme,

— On appelle partie de torsion d’'un A-module M, le sous-module ¢(M) = {m € M |30 #
a € A:am = 0}. Un élément m de t(M) est appelé élément de torsion. M est dit
sans-torsion si t(M) = 0 et de torsion si t(M) = M.

Nous avons la classification des modules suivante:

libre C projectif C ... C réflexif C sans-torsion.

Si A est un anneau principal (tout idéal de A est engendré par un seul élément de A), tout
A-module sans-torsion est libre.

Pour étudier les propriétés du A-module & gauche M, ou A est un anneau noethérien, nous
lui associons le A-module & droite N = A9/R AP, conoyau du A-morphisme R., défini par

R.: AP — A9
z — Rz,
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ot les vecteurs de AP et A9 sont maintenant vus comme des vecteurs colonnes. Ce module N
joue un role-clef dans la recherche des propriétés algébriques de M. Nous démontrons alors le
résultat délicat suivant qui sera important pour la suite.

THEOREME 2.1. N est défini @ une équivalence projective prés, i.e., si on représente M sous
une forme différente M = AP JA9 R', alors il eziste deur A-modules projectifs P et P' tels que :

NeP =N@oP

Pour étudier les propriétés de M, nous utilisons le foncteur ext. Le foncteur ext4(N,-) re-
présente les défauts d’exactitude de la transposée (duale) d’une résolution de N, c-a-d, si nous
avons la résolution libre de N, i.e. une suite exacte de la forme

Ris+1. ,r. Ri. R;.
oo — ATi T qre Ty grier 3 AT T ATO 3 N — (0,

on peut considérer la suite tronquée

coo— AT L g By g qn By gro 0,
et la tranposer (application du foncteur homy4(-, A)) pour obtenir:

o AT SR e B aren g am B grg g,

Cette suite n’est pas exacte et ses défauts d’exactitude ne dépendent que de M et non de sa
résolution. Nous les notons par:

N ethé(Ns A} = ker('Ri-{-])/im (Ri): 121,

- ext% (N, A) = homy(N, A).
Si I'on change la résolution libre du A-module M, nous obtenons un N’ différent mais dans la
méme classe d’équivalence projective que N. Ceci implique que ext’, (N, 4) = ext’ (N', A), i > 1,
car exty(P,A) = 0,7 > 1, pour tout A-module projectif P. D’ou, les ext}(N,A), ¢ > 1, ne
dépendent que de M et non de sa résolution. Nous montrons alors le théoréme suivant qui donne
des tests pour déterminer les propriétés du module M et unifie ces définitions.

PROPOSITION 2.1. Soit A un anneau noethérien régulier, de dimension homologique globale
dhg(A) = n, alors:

- t(M) = exty (N, A),

- M est un A-module sans-torsion ssi ext.}q(N, A)=0,

— M est un A-module réflezif ssi ext’,(N,A) =0, i =1,2,

— M est un A-module projectif ssi ext’y(N,A) =0, i=1,...,n.

2.2. Dualité opérateurs/modules. Soit un opérateur différentiel

E & F

Ez) — (@) = ( Togiui<q % (€)% ) &(z)
OU it = (M1y .y i)y || = 1 + ... + 1, et F et Fy sont des fibrés vectoriels triviaux sur X, dont

les fibres ont pour dimensions [ et m. Par analogie, si K est un corps différentiel, on introduit
D = K]|d,,...,dy] 'anneau non commutatif des opérateurs différentiels scalaires a coefficients
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dans K. Nous associons a l'opérateur D le D-module a gauche M = D!/D™D. ou, par abus de
notation, D désigne la matrice ( ZGSIMSQ a;'d, ) avec a" € K.
DEFINITION 2.2, — Soient D : E — Fy, D, : Fy — F; deux opérateurs différentiels

tels que Dy o D = (. On dit que D; engendre toutes les conditions de compatibilité de D
si D1 = 0 représente toutes les conditions nécessaires a l'existence de £ € Fy tel que
§=.
- On dit que la suite F 2 Fy 2y F, est formellement exacte en Fy si D; représente toutes
les conditions de compatibilité de D.

Nous avons alors la proposition suivante [96, 121].

PROPOSITION 2.2. Soit D : E — F un opérateur différentiel et © = kerD. A toute suite
d’opérateurs formellement ezacte

0—0—E-SFR2F2. Pyve o,
correspond la résolution libre du D-module a gauche M suivante :
O — M D DL  Paphy g,

La théorie formelle des équations aux dérivées partielles nous donne les moyens de déterminer,
pour un opérateur involutif, une suite canonique de conditions de compatibilité de longueur au
plus n + 1 (suite de Janet). De plus, on peut toujours modifier un opérateur pour le rendre
involutif. Si 'on veut savoir si un extb(M, D) est nul, nous devons considérer la suite duale de
la résolution de M. Cependant, les D-morphismes D;. : D%-1 — D% n’ont pas d’interprétation
en terme d’opérateurs. Pour y arriver, nous devons utiliser la dualité formelle des opérateurs
différentiels qui permet de passer des D-modules a droite aux D-modules a gauche.

DEFINITION 2.3. L’adjoint formel de D : E — F est l'opérateur
D:F=A"T*® F* — E=A"T*® E*,
défini par i
< u,DE>=<Du,& > +d(),
ou d(-) est une différentielle totale et T* est le fibré cotangent de X.
De facon équivalente, 1’adjoint D se calcule en utilisant les trois régles suivantes:

1. si A une matrice d’opérateurs d’ordre 0, alors A= At
=
3. PoQ=QoP.

En particulier, nous avons la relation D = D. 1l est essentiel de noter que I’adjoint d’un
opérateur a coefficients variables n’est pas la simple transposition de la matrice correspondante
(il ne faut pas oublier de dériver les coefficients).

Nous trouvons alors un algorithme pour déterminer si les ext?,(M, D) sont nuls ou non. Ce
test utilise seulement la recherche des conditions de compatibilité d’un opérateur et la dualité
formelle.
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Algorithme :
2
—_— F,‘_g i F,‘_l — Fl'

§ R, 2R E B

Dlv—-"’ Dl-l D

o Doy
+ F]_, +—
Nous suivons les étapes 1 = 2 == 3 = 4 qui nous donnent I'opérateur f):-__l. représentant les
conditions de compatibilité de D;, et 'adjoint D;_; de D;_;. Nous les comparons alors (> signifie
“plus de conditions de compatibilité”) :
- Di_, = Di_; = ext,(M,D) = 0.
- Di_; > Di_1 = ext}(M, D) # 0.
Pour déterminer la nature algébrique d'un D-module M, nous devons calculer les ext})(N. D).
Or, le D-module a gauche N, correspondant au D-module & droite N est engendré par I'adjoint
formel de D, i.e. Ny = D™/D'D. Nous obtenons alors, par exemple, le test du sans-torsion.

Sans-torsion :

2, Fs
L B2 E 2 P

§. B el & FY

Nous suivons les étapes 1 = 2 => 3 = 4 = 5 et nous obtenons alors ’opérateur D’ représentant
les conditions de compatibilité de D_;.

— D' =D = M est sans-torsion et D_; est une paramétrisation de D.
- D' > D = t(M) = {nouvelles équations de D' modulo D¢ = 0}.

Supposons que le D-module M est sans-torsion, i.e. ext}_)(N;,D) = 0. Nous pouvons alors
vérifier que M est un D-module réflexif, en appliquant le test suivant.

Reéflexif :

5
4B, 5, XU B F1

s B, =B, &8 & P2

Nous suivons les étapes 1 = 2 = 3 = 4 = 5 et nous obtenons alors I'opérateur D’ ; représentant
les conditions de compatibilité de D_s.

- D', =D_; = M réflexif.

- D', > D_; = M non réflexif.
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Pour montrer qu'un D-module M est projectif, nous avons le test suivant :

Projectif :
i) cas général:
D

Lnil
D_n Denti
w3 B i F By %

I_)—:'1-4.—1
—

- D -
T, e E_n {"_“ E—ﬂ+1

M est projectif & D' . =D_;,i =0,...,n— 1.
ii) cas D surjectif (pas de conditions de compatibilités) :

P
——

E 2 F—o0
B & Peyg
M est projectif < D injectif (DA =0= A = 0)

©3P:E—>F, PoD=idg
S IJP:F—=E, DoP =idF.

Cas n = 1 = D anneau principal = M est D-module sans-torsion < D injectif.

Nous obtenons ainsi une classification des D-modules M, suivant le nombre de ext‘D(N, D)
nul. Cette classification de Kashiwara/Palamodov montre qu'un D-module sans-torsion est pa-
ramétrisable, qu'un D-module réflexif admet une paramétrisation qui admet elle méme une pa-
ramétrisation [85]...

THEOREME 2.2. Soit D : E — F un opérateur différentiel, alors il existe r opérateurs D_; :
E_; — E_;. tels que la suite suivante est formellement ezacte

D- D_ry1 Dy D- D
E., = E_ ., - —EB i —SEg~3F

881 ext‘b(N, D)=0,Vi=1,..,r.
De plus, nous démontrons le résultat suivant [119].

THEOREME 2.3. Soit D : E — F un opérateur différentiel définissant un D-module M sans-
torsion. Alors, il eriste une paramétrisation minimale Dy : E' | — E, c-a-d, une paramétrisation
comportant un nombre minimal de fonctions arbitraires de n variables. Si D est surjectif, alors
ce nombre minimal de fonctions arbitraires de n variables est m —[.

Nous avons ainsi développé des tests effectifs permettant de déterminer la nature algébrique
des D-modules M. Intéressons-nous maintenant aux applications pour les systémes multidimen-
sionnnels.
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2.3. Primalités des systémes multidimensionnels et contrélabilité. L'anneau D =
K|[d,,...,dn] des opérateurs différentiels a coefficients dans un corps différentiel K est un cadre
qui permet d’étudier & la fois deux types classiques de systémes de controle:

~ les systémes de controle linéaire différentiels a coefficients constants ou variables:
D= K[%] avec K = R ou R(2?)...

— les systémes de controle n-dimensionnels (systémes discrets, systémes avec retards) :
D = k[dy,....,dn] = k[x1, .., Xn] avec k =R ou C,

mais aussi les systémes d’équations aux dérivées partielles du type de ceux rencontrés en élasticiteé,
en électromagnétisme ou en hydrodynamique.

De nombreuses notions de primalité matricielle ont été développées dans la littérature des
systémes de contréle multidimensionnels. Si R est une matrice ¢ X p (¢ < p), de rang générique
maximal, a coefficients dans ’anneau D = C[x3,... ,Xxn], on dit alors que R est:

- premiére au sens des mineurs, s'il n’existe pas de facteur commun entre tous les mineurs
d’ordre q.

~ fatblement premiére au sens des zéros, si les mineurs d’ordre g s’annulent tous seulement
en un nombre fini de points,

— premiére au sens des zéros, s'il n’y a aucun zéro commun entre les mineurs d’ordre g,

Oberst a montré qu’'une matrice R est premiére au sens des zéros (resp. premiére au sens
des mineurs) si et seulement si M = DP/DYR est un D-module projectif (resp. sans-torsion)
[104]. Wood, Rogers et Owens ont récemment montré dans [160] que ces trois définitions étaient
des cas particuliers d’une chaine de n notions de primalités différentes suivant la dimension sur
laquelle tous les mineurs d’ordre gq.

Tout d’abord, remarquons que D = Cld,,...,dp] = C[x1, ..., Xn), €t donc les tests développés
précédemment pour reconnaire les D = C[d, , ..., dn]-modules sans-torsions, réflexifs, et projectifs
doivent étre liés a la variété sur laquelle s’annulent tous les mineurs, dans le cas d'un opérateur
surjectif (i.e. défini par une matrice de rang générique maximal). Pour cela, appelons d(M) la
dimension de la variété caractéristique du D-module M. Nous avons alors le théoréme suivant
di & Kashiwara [85].

THEOREME 2.4. d(M) =n —min { i | ext},(M,D) #0 }.

Soit D : E — F — 0 un opérateur surjectif, alors, nous avons d(N) < n — 1. Nous pouvons
donc appliquer ce théoréme & N. Appelons © le noyau de I'opérateur adjoint D : F — E. Par le
théoréme d’Hilbert-Serre, d(N) est égal & la dimension de Q. Nous obtenons alors [121]:

-dimQ=n-1sexth(N,D) =04 t(M) #0,

-dimQd=n-2& ext'b(N,D) =0,1=0,1<< 3D_; & M sans-torsion < primalité au
sens des mineurs (D commutatif),

-dimQ=n-3 & exth(N,D)=0,i=0,1,2 < 3D_;,D_p & M réflexif,

-dimQ2 =0+« ext‘b(N, D)=0,i=0,..,n-1&3D_;, i=1,...,n—1 % primalité faible
au sens des zéros (D commutatif),

-dmQl=-1& N=0¢& extb(N,D) =0,i=0,..,n & M projectif & ID_;, 1 =
1,...,n < primalité au sens des zéros (D commutatif).
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Les trois différentes notions de primalités, précédemment définies, font donc bien parties d'une
chaine de n différentes notions de primalités, suivant le nombre de extjg(N. D) qui s’annulent.

Depuis un dizaine d’années, un notion de contrélabilité des systémes multidimensionnels a
été développée essentiellement par Fliess, Oberst et Pommaret.

DEFINITION 2.4. Un systéme de controle multidimensionnel, défini par un opérateur D, est
controlable si le D-module M = D™ /D' D est sans-torsion.

Grace au théoréme 2.3, nous pouvons donc déterminer de maniére effective une paramétrisa-
tion minimale D_, de D, appelée forme contréleur dans le cas ou n = 1. Cette paramétrisation
minimale est intéressante pour le concept de 7-liberté, développé depuis quelques années par
Mounier et Fliess pour les systémes avec retards [44, 102]. Récemment, Pillai et Shankar ont
montré dans [108] que cette notion de contrélabilité était équivalente, pour des systémes définis
par des équations aux partielles a coefficients constants, a la notion de controlabilité donnée par
Willems dans 'approche comportementale [158, 159].

2.4. Identités de Bezout généralisées et applications. Il est bien connu dans la litté-
rature sur les systémes polynomiaux que si
d

P(s)y+Q(s)u=0, 8=EE’

est contrélable, i.e. (P(s) Q(s)) est une matrice premiére a gauche, alors il existe des matrices
X,Y,X,Y,P,Q telles que nous avons les identités de Bezout généralisées directes et inverses
(81]:

(g(s) g(s})(X(s) E(s))= g (X(s) E(s))(ﬁ(s) Q(s))= i

X(s) Y(s) Y(s) Q(s) Y(s) Qs) X(s) Y(s)

Une question naturelle est de savoir dans quelle mesure ce résultat reste vrai pour les systémes
multidimensionnels définis par des opérateurs différentiels linéaires.

Nous prouvons le théoréme suivant qui montre quelles identités de Bezout généralisées ou
quelles parties existent, suivant la nature du D-module engendré par 'opérateur différentiel
décrivant le systéme de contréle. Nous montrons aussi que les identités de Bezout généralisées
s'obtiennent en scindant la suite différentielle formée par le systéme et sa paramétrisation [118].

THEOREME 2.5. Soit D, : Fy — F; un opérateur surjectif & coefficients variables.

1. Si lopérateur D; engendre un D-module libre, alors il existe un fibré vectoriel E et des
opérateurs différentiels Dy : E — Fy, Py : F} = Fy et Py : Fyg — E tels que nous avons
les identités de Bezout directes et inverses :

D _(idp 0
_(:DQ)D(PI DD)_( 0}I ldE),

D, :
= ( P1 Dy )O(PO )*:ldpo.
Ces identités de Bezout généralisées sont équivalentes & scinder la suite formellement
ezacte suivante:
Po Pi
— —
0—EB 2% B 55 B—0
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2. Si l'opérateur D, engendre un D-module projectif, il eziste alors un fibré vectoriel E et
trois opérateurs différentiels Dy : E — Fo, Py : Fy — Fp et Po : Fy — E tels que nous
avons la partie supérieure de l'identité de Bezout directe et l'identité de Bezout inverse :

- (D1 )o(P1 Do )= (idp 0),
= ( P1 Dy ] ) ( gﬂl
L’identité de Bezout généralisée inverse est équivalente a scinder la suite formellement
ezacte suivante :

= idp,.

Po Py
— —

E 2 m 2% F =0
. Si Uopérateur D, engendre un D-module sans-torsion, alors il existe un fibré vectoriel E
et un opérateur différentiel Dy : E — Fy tels que nous avons la partie supérieure droite de
lidentité de Bezout généralisée directe :
- DyoDy=0.
Nous avons la suite formellement ezacte suivante :

E2F 2% p—0

Plus généralement, si 'opérateur D; n’est pas surjectif, i.e. admet des conditions de compati-
bilité, nous montrons qu'il faut scinder la longue suite formellement exacte formée de I’opérateur
D, et de ses conditions de compatibilité. Il apparait alors naturellement des inverses généralisés
a la place d’inverses a droite ou a gauche.

2.4.1. Placement de péles. Nous généralisons I’approche polynomiale du placement de poles
aux systémes multidimensionnels. Cette approche a des fortes connexions avec certains résultats
obtenus de fagon indépendante par Pillai et Shankar [108].

Nous montrons tout d’abord que les propriétés d’aditivité des supports et des variétés caracté-
ristiques permettent de généraliser les notions de poéles et zéros aux systémes multidimensionnels
[121, 161]. Ensuite, nous considérons un opérateur différentiel D, : Fy — F) correspondant au
systéme de contrdle multidimensionnel et nous cherchons a determiner un opérateur différentiel
Cy : Fy — G, tel que le systéme

Dl’?=0=
(l) {6171:0:

posséde des propriétés bien déterminées (variété caractéristique determinée, équivalence i un
systéme donné (modeéle de référence)...). Nous obtenons les résultats suivants.

PROPOSITION 2.3. Soit Dy défini un systéme contrélable tel que la suite E Do, Fy 2y F; soit
localement ezacte en Fy, i.e. Din =0 3£ € E tel que Dy = n, ot Dy est une paramétrisation
de D;. Alors, le systéme (1) est équivalent au systéme

'D(}§=Th
To& =0,

ot To=C1 0Dy : E — G,. Le systéeme bouclé est donc entierement déterminé par To€ = 0.
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Nous montrons alors le théoréme suivant.

THEOREME 2.6. Soient Dy : Fy — F; un opérateur définissant un D-module libre et Dy :
E — Fy une paramétrisation injective de D, . Alors, pour tout opérateur Ty : E — G,, l'opérateur
C, : Fy — G vérifiant
To=C10Dy
est entiérement déterminé par
Ci1=TooPy+K,0Dy,

ol Py est un inverse a gauche de Dy et K; est un opérateur quelconque de F; a G;.

De maniére duale, si le controleur est supposé controlable, alors nous obtenons la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.4. SiC; définit un systéme contrélable tel que la suite G_, Lo, Fy Ly Gy est
localement ezacte en Fy, ot Cy est une paramétrisation de Cy, alors le systéme (1) est équivalent

a:
{ CG T=7
07 =0,
ott Ty = Dy 0Cy: G- — Fy. Le systéme bouclé est donc entiérement déterminé par Ty~ = 0.

Nous montrons alors le théoréme suivant.

THEOREME 2.7. Soient D; : Fy — F} un opérateur surjectif définissant un D-module pro-
jectif et Dy : E — Fy une paramétrisation de D;. Alors, pour tout opérateur Ty : G_1 — F, le
contréleur Cy : G_; — Fy vérifiant

To =D10Co
est entiérement déterminé par
Co=Pi1oTyg+DooK_,
ot Py est un inverse @ droite de D) et K_, est un opérateur quelconque de G_; @ E.

Puisque que tout systéme linéaire controlable, défini par des équations différentielles a coef-
ficients variables, engendre un D-module projectif et libre, nous retrouvons de fagon plus intrin-
seéque les paramétrisations classiques des contréleurs polynomiaux.

2.4.2. Forme canonique de Brunovsky. Nous montrons que le noyau du premier opérateur
de Spencer D, : Jy(E) — C), défini par

(@ rksm — (57 (2) ~ 1k (&) = CH(&)) ogicqm1, 1k

et représentant les conditions de compatibilité de I'opérateur injectif j, : E = Jy(E),
d
dtt
est exactement la forme canonique de Brunovsky [23].

Nous avons donner précédemment un test effectif pour obtenir une paramétrisation injective
Dy d’un opérateur différentiel D, : Fy — F), définissant un systéme contrélable. Nous montrons
alors que l'opérateur C; : Fy — J4(E), défini par C; = j, 0 Py + K; 0 D, avec Py un inverse a
gauche de jg et ou Ky : Fi — J,(E) est un opérateur quelconque, permet de passer du systéme

(E)1<kem — (5 €5(z) = nF (2)) 0<i<q, 1<k<ms
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D, n = 0 a sa forme canonique de Brunovsky. En utilisant le degré de liberté K. nous pouvons
alors obtenir explicitement le changement de générateurs d’ordre le plus bas, transformant le
systéme controlable en sa forme de Brunovsky. Plus généralement, nous montrons que tout
systéme multidimensionnel définissant un D-module libre peut étre écrit sous la forme du premier
opérateur de Spencer D [144] a l'aide de C;.

2.5. Commande optimale des systémes multidimensionnels. Nous montrons com-
ment utiliser les propriétés intrinséques des systémes (controlabilité, projectivité,...) dans I'étude
des problémes variationnels, ou le systéme de controle est considéré comme une contrainte diffé-
rentielle. Notons qu’au méme moment et de maniére indépendante, Pillai et Willems ont étudié
ce probléme dans [109] et ils ont obtenus certains résultats similaires. Plus précisémment, le
probléme considéré est celui de minimiser l'intégrale

/L(nq) dz' A ... Adz",

sous la contrainte différentielle linéaire Dy n = 0, ou D; : Fy — F; est un opérateur différentiel,
1
L(ng) = 515 R

est un Lagrangien (nq(z) = (0, n(z),0 < |u| < q)!), avec R une matrice réelle symétrique. Nous
devons donc considérer la variation

éf(L{nqj —A'D1n)d$=/(5n—f?1)\)5n dr +...,

ou A est un multiplicateur de Lagrange, D; est I'adjoint formel de D; et B : Fy — Fy est
I’'opérateur auto-adjoint défini par:

Br= Y ()Pl da(Z2) -

k
0<al<q Ona
Nous avons alors le théoréme suivant [120].

THEOREME 2.8. Le systéme optimal est défini par:

{ 1):l n =_0:

(2) BG—D1A=0.

_ Si nous notons par Dy : Fy =% E 'opérateur représentant les conditions de compatibilités de
D, nous avons en Particulier Dy o Dy = 0, d’ott on déduit de la deuxiéme équation de (2) la
nouvelle équation (Dg o B) n = 0. Nous avons ainsi éliminé les multiplicateurs de Lagrange [120].

THEOREME 2.9. Si la suite E& 15'0 & ﬁ’l est localement ezacte en Fy, i.e., 1-)0;.: =0¢&
3\ € F, tel que Dy A = p, alors le systéme optimal (2) est équivalent au systéme

{D]T}=U,

) (Do o B)n =0,
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qui ne comporte plus que la variable dépendante 1. Nous avons le diagramme suivant :

FF 2 PR

DyoB LB
B o2 B &L B,
Finalement, si D; est contrélable, alors il existe une paramétrisation Dy de 'opérateur D;.
En substituant D1n = 0 par Dy £ = 7 dans (3), nous obtenons le théoréme suivant [120].

THEOREME 2.10. Si D, est contrélable et si la suite ¥ o, Fy Dy, Fy est localement ezacte
en Fy, i.e., Din=0%« 3£ € E tel que Dy & = 1, alors le systéme (3) est équivalent au systéme :

(Do o BoDy)€ =0.
Nous avons alors le diagramme suivant

Dy D,

E — F, — K

Al 5

E& 5 & K

out l'on a introduit l'opérateur auto-adjoint A = ‘f?o oBoDy.

De fagon équivalente, si I’on substitue la paramétrisation Dy £ = n dans la contrainte dif-
férentielle D1n = 0 et dans le Lagrangien L(7,), nous obtenons alors un probléme variationel
sans-contrainte, d’ordre supérieur, dont la solution est donnée par le systéme (4). Dans le cas
stationnaire avec n = 1, si nous trouvons une factorisation spectrale de 'opérateur A sous la
forme de A= S80S, 00 S: E — E' est un opérateur différentiel carré correspondant a la partie
stable de A, alors 4 1’'aide des différents résultats sur le placement de poéles, nous obtenons le
controleur stabilisant et optimal sous la forme de C; = 8§ o Py + K; o Dy, ot Py est un inverse a
gauche de Dy et K; : F; — E’ est un opérateur quelconque.

COROLLAIRE 2 1. Si Dl engendre un D- modufe projectif, alors il existe un opérateur Dy tel

que les suites E& Fy il F, et E Do, Fy 2, F, sont localement ezactes en Fu. et Fy. On a
alors les égquivalences suivantes :

(2) & (3) « (4).
Ces équivalences sont vraies pour tout systéme linéaire contrélable défini par des équations diffé-
rentielles a coefficients dépendant du temps.

Si I'opérateur D; est surjectif, i.e. sans conditions de compatibilité, alors D; engendre un D-
module projectif ssi il existe un inverse & gauche P; de Dj, ou de fagon équivalente si ProD; =
idg, . En appliquant P; a gauche de la deuxiéme équation de (2), nous déduisons A explicitement
en fonction de 7 sans avoir a intégrer [120].

PROPOSITION 2.5. Si D) est un opérateur surjectif, engendrant un D-module projectif et Py
un inverse @ gauche de Dy, on peut alors déterminer ezplicitement, et sans intégrations, les
multiplicateurs de Lagrange A en fonction de n par:

A= (PyoB)n.
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Finalement, si 'opérateur B est inversible, nous obtenons le théoréme suivant.

THEOREME 2.11. Si B est un opérateur inversible, alors le systéme optimal est donné par
5) (DyoB~1oDy)A =0,
? (B~ o D1)A = 1.

Nous avons alors le diagramme suwant

FF 2 R

BIBY  #E
R & A

ou lon a introduit l'opérateur auto-adjoint C = Dy o B~!oD;.

Nous montrons alors que les méthodes développées précédemment, basées sur les suites dif-
ferentielles et la dualité des opérateurs différentiels, sont liées a celles utilisées en physique: il y
a une dualité au sens de Poincaré entre la suite différentielle donnant la géométrie (e.g. dépla-
cements — déformations — conditions de compatibilité) et suite différentielle duale donnant la
physique (e.g. forces < contraintes « fonction d’Airy), ces deux suites différentielles étant lies
par les lois de comportement.

2.6. Aspects algébriques des problémes de stabilisation.
2.6.1. Primalité faible et foncteur tor.

DEFINITION 2.5. Soient A un anneau intégre et K = Q(A) son corps de fractions. Une
matrice R € A9*? d’éléments de A (¢ < p ), de rang maximal, est faiblement premiére @ gauche
si:

Vye K9, yRe AP = y € AP.

Nous montrons alors la proposition suivante [126).

PROPOSITION 2.6. Nous avons les propositions équivalentes suivantes :

1. la matrice R est faiblement premiére & gauche,
2. le A-module M = AP /A% R est sans-torsion,
3. torf(K/A,M) = 0.

Ainsi, le concept de primalité faible est exactement, dans le cas des matrices de rang maximal,
la caractérisation des modules sans-torsion en terme de I'annulation du tor{' (K/A, M) = 0. Plus
généralement, nous montrons que pour tout A-module M de type-fini sur un anneau noetherien
A, nous avons:

t(M) = tor{ (K/A) = ext (N, A).

2.6.2. Stabilisation interne des systémes a paramétres distribués. Suivant les idées de Vidya-
sagar [148, 149, 150, 156] et de Desoer [29, 30|, nous introduisons un anneau A des systémes
propres et stables. Nous avons les exemples suivants d’anneaux A souvent rencontrés dans la
littérature :

~ J'algebre de Hardy Hoo(D), dans un domaine D de C (e.g. D =C; = {s € C|Rez > 0}),

- l'algébre RH, des fractions réelles propres et stables,

— les algebres de Banach de Callier-Desoer A, A(B), A, A(B)...
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Fi1G. 1. Systéme bouclé

Tout d’abord, nous montrons qu'un élément de torsion sur un anneau de systémes propres
et stables A correspond a une simplification poles/zéros instables ou impropres dans la matrice
de transfert correspondante [126]. Considérons ensuite le systéme bouclé défini par la figure 1.

Nous avons alors les équations suivantes:

ey =u; + Pes,
e =us+ Cey,
Y1 = €2 — ug,
Y2 =¢€1 — U
Soient P = R, 1Ry € K9*#P=9) et C = R ' R! € K?®~9%9, ou les coefficients des matrices
R, R, R, et R/ sont dans A, alors les équations du systéme bouclé s’écrivent sous la forme:
R,e; — Rjez — R,u; =0,
—R! e+ R.e; — R.uy =0,
y1—e2+uy =0,
y2 —e; +u; =0.

Définissons les matrices Ry = ( By =i =8 0 ), R, = (R, - Rp),R. =

-R! R, 0 -R,
(-R! R;) et
R, -R! -R, 0 0 0
-R" R. 0 -R. 0 0
B ~fog 0 Fy Tiy 0

et les A-modules M, = A?/A'R,, M, = APJAP-D R, M, = A /AP R, et M = A% /A% R.

R=

LEMME 2.1. Awec les notations précédentes, nous avons:
M = M3 2 Mp @ Mc.
Nous avons alors les définitions suivantes.

DEFINITION 2.6. — Le systéme M est dit bien posé si les composantes de vecteurs u; et
us forment une famille A-linéairement indépendante.
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~ Supposons que M soit bien posé, alors M est stable de maniére interne ou A-stable si:

R, -Ri\ (R, 0
P P P pxp
(% =) (T a)ew

En utilisant la caractérisation des modules sans-torsion a I’aide de tor{!(K/A, M) = 0, nous
obtenons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.7. Soient M, et M, deuzr A-modules sans-torsion tels que M est bien posé,
alors M est stable de maniére interne ssi:
-1 -1
(Rp ) = ( R;” "?g ) € AP*P,
R, -R! R,
Nous avons alors le theoréme suivant [126].

THEOREME 2.12. Supposons que M, et M, soient deur A-modules sans-torsion tels que M
est bien posé. Alors, M, est stabilisable de maniére interne par un A-module M. sans-torsion ssi
A-module libre.

Dans le cas ou M a de la torsion, nous avons alors la proposition suivante [126].

PROPOSITION 2.8. Si M a de la torsion, nous avons alors une condition nécessaire de sta-
bilisation interne est donnée par:

M/t(M) = Mp/t(Mp) & Mc/t(M,) = AP.
Donce, My /t(M,) et M /t(M.) doivent étre des A-modules projectifs.

2.6.3. Paramétrisation de contréleurs propres stabilisants. Nous montrons la proposition sui-
vante [126].

PROPOSITION 2.9. Soit M un A-module libre de rang m, défini par la résolution libre 0 —

A1 B o4p Ty M — 0. Alors, m = p — q et il eziste trois matrices R_,, S_; et S telles que

nous avons la suite ezacte scindée suivante:

0— A7 B a0 B gm0

3 S-1

Nous avons alors les identités généralisées de Bezout suivantes :

1. (S R_I)o(;i

2.(5‘1)0(3 R_l)z({;’ I?n)'

On peut alors utiliser les propositions 2.8 et 2.9 pour répondre a la question ouverte posée
en 1982 par Vidyasagar, Schneider et Francis, a savoir quand un systéme stabilisable admet
des identités de Bezout généralisées ainsi que son contréleur stabilisant. Si un systéme M, est
stabilisable par un contréleur M., alors nous avons M/t(M) = AP et M/t(M) admet donc des
identités de Bezout généralisées. Cependant, si t(M) = ¢(M,) @ t(M,) # 0, alors au moins un
des deux modules M, ou M, aura de la torsion et n'admettra donc pas des identités de Bezout
généralisées a cause de la proposition 2.9. Si ¢(M) = 0, alors M, et M, sont deux A-modules

= Ip,
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sans-torsion, et grace au théoréme 2.12, M, et M, sont libres et donc admettent tous deux des
identités de Bezout généralisées.

Les relevements S et S; de la proposition 2.9 ne sont pas uniques et on peut tous les para-
métriser [126).

PROPOSITION 2.10. Soit M un A-module libre de rang m, défini par la résolution libre 0 —
A7 B A2 Ty M — 0. Alors, nous avons la suite ezacte scindée suivante

0— A1 & a0 B o4m_,

5! 8L,
{__

S, =S_1+KoR,
§'=S—-R_joK,

ot K : A™ — A9 est un A-morphisme quelconque. En particulier, nous avons les identités
généralisées de Bezout suivantes:

R
s,

2 (& )ots m)=(% ).

En utilisant la proposition précédente et le théoréme 2.12, nous obtenons une version intrin-
séque de la paramétrisation de Youla [126].

= I,

1. (S8 R_l)o(

COROLLAIRE 2.2. Soit M, un A-module libre défini par la présentation 0 — A9 T
M, — 0, alors le A-module M .(K) défini par la présentation finie suivante

5 '
0 — A™ = A» T M (K) — 0,
stabilise de maniére interne le systéme M, et l'application

AP-0xP  _, Mod(A)
K — M/(K)

est la paramétrisation de tous les contréleurs propres stabilisant le systéme M,.

2.7. Conclusion. Nous pouvons résumer quelques uns des résultats précédents sous la
forme des tableaux suivants.
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Modules ext’, (N, D) Paramétrisation Primaliteé

avec torsion | exth(N,D) = t(M) # 0

sans-torsion | ext},(N,D) =0 au sens des
mineurs

réflexif extb{N,D) =0,1<i<2

[
ext"D{N. D)=0,1<i<n-1 ; faible au sens
des zéros

projectif extj',_-)(f\f1 D)=0,1<i<n D_;,1<i< au sens des
Zeros

libre D_; injectif

Modules Propriétes Commande Stabilisation interne
structurelles optimale

avec torsion | élément autonome simplifications poles/zéros
instables ou impropres

sans-torsion | contrélabilité probléme sans primalité faible
contrainte

réflexif

projectif identité de Bezout | Calcul de A sans | CN a la stabilisation
généralisée inverse | intégrations interne (¢(M) # 0)

libre identités de Bezout identités de Bezout
généralisées directes généralisées,

et inverses CNS a la stabilisation
interne (¢(M) = 0),
parameétrisation des
contrdleurs stabilisants
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3. Description des chapitres

La plus grande partie de cette thése est consacrée a 1'étude des propriétés des systémes, défi-
nis par les classes 1 a 4 précédemment définies, appelés systémes de controle multidimensionnels
linéaires. On peut remarquer que toutes ces classes sont un cas particulier de I'anneau des opé-
rateurs différentiels D = K|[d,,...dy], ou K est un corps différentiel. Ainsi, on est naturellement
amené a utiliser la théorie des D-modules pour I’étude des systémes de controle.

Aprés quelques rappels sur les suites exactes, les suites scindées et la chasse dans les dia-
grammes, le premier chapitre montre comment on peut associer un A-module a gauche M a
tout systéme de la forme Rz = 0, ou R est une matrice a coefficients dans 'anneau A, et en
particulier, un D-module M a tout systéme d’EDP linéaire défini par un nombre fini d’équations
a un nombre fini d’'inconnues. Utilisant alors les propriétés des modules définies en algébre ho-
mologique, on a une classification naturelle des systémes suivant les propriétés du D-module M
correspondant (libre, stablement libre, projectif, réflexif, sans-torsion...). Nous rappelons dans
le premier chapitre toutes ces diverses définitions de modules, ainsi que leurs propriétés. Nous
avons essayé d'illustrer au maximum ce chapitre par des exemples qui pourront étre utiles par
la suite. Ce chapitre pourra étre omis en premiére lecture par toute personne connaissant ces
résultats.

Dans le second chapitre, nous montrons pourquoi l'objet algébrique représenté par le A-
module M est plus intéressant que la matrice R qui sert a le définir. Nous remarquons tout
d’abord que deux systémes décrits de maniére différente (nombre d’équations, nombre d’incon-
nues) peuvent définir un méme systéme (par exemple, un systéme de Kalman et un systéme
polynomial équivalent). Dans 'approche des modules, cela signifie que les deux systémes défi-
nissent des modules isomorphes. Ainsi, ’objet intrinséque est le A-module M et non la matrice R
qui en donne une présentation particuliére. En utilisant cette notion d’équivalence des systémes
et quelques techniques d’algébre homologique, on étudie alors les liens entre deux présentations
différentes d'un méme systeéme.

De plus, nous montrons comment associer a tout A-module M, défini par une matrice R,
le A-module N défini par la transposée de la matrice R. Ce A-module N dépend de maniére
importante de la matrice R, mais nous montrons que deux A-modules N et N’, définis par
la transposée de deux matrices R et R’ définissant le méme module M, sont projectivement
équivalents (nous donnons une preuve de ce résultat qui semble connu mais dont nous n’avons
pas trouvé démonstration dans la littérature). Les techniques d’algébre homologique utilisées
par la suite ne dépendant pas de 1’équivalence projective, on en déduit alors que les propriétés
algébriques du A-module M, démontrées en utilisant le module N, ne dépendent que de M et
non d’un choix particulier de R.

Finalement, en partant de la définition de la primalité faible des matrices utilisée en théorie
du contréle, on montre comment l'introduction des foncteurs tor et ext permet a la fois de revoir
ce concept, mais aussi de donner des tests effectifs pour vérifier cette propriété. Nous relions
ces deux caractérisations de la primalité faible et nous montrons que la primalité faible est
équivalente & 'absence de torsion dans le module engendré par la matrice. Nous donnons alors
un unique diagramme expliquant clairement les positions relatives de ces trois caractérisations
de la primalité faible les unes par rapport aux autres (ce diagramme nous semble non classique
car nous ne |’avons pas jamais rencontré dans les livres d’algébre homologique).




3. DESCRIPTION DES CHAPITRES

Le troisiéme chapitre présente succintement la théorie formelle des équations aux dérivees
partielles développée par D. Spencer et son école [59, 60, 61, 128, 144]. En particulier, nous
nous placons dans le cadre des systémes linéaires, seul cadre utilisé par la suite. Nous expli-
quons, a l'aide d’exemples, les concepts d’intégrabilité formelle, de systémes involutifs, de suite
de conditions de compatibilité, de suites de Janet et de Spencer. Ces techniques nous seront tres
utiles dans la suite pour développer des tests effectifs permettant de vérifier certaines propriétés
structurelles des systémes d’EDP ou des D-modules associés.

Le chapitre suivant s’intéresse & 1'existence d‘identité de Bezout généralisée pour les systémes
de controle multidimensionels, définis par des D-modules ou des opérateurs différentiels. Cette
identité de Bezout joue un réle important en théorie du controle dans des problemes de réalisation,
de stabilisation ou de placement de poles. Nous montrons, en particulier, I'existence d'une telle
identité pour des modules libres définis par des opérateurs surjectifs. Si le systeéme de controle ne
définit qu'un module projectif, nous avons alors seulement la partie supérieure de cette identité
matricielle. Finalement, si le systéme n’engendre qu'un D-module sans-torsion, i.e. contrélable,
alors nous n’avons que la partie supérieure droite de cette identité. Nous montrons alors que
I'identité de Bezout généralisée n’est en fait rien d’autre qu’une suite courte scindée formée par
I'opérateur définissant le systéme et sa paramétrisation. De nombreux exemples illustrent cette
approche. Nous utilisons alors cette identité de Bezout généralisée pour étudier le placement de
poles et la forme canonigue de Brunouvsky.

Dans le chapitre V, nous montrons comment la dualité formelle des opérateurs différentiels,
I'intégrabilité formelle et les suites différentielles, ainsi que les techniques de localisation des D-
modules, permettent de vérifier la controlabilité des systémes multidimensionnels et de donner
des paramétrisations de ces systémes. On caractérise ici la controlabilité des systémes multi-
dimensionnels en terme d’absence d’éléments de torsion dans le module associé au systéme de
contréle. Il est & noter que Fliess a montré dans [40] que pour les systémes de contrdle, définis
par des EDO linéaires a coefficients constants, I’absence de torsion du module M est équivalente
a la contrélabilité en terme comportementale (“behaviour”), défini par Willems dans [158, 159).
Ce résultat a été récemment étendu par Pillai et Shankar aux systémes de contrble définis par
des EDP linéaires & coefficients constants [108]. Nous rappelons que les techniques de localisa-
tion des modules, utilisées pour la premiére fois, & notre connaissance, en théorie du contréle
par U. Oberst et M. Fliess [104, 41], permettent de donner un cadre algébrique a la notion
de matrice de transfert. Nous montrons en particulier que les paramétrisations obtenues pour
les systémes controlables grace a la localisation ont un nombre minimal de fonctions arbitraires
contrairement aux paramétrisations obtenues par I’étude de 1’annulation du ext},(N, D). Nous
montrons comment la vérification de 1’annulation du ext},(N, D) peut étre décrite uniquement
4 'aide d’opérateurs différentiels et de la dualité formelle. Nous montrons alors que les paramé-
trisations obtenues par localisation sont en général moins bonnes au sens de la classification de
Palamodov-Kashiwara des D-modules, du fait que ces paramétrisations ne sont pas en général
paramétrisables & leur tour.

Le chapitre suivant développe quelques techniques d’élimination différentielle pour I'étude des
systémes de contrdle multidimensionnels a coefficients indéterminés. Cette étude des problémes
d’élimination différentielle, faite dans la cadre de la théorie formelle des EDP, est proche, dans
son esprit, de celle développée par A. Seidenberg [137] dans le cadre de I’algebre différentielle
[87, 132]. De plus, elle s’inspire des idées que J. Douglas avait développées dans I’étude du calcul
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inverse des variations [31] dans le cadre de la théorie de Ch. Riquier et M. Janet |74, 75, 76,
130, 131]. En particulier, nous nous intéressons aux systémes linéaires a coefficients variables
et nous montrons que le degré de généralité des solutions d'un tel systéme dépend de certaines
relations différentielles que les coefficients sont amenés a satisfaire ou non. Nous représentons ces
conditions différentielles sous la forme d'un arbre de conditions d’intégrabilité. Nous montrons
alors que les propriétés structurelles des systémes de controle linéaires a coefficients indétermineés,
ou les systémes obtenues par linéarisation générique de systémes non-linéaires, font intervenir
des arbres de conditions d’intégrabilité.

Le chapitre VII a pour but de montrer comment l’analyse algébrique permet de reformuler
et de résoudre certains problémes de la théorie des systémes de contréle multidimensionnels.
Nous décrivons tout d’abord la dualité entre les opérateurs différentiels et les D-modules. Nous
montrons alors comment cette dualité opérateurs/modules et certains résultats trouvés par M.
Kashiwara dans sa thése [85] permettent de donner une classification naturelle des systémes sui-
vant les propriétés des modules associés et de les vérifier de maniére effective. Nous montrons que
cette classification suit exactement celle obtenue en utilisant les différents types de primalités des
systémes n—dimensionnels, définis en termes de la dimension de la variété algébrique sur laquelle
s'annulent tous les mineurs maximaux de matrice de rang générique maximal R, définissant le
systéme [18, 19, 163, 168]. Notons que J. Wood, E. Rogers et D. Owens ont obtenu dans [160]
des résultats assez proches de ceux que nous développons ici. De plus, a l'aide de treillis de
modules et du concept de variété caractéristique des D-modules (ou du support), nous donnons
alors une caractérisation des différentes notions de poles et zéros rencontrées dans la littérature.
Ces résultats sur les pdles et zéros s’inspirent grandement des travaux de H. Bourlés et M. Fliess
[17] et ont de fortes connexions avec le récent papier [161].

L’avant dernier chapitre s’intéresse a des problémes de commande optimale pour les systémes
multidimensionnels. En particulier, nous montrons comment utiliser la paramétrisation des sys-
témes controlables pour écrire le systéme optimal d'un probléme variationnel avec contraintes
sous la forme d’un probléme variationnel sans contraintes. Notons que H. Pillai et J.C. Willems
ont obtenu dans [109] des résultats similaires pour les systémes de contréle régis par des EDP a
coefficients constants. Si le systéme de contréle est défini par un opérateur différentiel surjectif
et s’il engendre un D-module projectif, nous montrons alors que nous pouvons déterminer ex-
plicitement, sans aucune intégration, les multiplicateurs de Lagrange en fonction des variables
du systéme. Finalement, nous montrons comment certains problémes variationnels, rencontrés
en élasticité ou en électromagnetisme, peuvent étre reformulés a 1’aide des suites différentielles,
de la dualité formelle des opérateurs différentiels et des lois de comportement.

Finalement, le dernier chapitre montre comment utiliser la théorie des modules et 1’algébre
homologique pour reformuler de maniére plus intrinséque les problémes de stabilisation interne
(25, 28, 30, 47, 143, 150, 151, 152, 153, 154, 155], la primalité faible [47, 143], les identités
de Bezout généralisées [81, 152] et la paramétrisation de Youla tous les contrdleurs stabilisants
[152, 165], pour des systémes définis sur un anneau A de systémes propres et stables (RHy)
ou une algébre A de Banach (H,, algébres de Callier-Desoer, algébres de convolution L; & C4,
l; + Cé...). Nous développerons dans de futurs travaux les liens existant entre les problémes de
stabilisation robuste et la théorie des modules de Banach (modules sur des algébres de Banach)
développé dans [66, 67, 68, 69).




1. SUITES ET DIAGRAMMES

CHAPITRE 2

Théorie des modules

Les résultats ci-dessous ont été rassemblés de fagon & fournir le matériel minimum nécessaire
a la compréhension du chapitre suivant qui présente des résultats beaucoup plus délicats et
importants d’algébre homologique. Ces résultats seront utilisés pour la premiére fois, a notre
connaissance, en théorie du contréle, dans les chapitres ultérieurs.

1. Suites et diagrammes

Cette section rappelle quelques définitions et résultats sur les suites exactes, les suites scin-
dées, la chasse dans les diagrammes, les catégories et les foncteurs. Le lecteur initié aux bases de
I’algebre homologique pourra passer directement a la section suivante sur la théorie des modules
et la classification des systémes.

1.1. Suites exactes. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Nous notons ker f =
{meM|f(m)=0},imf ={n € N|3m € M,n = f(m)}, coim f = M/ker f et coker f =
N/im f. On rappelle que f est un monomorphisme si ker f = 0, un épimorphisme si coker f =0
et un isomorphisme si ker f = 0 = coker f.

DEFINITION 1.1. — Un compleze P = (P;,d;) est une suite de A-modules P; et de A-
morphismes d; : P; = P;_; vérifiant d;od;+1 = 0 ou, de facon équivalente, imd;4; C ker d;.
Nous le notons par:

diyy d;
P:... —PyZW—FP—P_;—...
On appelle d; la i®™ différentielle du complexe P, Z; = ker d; le i*™® module de cycles de
P et B; = imd;4; le i®*™® module de bords de P.
— Le i*™ A-module d’homologie du complexe P est défini par H;(P) = kerd;/imd;4,.
~ Un complexe P est ezact si H;(P) =0, Vi, c-a-d imd;4; = kerd;, Vi.

Ainsi, la suite exacte 0 — M’ —'fr M signifie que f est un monomorphisme et la suite exacte

M -£3 M" — 0 signifie que g est un épimorphisme. La suite exacte courte 0 — M’ L5 p2s
M" —s 0 signifie alors que f est injectif, g surjectif et im f = ker g. On peut alors identifier M’
a un sous-module de M et M” au module quotient M/M’.

EXEMPLE 1.1. Considérons '’anneau A = R[x1, x2] des polynémes en x; et x2, & coefficients
dans R, et la suite de morphismes suivante

(6) 0 —bd-dy A% Es 4 s

ou f et g sont définis par f(a) =a(x1x2+1 x1), a € Aet

& —X1 e 2
o )= 0)( X 1 ) =—ax+blaxe+D), (@ b e 4

On vérifie que go f = 0 = im f C kerg. Ce complexe est une suite exacte car nous avons
kerg = {(a b) € A% | ax; = b(xax2 + 1)} et, puisque x; (resp. x1x2 + 1) n’est pas un multiple
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de x1x2 + 1 (resp. x1), nous avons alors, grace au lemme de Gauss [78, 90, 135],

c€E A,

xix2+1|a S5 a=c(xix2+1),
x1|b b=cxi,

ce qui se réécrit sous la forme de (@ b) = f(c) = kerg C im f, d’ou l'égalité. De plus, le
morphisme f est injectif car f(a) = 0 est équivalent a a(x1x2 +1) = 0 et ax; = 0, ce qui
implique @ = 0, car A est un anneau intégre. Nous avons aussi g(ax2 a) = a, Ya € A, donc g
est surjectif.

REMARQUE 1.1. Par la suite, il apparaitra plus clairement pourquoi nous utilisons des vec-
teurs lignes de A% et pourquoi nous les plagons & gauche des matrices.

EXEMPLE 1.2. Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Une condition nécessaire et
suffisante pour que le systéme linéaire
(7) f(m)=n
admette une solution m € M, pour un second membre n donné dans N, est n € im f. Or, nous
avons la suite exacte suivante

0~—+kerf-—£+M—‘r>N—”>cokerf—>0,

appelée suite ker-coker, et donc n € im f & w(n) = 0. De plus, si nous avons la suite exacte

M * N L4 P, du fait que kerg = im f, la condition nécessaire et suffisante devient alors
g(n) = 0. La solution m n’est pas unique en général, puisque I'on peut lui ajouter tout m’
élément vérifiant f(m') = 0, c-a-d tout élément m' de ker f. Dans ’exemple 1.1, la condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe a € A vérifiant

G(X]_X2 + 1) =h,
ax =c,

est bx1 —c(x1x2 + 1) = 0. La solution a est alors unique puisque f est un monomorphisme.

EXEMPLE 1.3. Soit f : M — N un morphisme de A-modules, alors des suites exactes sui-
vantes 0 — kerf — M — coimf — 0 et 0 — kerf — M — imf — 0, nous déduisons
I'isomorphisme :

(8) coimf 2 imf.

Supposons maintenant que la suite M’ L M L M soit exacte, i.e. kerg = im f, alors des
deux suites exactes 0 — imf — M — cokerf — 0 et 0 — kerg — M — img — 0,
nous obtenons:

(9) coker f = im g.

LEMME 1.1. Soient 0 — M’ -5 M %5 M" — 0 et0— M" 2y N E N — 0 deus
suites ezactes, alors la suite 0 — M’ L MBS N Ky N 0 est ezacte.
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La preuve est évidente et elle est laissée au lecteur.
DEFINITION 1.2. Les diagrammes suivants
M L N M L N
gl Lk kN, lg
P X5 Q P

sont commutatifs si nous avons respectivement ko f =hoget go f =h.

1.2. Suites scindées.

PROPOSITION 1.1. Si f: M — N et g: P — M sont des A-morphismes de A-modules tels
que f o g = 0, alors il eziste un uniqgue A-morphisme h : P — ker f vérifiant g = i o h avec
i:kerf — M, et nous avons le diagramme commutalif suivant :

0— kerf -+ M-LN
ht I
p 4L M

PREUVE. Nous déduisons de fog = 0 que img C kerf, c-a-d Vp € P, g(p) € kerf.
Définissons I’application h : P — ker f par h(p) = g(p), Vp € P. O

PROPOSITION 1.2. Si f: M — N et g : N = P sont des A-morphismes de A-modules tels
que go f = 0, alors il existe un unique A-morphisme h : coker f — P vérifiant g = h o 7 avec
7 : N — cokerf, et nous avons le diagramme commutatif suivant :

ML NI cokerf —0
Il Lh
N-L P

PREUVE. On peut définir 'application h : coker f — P par h(c) = g(n) ou ¢ = 7(n). Cette
application h ne dépend pas de ’antécédent n choisi pour c. En effet, soient n et n’ € N tels que
7(n) = ¢ = n(n'), alors n — n’ € im f et donc g(n — n') = 0, c-a-d g(n) = g(n’). O

COROLLAIRE 1.1. Soit 0 — M’ i} M L5 M" — 0 une suite ezacte de A-modules.

1. Siu: M — M est un A-morphisme tel que gou = 0, alors il eziste un unique A-morphisme
k:M— M tel queu= fok.

2. Siv: M — M est un A-morphisme tel que vof = 0, alors il existe un unique A-morphisme
h:M" = M tel quev="hog.

PREUVE. Supposons gou = 0, alors, par la proposition 1.1, il existe un unique A-morphisme
j: M — ker g tel que u = i0j. Puisque ker g = im f et que f est un monomorphisme, alors pour
tout m € M, il existe un unique m’ € M’ tel que j(m) = f(m'). Définissons alors I’application
k:M — M par k(m) = m', Vm € M. Nous avons donc u = i0 fok, c-a-d u = fok. Le
morphisme k est unique car siu = fok = fok’ alors fo(k—k') =0=k =F, car f est un
monomorphisme. Supposons maintenant que v o f = 0, donc, par la proposition 1.2, il existe un
unique A-morphisme h : coker f — M tel que v = h o g. En utilisant (9) et le fait que g est un
épimorphisme, nous avons alors coker f = M”. Donc, il existe un A-morphisme h : M" — M tel
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que v = hog. Le morphisme h est unique car siv = hog = h'og, alors (h—h')og=0= h = k',
car g est un épimorphisme. O

EXEMPLE 1.4. Reprenons 'exemple 1.1 et définissons le morphisme u : A> — A? par:

xix2+1 X1 )
Byeta i : .
ule b) =(a )( —X1X3 — X2 —X1X2

Nous avons alors gou = 0, donc, d’apreés le corollaire 1.1, il existe un unique k : A — A vérifiant
u = fok. On vérifie aisément que k(a b) = a — bys car nous avons la relation matricielle

sulvante :
1 x1x2 + 1 X1 )
( -X2 ) (axe x) ( -X1X3— X2 —X1X2

Maintenant, considérons le morphisme v : A2 — A? défini par:

—X1X2 —X1
b) = b )
vig B)= (s )(xlx%+X2 X1X2+1)

Nous avons alors vo f = 0, donc, d’apreés le corollaire 1.1, il existe un unique h : A — A2 vérifiant
v = hog. On vérifie aisément que h(a) = a (x2 1) car nous avons la relation matricielle suivante :

—-X1 )(Xz 1)=( —X1X2 =X1 )
xix2 +1 x1x2+x2 xixz+1

La notion de suites scindées sera cruciale pour la suite. Rappelons les définitions équivalentes.

DEFINITION 1.3. Soit 0 — M’ 4, M %5 M" —5 0 une suite exacte de A-modules. Nous

dirons que cette suite est une suile ezacte scindée si I'une des trois propositions équivalentes
suivantes est vérifiée:

1. il existe un A-morphisme h : M"” — M tel que go h = idpy»,

2. il existe un A-morphisme k : M — M’ tel que ko f = idpy,

3. il existe ¢ = ( '; ) M-aMeoeM'eyp=(f h): M dM" - M tels que ¢ et 1 sont
des isomorphismes et ¢ o ¢ = idpypgpm, ¥ 0 ¢ = idyy,
4 M=2MeoM".

Nous notons alors la suite scindée par le diagramme suivant :

0o— M L M & M —o.
A

PREUVE. Montrons que 1 = 2. Définissons le morphisme u: M — M par u = idy — h o g.
Nous avons alors gou = g — (g o h) o g = 0 donc, d’aprés le corollaire 1.1, il existe un unique
morphisme k : M — M’ tel que u = fok, c-a-d hog+ fok = idy. On en déduit f =
(hog+ fok)of=fokof dou fo(kof—idpy) =0, et donc ko f = idpy, puisque f est un
monomorphisme. Montrons 2 = 3. Définissons le morphisme v : M — M par v = idys — f o k.
Nous avons alors vo f = f — fo (ko f) = 0 donc, d’aprés le corollaire 1.1, il existe un unique
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morphisme h : M" — M tel que v = hog, c-a-d fok+hog = idy. Nous pouvons réécrire cette
derniére identité sous la forme matricielle suivante

(10) (f h)o(g)zidm.

d’ou ¥ o ¢ = idps. On déduit de I'identité (10) que g =go ho g, d'ou (idy» —goh)og =0, et
donc g o h = idy, puisque g est un épimorphisme. Nous venons de montrer en particulier que
2 = 1. Nous avons aussi h = fokoh+hogohet h=hogoh,dou fo(koh)=0, et donc
ko h =0, puisque f est un monomorphisme. Nous avons alors

a (5)er m=("%" )

c-a-d po1p = idprepme, d'ou 3. Les points 3 et 4 sont trivialement équivalents. Montrons que
3 = 1. Nous avons (11), d’ou ko f =idpy et goh = idp». O

EXEMPLE 1.5. Considérons I'anneau A = R[x1, x2] et la suite exacte (6) de I'’exemple 1.1. La
suite exacte (6) est une suite scindée car, si h : A — A? est le morphisme défini par a = a(x2 1),
nous avons alors goh = id4 et donc la suite exacte (6) se scinde d’apreés la définition 1.3. D’aprés
la démonstration des équivalences de la définition 1.3, pour calculer explicitement le morphisme
k : A2 — A vérifiant k o f = id4, nous devons considérer le morphisme u : A? — A? défini par
u = id 42 — ho g et trouver le facteur k tel que u = fok. On vérifie aisément que u =id42 —hog
est exactement le morphisme u défini a I'exemple 1.4 et donc que le morphisme k est celui
trouvé dans I’exemple 1.4. De méme, si I'on part du morphisme k défini dans '’exemple 1.4, alors
v = idg2 — f o k est celui de 'exemple 1.4 et donc le morphisme h : A — A?, précédemment
défini, vérifie g o h = id4. Les relations (10) et (11) donnent alors respectivement :

4 1 =X1 )(X1X2+1 X1 =(1 0)
=Xs Xixg+l X2 1 0 1)’
.(X1X2+1 Xl) 1 —X1 )= 1 0)'
X2 1 -X2 Xix2+1 01
1.3. Chasses dans les diagrammes. Trés souvent en algébre homologique, on doit rai-
sonner dans des diagrammes (voir par exemple les propositions 1.1 et 1.2). On dira alors que I'on

chasse dans les diagrammes (“diagram chasing”).

LEMME 1.2. Supposons que le diagramme de A-modules suivant

M LM
1

LK h
N L N,
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sott commutatif. Alors, il eriste un unique homomorphisme u : kerh’ — kerh et un unique
homomorphisme u' : coker h' — coker h tels que le diagramme suivant est commutatif :

0 0
¥ 4

ker b’ ker h
1 i1
M’ M
LR lh
N' N
o im

coker b’ coker h.

X} 4
0 0

PREUVE. Il suffit de remarquer que f o' : kerh’ = M vérifie ho (foi') = (ho f)oi =
(f'oh’)oi" = f'o(h'o') =0 et de lui appliquer la proposition 1.1. Il existe alors le morphisme
u : ker b’ — ker h satisfaisant i ou = f o4'. De méme, le morphisme 7 o f': N’ — coker h vérifie
(mof"Yoh! = wo(f'oh') = wo(hof) = (moh)o f = 0 et nous pouvons lui appliquer la proposition
1.2. Nous obtenons alors le morphisme ' : coker A’ — coker h défini par u'(¢') = (wo f')(n’) avec
¢ = n'(n'), satisfaisant 7o f' = v/ o 7. O

LEMME 1.3. Supposons que le diagramme suivant

M LM L M0
(12) LA Lh LA
0— N L N L N

soit commutatif et que ses suites horizontales soient ezactes, alors nous avons le diagramme
commutatif ezact sutvant

0 0 0
1 11 !

ker b’ kerh — kerh”
N 41
M’ M L M —0
LR lh

0— N N L

¢ ﬂf ~l' T -l- 1TH

’
coker h' cokerh —— coker h”,

X’ \’ 1
0 0 0
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et il existe un unique homomorphisme 6 : ker h” — coker h tel que nous avons la suite eracte
sutvante:

(14) ker b —%s ker h — ker h" —2+ coker b -+ coker h —» coker h”

PREUVE. Nous donnons juste la définition de &, le reste étant facile & démontrer (voir par
exemple [13]). En appliquant le lemme 1.2 au diagramme (12), nous obtenons le diagramme
commutatif (13), ou les suites verticales et les deux suites centrales sont exactes. Soit k" €
ker A" C M". Puisque g est un épimorphisme, il existe m € M tel que (k") = g(m). Donc
(g’ o h)(m) = (h" o g)(m) = (K" 04")(k") = 0 = h(m) € kerg’ = im f', donc il existe un
unique n’ € N’ tel que f'(n') = h(m), puisque f’ est un monomorphisme. Nous avons alors
7'(n') € coker A’ et nous pouvons définir & : ker h” — coker k' par §(k") = ='(n'). L'application ¢
est bien définie car elle est indépendante de I’antécédant m choisi pour i”(k”). En effet, supposons
que g(m,) = i"(k") = g(m2) avec k" € ker h”, alors m; — my € kerg = im f, donc il existe un
élement m' € M’ tel que m; — my = f(m') et il existe n},n5 € N’ tels que f’(n’l) = h(m,) et
7(n) = hlma) = /(0 =15) = homs —ma) = (ke (') = (1 K)om) = 11~ ) €
lg;ai’_’f)’ = 0 = n) —n} = k'(m') et donc 7'(nj — n}) = (7' o K')(m') = 0 = 7'(n}) = ='( l) =

Le lemme ci-dessus est couramment appelé le lemme du serpent.

LEMME 1.4. Soit le diagramme commutatif ezact (12).

~ Si f est un monomorphisme, alors u est un monomorphisme.
— 8i g’ est un épimorphisme, alors v’ est un épimorphisme.
- Si f est un monomorphisme et g’ est un épimorphisme, alors nous avons la suite ezacte :

0 —s ker b’ —%5 ker h = ker k" -2 coker A’ ¥, cokerh -2+ coker h” — 0.

PREUVE. Supposons que f soit un monomorphisme, alors u(k’) = 0 = (iou)(k’) =0 =
(f o4')(k') = (k') = 0 car f est un monomorphisme, et donc k' = 0 car i’ est aussi un
monomorphisme. Supposons maintenant que ¢’ soit un épimorphisme, alors pour p” € coker h”,
il existe n" € N" tel que n"(n") = p" et donc, puisque ¢’ est un épimorphisme, il existe n € N
tel que n” = g’(n). Nous avons alors m(n) € coker h tel que v'(n(n)) = (v'ox)(n) = (7" og’')(n) =
n"(n") = p”, donc v’ est un épimorphisme.

PROPOSITION 1.3. Soient P = (P;,d;) un compleze de A-modules et M; = coker d; 1. Nous
avons alors les suites ezactes suivantes pour tout i :

1. 0 — H;(P) — M; = imd; — 0,
2.0 — H,(P) S M,‘ i? kerd,-_l — H-](P) —}0,
3.0 — H;(P) — M; — Py — M;_; — 0.
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PREUVE. Nous avons la diagramme commutatif exact suivant

0 0
\’ d

0 — imdiy1 2 P25 M; — 0

43 | 4 7i

0—>kerd,—"?i-> P,-—d—’> imd; — 0,
I )
H;(P) 0
4
0

ou 7; : M; — imd; est le morphisme défini par ¥ m; € M;, 7;(m;) = d;(p;), avec p; € P; tel que
mi(p;) = m;. Ce morphisme est bien défini et ne dépend pas de I'antécédent p; de m; choisi car, si
p; est un autre antécédent de m;, nous avons alors m;(p;) = m; = m;i(p;) = pi—p; € ker m; = im j;,
et donc il existe l;+) € imd;4; tel que p; — p; = Ji(liv1) = di(pi — p}) = (di 0 ji)(li1) =
(di o (3 © 3i))(li+1) = ((di 0 5i') © j))(li+1) = 0 = di(p;) = di(p;) = 7i(m;). On applique alors
le lemme du serpent a ce diagramme et nous obtenons ker 7; = H;(P) et coker7; = 0, d’ou la
suite exacte 0 — H;(P) — M; —» imd; — 0. De plus, on peut appliquer le lemme 1.1

a la suite exacte précédente et a la suite exacte 0 — imd; 'T—_k kerd;—y, — H;_1(P) — 0
(resp. 0 — imd; — P,y — M;_; — 0) pour obtenir la suite exacte 0 — H;(P) —
M; =5 kerd;—; — H;_1(P) — 0 avec k; = j;_, o7; (resp. 0 — H;(P) — M; — P,_; —
Mi—l . 0) O

1.4. Catégories et foncteurs.

DEFINITION 1.4. Une catégorie C est la donnée:

~ d’une famille Ob(C) d'objets de C,

- Pour tout couple X,Y € Ob(C), la donnée d’une famille home(X,Y) de morphismes de
X dans Y,

- Pour tout triplet X,Y, Z € Ob(C), il existe une application

o: homg(X,Y) x home(Y,Z) — home(X, Z)
(f,9) — gof

telle que o est associative et, pour tout X € Ob(C), il existe un morphisme identité
idx € home(X, X) vérifiant V f € hom¢(X,Y), g € home(Y, X) : foidx = f,idxog = g.

EXEMPLE 1.6. Soit A un anneau commutatif, alors I’ensemble des A-modules et des A-
morphismes de A-modules dans les A-modules forment une catégorie, notée Mod(A). L’ensemble
des C-espaces de Banach avec les applications linéaires continues forme la catégorie des espaces
de Banach, notée Ban(C).

DEFINITION 1.5. C' est une sous-catégorie de C si Ob(C’) C Ob(C) et home (X,Y) C
home(X,Y). On appelle catégorie opposée C°P de C, la catégorie formée par les mémes objets
Ob(C) de C et les morphismes homgop (X,Y) = home(Y, X).
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DEFINITION 1.6. Soient C et C' deux catégories, on appelle foncteur covariant F : C — C'
la donnée
1. d’une application:
Ob(C) — Ob(C")
X — F(X),
2. d’une application home(X,Y) — home (F(X), F(Y)) telle que:
- F(idx) = idp(x),
- F(fog)=F(f)oF(g)
Un foncteur F : C — C" est dit contravariant s'il est covariant pour C°P? — C"P, c-a-d F(go f) =
F(f)oF(g).

EXEMPLE 1.7. — Soient A un anneau commutatif et N un A-module, alors

®aN: Mod(A) — Mod(A)
M — M®sN

est un foncteur covariant,
— Soient A un anneau commutatif et M un A-module, alors
hom4(M,:): Mod(A) — Mod(A)
N — homy(M,N)

est un foncteur covariant,
- Soient A un anneau commutatif et M un A-module, alors

homy(-,M): Mod(A) — Mod(A)
N — homy (N, M)

est un foncteur contravariant.




2. THEORIE DES MODULES

2. Classification des modules

Le but de cette section est de montrer tout d’abord le lien existant entre la théorie des
modules et ’étude d'un systéme inhomogene de la forme
(15) Ry=u,
ou R est une matrice g X p a coefficients dans un anneau intégre (ab=0,a# 0= b=0),y € S?
une inconnue et u € S7 une donnée dans un A-module a gauche S. De nombreux exemples de
tels systémes existent dans la littérature:

- I'anneau des opérateurs différentiels A = R[d),... ,d,] et 'espace S = D'(Q2) (resp.
C>(2),0(R)) des distributions dans un ouvert § (resp. des fonctions infiniment diffé-
rentiables, les fonctions analytiques),

- l'anneau A = RH, (resp. Hx,A) des fractions propres et stables (resp. I'anneau des

fonctions analytiques bornées, 1’algébre de convolution de Callier-Desoer) et S 'ensemble
des fonctions analytiques de carré intégrable Hy (resp. Ha, Ly avec 1 < p < +00).

L’analyse algébrique, développée a partir des années 60 par Malgrange, Spencer, Palamodov,
Sato, Kashiwara [85, 106, 94, 96, 97, 98, 144|, permet de découper la résolution du systéme
(15) en un premier probléme purement algébrique, puis en un second purement analytique. Ainsi,
suivant les propriétés algébriques du A-module & gauche M = AP/A9R (les vecteurs de AP et ceux
de A9 étant vus comme des vecteurs lignes) associées & la matrice R, ou suivant les propriétés
analytiques, traduites en termes algébriques, du A-module a gauche S, on peut ou non résoudre
le systéme inhomogéne (15) pour toute matrice R (voir aussi [104, 105]).

Ensuite, la seconde finalité de ce chapitre est de donner une classification naturelle des sys-
témes suivant les propriétés algébriques de leur A-module M = AP /A9R associé. Les chapitres
suivants donneront soit les liens entre certaines propriétés des modules et celles des systémes de
controle, soit des tests effectifs permettant de les vérifier.

2.1. Résolutions libres. Soit R une matrice g x p a coefficients dans un anneau intégre A.
Considérons alors le A-morphisme défini par
.R: A9 — AP
y — YR,

ou les vecteurs de A? et AP sont des vecteurs lignes. Le A-module im.R = A7 R est le A-module a
gauche engendré par les lignes de la matrice R. Ce module est couramment utilisé en automatique
(voir par exemple [101, 146]). Cependant, les géométres algébristes lui préférent le conoyau du
morphisme .R, c-a-d le A-module & gauche M = coker.R = AP/A%R. L’un des buts de ce
chapitre et des suivants est de montrer pourquoi il est préférable d’utiliser M au lieu de A7 R.

EXEMPLE 2.1. Considérons le systéme multidimensionnel suivant :
(16) (xix2+1)y—-x1u=0.
Nous avons alors R = (x1x2 +1 — x1), le A = R[x1, x2]-module & gauche
M= A /A(xix2+1 - x1),
et la suite exacte suivante
(17) AR 2 5 Mo,
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o 7 est le A-morphisme qui associe & tout élément de A? sa classe dans M. Soient {e; =
(1 0),e2 = (0 1)} la base canonique de A%, y = m(ep) la classe de e; dans M et u = m(ez) celle
de es. Nous avons alors, pour tout a € 4, AR3a(xax2+1 —x1) =alxixa+1)e1 —ax ez
donc sa classe dans M est nulle, c-a-d, nous avons dans M 1’équation suivante:
a(xixa+ly—axiu=0,a€ A

DEFINITION 2.1. Un A-module M est de type fini s’il existe une suite exacte

AP&M—%O,

avec p € N, ou de fagon équivalente, s'il existe une famille {y1,... ,yp} dans M tel que tout
élément de M s’écrit comme une combinaison linéaire des y; a coefficients dans A.

Les deux caractérisations ci-dessus sont équivalentes. En effet, s’il existe un tel ¢, alors
pour tout m € M, il existe (aj,... ,ap) € AP tel que m = ¢(3F_  aie;) = Y0, a; ¢(e;), ou
{e1,... ,ep} est la base canonique de AP. Notons y; = ¢(e;), alors Vm € M,3(ay,... ,ap) € AP
tel que m = Zle a; yi, donc tout élément de M s’écrit comme une combinaison linéaire des y;
a coefficients dans A. Réciproquement, s’il existe une famille d’éléments {y;,... ,yp} de M tel
que tout élément m de M s’écrit comme une combinaison linéaire des y; a coefficients dans A,
nous pouvons alors définir le morphisme ¢ : AP — M par ¢(e;) = y;, ou {ey,... ,ep} est une
base de AP et ¢ est un épimorphisme.

EXEMPLE 2.2. Le A-module M défini 4 I'exemple 2.1 est de type fini car nous avons la suite
exacte (17), ou de fagon équivalente, tout élément de M s’écrit comme une combinaison linéaire
de y et u, a coefficients dans A = R[x1, x2]-

DEFINITION 2.2. Un A-module M est noethérien si tout sous A-module de M est de type
fini. Un anneau A est noethérien si A est noethérien en tant que A-module, c-a-d si tout idéal
de A est de type fini.

EXEMPLE 2.3. 1. Les corps et les anneaux principauz sont noethériens. On rappelle qu’un
anneau est dit principal si tout ses idéaux sont engendrés par un seul élément de I’anneau.

2. L'anneau Alxi, ... ,Xn) des polynomes en x;, a coefficients dans un anneau noethérien A,
est noethérien. Cela résulte du théoréme de la base de Hilbert (voir par exemple [135]).

3. Le quotient d’un anneau noethérien est noethérien. Par exemple Z[z]/(z2 + 5) = Z[iV5)
est noethérien.

PROPOSITION 2.1. Un A-module M de type fini sur un anneau noethérien A est un A-module
noethérien.

Voir [135] pour une preuve.

DEFINITION 2.3. Un A-module M est libre s’il est isomorphe & une puissance de A. De plus,

si M est de type fini, alors il existe p € N tel que M = AP et on dit que M est un A-module
libre de rang p. On écrit alors rk4 (M) = p.

Ainsi, si M est un A-module libre de rang p, il existe alors un isomorphisme ¢ de AP dans
M et Ym € M,3!(ay,...,an) € AP tel que m = Y I, aiyi avec y; = ¢(e;), ou {e1,... ,ep} est
la base canonique de AP. La famille {y;,... ,yp} est donc la base du A-module M.

PROPOSITION 2.2. Tout A-module M est isomorphe au quotient d’un A-module libre.
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PREUVE. Prenons un sous-ensemble L de M engendrant M (on peut prendre L = M). Soit
F le A-module libre engendré par L et soit le morphisme ¢ : F — M défini par ¢(m) =m € M.
Puisque L génére M, ¢ est un épimorphisme et donc, grace a (8), nous avons:

F/ker ¢ = coim¢ = im¢ = M.
O

DEFINITION 2.4. On dit qu'un A-module M est de présentation finie s'il existe p, g € N telle
que la suite exacte suivante est exacte:

(18) A1 % 2 2 M — 0

REMARQUE 2.1. Tout A-module M admet un présentation F, — Fy — M — 0, avec Fj
et F; des A-modules libres. En effet, par la proposition 2.2, tout A-module M est quotient d'un A-

module libre Fy, i.e. M = Fy/L,. Nous avons alors la suite exacte 0 — L, 5 Fy i M —o.
Or, L; est quotient d’'un A-module libre F}, c-a-d L, = F,/L,, ou encore nous avons la suite

P a . %
exacte F; — L1 — 0. Grace au lemme 1.1, nous avons alors la suite exacte suivante:
f=10p @

FF'— Fpb— M —0.

Cette présentation n'est une présentation finie que si Fy et F; sont des A-modules libres de types
finis, c-a-d Fy = AP et F; = AY avec p,q € N. Ainsi, M de présentation finie signifie que M est
isomorphe au quotient d'un module libre de type fini par un sous-module de type fini.

EXEMPLE 2.4. Nous avons vu a I’exemple 2.1 que le A-module M = 4%2/A (x1x2+1 —x1)
admet la présentation finie suivante:

A-F 4% Xm0,
Un systéme défini par une matrice R engendre donc un A-module M de présentation finie.

PROPOSITION 2.3. Si 0 — M' — M — M" —5 0 est une suite ezacte avec M un
A-module de présentation finie et M’ un A-module de type fini, alors M" est un A-module de
présentation finie.

PREUVE. M est un A-module de présentation finie, donc il existe un A-module libre de type
fini F' et un sous-module de type fini L tel que M = F/L (voir la remarque 2.1). De plus, M’
étant un sous-module de type fini de M, il existe L’ un sous-module de type fini de F' contenant
L tel que M’ = L'/L. Donc, M" = M/M' = F/L', ce qui signifie que M"” est de présentation
finie. O

PROPOSITION 2.4. Un A-module M, défini par la présentation finie suivante
A -Ep 2 M —0,

est un A-module libre de rang m, ssi il eziste une p x m matrice R_, telle que nous avons la
suite ezacte suivante :

(19) AT =By gp By gm0
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PREUVE. Si M est un A-module libre de rang m, alors il existe un isomorphisme ¢ : M —
A™ . Nous obtenons alors un épimorphisme ¢ o m : A7 — A™ et nous appelons R_; la matrice
associée a ce morphisme dans les bases canoniques de A? et de A™. D’ou, nous obtenons la suite
exacte (19). Réciproquement, supposons que nous ayons la suite exacte (19), nous avons alors le
diagramme commutatif exact suivant

0— MR 2 & X M —0

| I
R 3 ()
——

0— AR — AP A™m — 0,

d’ou, en utilisant (9) et le fait que .R_; est surjectif, nous avons alors M = coker .R = im.R_; =
A™ et donc M est un A-module libre de rang m. O

EXEMPLE 2.5. Reprenons le A-module M défini a ’exemple 2.4. Nous savons que la suite
exacte (6) est une suite scindée, donc nous avons le diagramme commutatif exact suivant

0— A L 42 % M —o
| Il

0—s A Ly AT &5 A 0,

k h

d’on, d’aprés la proposition précédente, M = A. Nous pouvons déterminer explicitement une base

du module M : le diagramme ci-dessus induit un morphisme ¢ : M — A, défini par ¢(m) = g(n),

avec n € A? vérifiant m(n) = m. Le morphisme ¢ est bien défini car ¢(m) ne dépend pas de

I’antécédent n choisi de m. En effet, si 7(n) = m = n(n’) alors r(n—n') =0 =>n—n' € kerr =

imf=3a€c Atelquen—n'= f(a) = g(n—n') = (g0 f)(a) =0= g(n) = g(n') = ¢(m).
Maintenant, nous avons

(po(roh))(a) =(g9oh)(a) =a, Va€ A
car go h = id4 (voir définition 1.3). De plus, pour tout m = m(n), nous avons
((moh)o¢)(m) = (o (hog))(n) = (mo(ids2 — f o k))(n) = m(n) — ((m o f) 0 k)(n) =m,

car idgz = ho g + f o k (voir définition 1.3). D’ott, ¢~! = 7 o h. La base de M est alors z =

¢1(1) = xoy +u et ¢(y) = g(e1) = —x1 et (u) = ge2) = x1x2 + 1 entrainent y = —x14~*(1)
et u = (x1x2 + 1) $~1(1). Nous avons finalement :

{ y=—-Xx1%,
u=(xix2 + 1)z,

et z=xoy+ u.

Si A est un anneau noethérien, la proposition suivante montre que l’on peut prolonger la
suite exacte (18) vers la gauche.

PROPOSITION 2.5. Soient A un anneau noethérien et M un A-module a gauche de type fini.
Alors il eriste une suite ezacte

(20) oo A Engt gray Bz R an Ry e M0,
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appelée résolution libre de M, ou R; € AT+*"i et .R; signifie que l'on agit avec R; a droite sur
des vecteurs lignes de A™+! pour obtemir des vecteurs lignes de A™. Pour i > 2. le A-module
L; = ker .R;_» est appelé le 1*™¢ module de syzygie de M.

PREUVE. M est de type fini, donc il existe une suite exacte
@
0— L — A" — M — 0,

ou L; est le noyau de ¢. Soit {ej,... ,e,,} la base canonique de A™ et y; = ¢(e;), alors

To
L, ={(a1,... ,ar,) € A™| Zaiyf =0}
=1

est le sous-module de A™ des relations des y;. L'anneau A étant noethérien, L, est alors un
A-module de type fini et il existe donc une famille de vecteurs {bi,...,bs, } de A™ engendrant
L,. Soit Ry la matrice 1 x rp formée des colonnes b;, nous avons alors la suite exacte

Qb Ly~ AT g6 205 M 56,

ou .Ry signifie que I'on multiplie un vecteur ligne de A™ & gauche de Ry pour obtenir un vecteur
ligne de A™ et Lo est le noyau de .Rp. On dit alors que M est défini par générateurs y; et par
relations:

To
Zb,‘jyj = 0, §= 1.,... 3T+
j=1

En continuant de méme, nous obtenons finalement une résolution libre (20) de M.

EXEMPLE 2.6. Considérons le systéme d’EDP suivant :

{ di2y =dyday =0,
dppy = d3y = 0.

dydy
d‘2

Nous lui associons le A = R[d;,ds}-module a gauche M = A/A? (
2

suite exacte suivante

). Nous avons alors la

A2E 45 M —,

ou R= ( d:g2 ) Le noyau de .R est défini par les couples (a b) € A2 tels que:
2

adyds +bd§ =0= (ad) +bdy)dy =0= ad, = —bd,.

Or, d, { dy, d; { dy, donc, grace au lemme de Gauss [78, 90, 135, d2 | a et d; | b, d’ou, il existe
c€ Atelque (a b) = (doc —djc) = (d2 - dy)c. Finalement, si I'on note R; = (dy —d,),
nous obtenons alors la résolution libre du A-module M suivante

0— A 2R 4 "m0,

ﬂR1:0¢>ad2=0=ad1¢}G=0.




2. CLASSIFICATION DES MODULES

2.2. Modules injectifs. Cette section donne une caractérisation algébrique des “bons” A-
modules S dans lesquels on peut résoudre le systéme inhomogene (15), pour tout matrice R. Mais.
tout d’abord, donnons quelques résultats sur la structure de hom (M, N) des A-morphismes de
M dans N.

PROPOSITION 2.6. Soient deur A-modules & gauche M et N, alors l'ensemble des A-mor-
-phismes de M dans N est noté par hom (M, N) et posséde la structure de groupe abélien défini
par (f + g)(m) = f(m) +g(m),Ym € M, f,g € homa(M,N). En général, homs(M,N) na pas
de structure de A-module a gauche. Cependant, st

— A est un anneau commutatif, alors hom (M, N) posséde la structure de A-module a gauche
définie par a f(m) = f(am),YVa € Am e M.

- N = 4Np est un A — B bi-module, c-a-d N a la structure de A-module a gauche et de
B-module a droite tel que a(nb) = (an)b,Va € A,b € B,n € N, alors homy(M,N)
posséde une structure de B-module & droite, définie par (f b)(m) = f(m)b, Vb€ B, m €
M, f € homy(M,N).

PREUVE. En général, hom 4(M, N) n’a pas de structure de A-module a gauche car si 'on dé-
finit a f(m) = f(am), alors on aurait (ab f)(m) = f(abm) tandis que a (b f)(m) = (b f)(am) =
f(bam). Ainsi, si A est un anneau commutatif, alors abm = bam et donc hom4(M, N) a une
structure de A-module & gauche. Supposons maintenant que NV soit un A — B bi-module, alors

(fb)(am) = f(am)b = a f(m)b=a(fb)(m). o

REMARQUE 2.2. De méme, si M est un A-module a droite e¢ N = gpN4 est un B — A bi-
module, c-a-d, un B-module & gauche et un A-module & droite, vérifiant (bn)a = b(na), Va €
A,b € B,n € N, alors hom4(M, N) posséde la structure de B-module a gauche définie par
f(ma)= f(m)aet (bf)(m)=05b(f(m)),Vae€ A,be B,n€e N.

Donnons une proposition qui, avec 1'exemple suivant, permet de comprendre I'utilité de la
théorie des modules pour la résolution du systéme (15).

PROPOSITION 2.7. Soient M un A-module et N' 2Ly N £ N" — 0 une suite ezacte de
A-modules. Alors, la suite suivante est ezacte comme suite de groupes abéliens :

(21) 0 —> homa(N", M) < homa(N, M) L5 homs(N', M).

PREUVE. L’application g* (resp. f*) est naturellement définie par V¢ € homy(N", M) :
g*(¢) = pog € homy(N, M) (resp. Y4 € homa(N,M) : f*(3) = ¢ o f € homu(N', M)).
L’application g* est injective car g*(¢) = 0 = ¢ o g et puisque g est un épimorphisme, nous
avons alors Yn"” € N”, 3n € N : n" = g(n), dou ¢(n") = g*(¢)(n) = 0 et donc ¢ = 0.
Montrons que la suite formée par g* et f* est exacte en homy4 (N, M). Nous avons tout d’abord
V¢ € homa(N", M) : (f*og*)(¢) = po(gof) =0 = f*og* =0 = img* C kerf* Si
f*(¥) = 0 = 1o f, puisque la suite formée par f et g est exacte, alors en utilisant la proposition
1.2 et le fait que coker f = N”, il existe donc ¢ € homy(N", M) tel que ¥ = ¢ o g, c-a-d,
P = g*(¢), d’ou le résultat. O

Montrons sur I’exemple qui suit pourquoi les A-morphismes sont importants pour la résolu-
tion du systéme homogéne Ry = 0 avec y dans un A-module S.
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EXEMPLE 2.7. Considérons le systéme d’EDP suivant :
(d1d2+ 1)’(,! +diu=0.
A un changement d’algébre prés (R[xi,x2] — Rld;,d2]), ce systéme correspond a l'exemple
2.1. Donc, nous avons la présentation finie du A = R[d),d;]-module M = A?/A (dyd> + 1 d,)
suivante:
0— A2 Lm0

Soient S un A-module de fonctions (par exemple C®(R?) ou analytiques O(R?)) et f: A — A?
le A-morphisme défini par f(a) = a R, alors, par la proposition 2.7, nous avons la suite exacte

0 —s hom (M, S) — hom (A2, S) L5 hom (4, S),

de A-modules a gauche puisque A est un anneau commutatif (voir proposition 2.6). Or, le mor-
phisme o : hom 4(A?%,S) — §2, défini par o(¢) = (¢(e1) p(e2))!, ou {e1, ez} est la base canonique
de A2, est un isomorphisme. De méme, o’ : homa(4,S) — S, défini par o/(¥)) = 9(1), est un
isomorphisme et nous avons (¢’ o f*)(¢) = o'(f*(¢)) = o'(¢po f) = &(f(1)) = (drd2 + 1 dy) =
(dirdy + 1) p(ey) + dy d(ez) = (did2 + 1 dy) o(¢) et donc nous obtenons la suite exacte suivante

0 —s homa(M,S) — homa(42,5) L3 homu(4,S),
| o | o'
s2 £, s
ou R. signifie que I'on fait agir R 4 gauche des vecteurs colonnes de S? pour obtenir un élément
de S. Nous obtenons finalement que hom 4(M, S) est le noyau de I'opérateur R : §%2 = §, c-a-d:

hom4 (M, S) = {(y u)' € §? | (d1d2 + 1)y + dy u = 0}.
Donnons un exemple dans lequel le morphisme f* de la suite (21) n’est pas surjectif.
EXEMPLE 2.8. Soit A = R[s] et considérons la suite exacte:
0—A-5A— A/sA—0.

Appliquons-lui le foncteur hom4(-, A) et, en raisonnant comme a l’exemple précédent, nous ob-
tenons alors:

0 — hom4(A/sA,A) — A = A.
Puisque le morphisme A —+ A est toujours injectif, alors hom4(A/sA, A) = 0. Cependant
A =5 A n’est pas surjectif, donc le foncteur homy4(-, A) n’est pas exact a droite, c-a-d ne
transforme pas les monomorphismes en épimorphismes.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que f* soit un épimorphisme.

PROPOSITION 2.8. Soit 0 — N’ sy N %5 N" —5 0 une suite ezacte de A-modules.
Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. la suite ezacte 0 — N' -5 N %5 N" — 0 est scindée,

2. la suite 0 — homa(N", M) - hom 4 (N, M) L hom4(N’, M) — 0 est une suite
ezacte scindée de groupes, pour tout A-module M,
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3. la suite 0 — hom4(N", M) £y homy (N, M) L hom(N’,M) — 0 est une suite
ezacte de groupes, pour tout A-module M.

PREUVE. Démontrons les équivalences de la proposition.

— Supposons 1. 11 existe alors un A-morphisme k : N — N’ tel que ko f = idy+. Définissons
l'application k* : hom(N’, M) — hom4(N, M) par k*(¢) = ¢ ok, alors (f* o k*)(¢) =
F(k*(@)) = f*(¢ok) = poko f = ¢,V ¢ € homa(N', M) et donc f*ok* = idpom , (N7 )
La relation f*ok* = idyom , v+ ) implique que f* est surjectif. En utilisant la proposition
2.7, la suite (21) est exacte, d'ou 2 en utilisant le 1 de la définition 1.3.

— 2 implique trivialement 3.

— Supposons 3. Nous prenons M = N’ et nous remarquons que idy» € hom4(N', N').
Puisque f* est surjectif, il existe k € hom4(N, N') tel que f*(k) = idn+, c-a-d ko f = idnr.
En utilisant le 2 de la proposition 1.3, nous obtenons 1.

O
EXEMPLE 2.9. Reprenons l'exemple 2.7. D’apres I’exemple 2.5, la suite exacte

0— 4542 M—0
est scindée. En lui appliquant hom4(+, S) et en utilisant les résultats de I’exemple 2.7 et de la
proposition 2.8, nous obtenons alors la suite exacte scindée de A-modules & gauche:
0 — homa(M,S) — S2 25 5 — 0.
Le morphisme R. : §2 — S, défini par R (y u)* = (d1d2 + 1) y + dyu, est alors surjectif et admet
un inverse 4 droite P, défini par Pz = (z — d22)*.

DEFINITION 2.5. Un A-module M est injectif si, pour tout monomorphisme f: N' — N et
tout morphisme g : N’ = M, il existe un morphisme h : N =+ M tel que g = h o f. Nous avons
alors le diagramme commutatif suivant :

o—N-L N

(22) g\ Jh
M

PROPOSITION 2.9. La somme directe d’un nombre fini de A-modules est un A-module injectif
ssi chacun des termes est un A-module injectif.

Nous renvoyons a [79] pour une preuve.

COROLLAIRE 2.1. 1. Le A-module M est injectif ssi le foncteur homa(-, M) est ezact,
¢-a-d, homa(-, M) transforme toute suite ezacte 0 — N' — N — N" — O en la
suite ezacte 0 —» hom (N, M) -5 homa (N, M) 2 homu (N, M) — 0.

2. Un A-module M est injectif ssi M est facteur direct de tout module le contenant.

PREUVE. Démontrons ces deux autres caractérisations des modules injectifs.

1. Nous avons vu dans la proposition 2.7 que la suite 0 — hom 4 (N", M) 2y hom4 (N, M)

25 hom 4 (N', M) est exacte en hom4(N", M) et en hom4(N, M). Montrons que u* est un
épimorphisme ssi M est un A-module injectif. Supposons que u* soit un épimorphisme,
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alors Vg € hom4(N'.M) 3h € homy(N,M) : ¢ = u*(h) = h o u et nous avons le
diagramme commutatif exact (22) avec f = u, d'ou M est un A-module injectif. Récipro-
quement, si M est un A-module injectif, alors V ¢ € hom4(N', M) 3h € homs(N, M) :
g = hou = u*(h), donc u* est un épimorphisme.

. Soient M un A-module injectif e¢ N un A-module le contenant. Puisque M est un A-
module injectif, alors le morphisme identité z : M — M se prolonge au A-module N,
c-a-d, il existe un A-morphisme k : N — M tel que ¢ = k o j. Nous avons alors le
diagramme suivant :

00— M-dsN
il Sk
M

Ainsi, grace a la définition 1.3, la suite exacte 0 — M 13 N 5 N/M — 0 se scinde
et nous avons N = M & N/M. Réciproquement, si M est facteur direct de tout module
le contenant, alors si 'on prend tout A-module injectif I contenant le A-module M, nous
avons I = M @ I/M. Alors, par la proposition 2.9, M et I/M sont des modules injectifs.

O

COROLLAIRE 2.2. Soient S un A-module injectif et un A-module M défini par la résolution
libre
vee = AT B g R gre o M50,
avec Ry = R. En appliquant hom4(-, S) & cette résolution, nous obtenons alors la longue suite
exacte:

o t— ST & gn Bo- g0 homy(M, S) «— 0.

Ainsi, le systéme d’équations Ry = u, avec y € S et u € S, admet une solution ssi u vérifie
la condition R;u = 0. La solution du systéme est alors la somme d'une solution particuliére yg
et de tout élément y; solution de I’équation homogéne Rpy; = 0 (c-a-d y; € homy4(M, S)).

La preuve du corollaire utilise simplement la décomposition de la résolution libre de M en
suites courtes exactes et le premier point du corollaire 2.1.

REMARQUE 2.3. Si S est un A-module injectif, la résolution du systéme inhomogeéne (15)
devient alors seulement un probléme algébrique: trouver le début de la résolution libre de M,
c-a-d trouver R;.

EXEMPLE 2.10. Reprenons ’exemple 2.6. Nous avons montré que l’'on peut associer au sys-
teme
dld2 )= 0!
dy=0.
un A = R[d,,dz]-module & gauche M, défini par la résolution libre suivante:
0—AB 425 450

Soit S un A = R[d;, ds]-module injectif, alors par application de homy4(-, S) & la résolution libre
de M, nous obtenons la suite exacte:

0+— S& 52 & 5« homu(M,S) «— 0.
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Donc, il existe une solution y € S au systéme Ry = u ssi u € S2 verifie Ryu = 0.

PROPOSITION 2.10. Un A-module & gauche M est injectif ssi tout A-morphisme d'un idéal
a gauche de A dans M se prolonge en un A-morphisme de A dans M.

Nous renvoyons a [89] pour une preuve utilisant le lemme de Zorn. Montrons maintenant la
signification de la proposition précédente en termes d’équations.

PROPOSITION 2.11. Un A-module M est un module injectif sur un anneau noethérien A ssi
pour tout idéal I = (ay, ... ,a,), il eziste une solution u € M du systéeme y; = aju, 1 =1,... ,n,
avec y; € M vérifiant les relations de I, i.e. si Y ., bia; =0, avec a; € A, alors Y i=q biyi = 0.

PREUVE. D’apres la proposition 2.10, M est un A-module injectif ssi le morphisme de res-

triction hom (A, M) Lt hom (I, M) est surjectif, quel que soit l'idéal I. Soit (a;)i=1,...n un
systéme de générateurs de I'idéal I, c-a-d I = (ay,... ,a,). Nous avons alors la suite exacte

00— T —+ A3 TS50,

ou o(e;) = a;, avec (e;)i=1.....n la base canonique de A" et L = ker o le module des relations de I.
Un A-morphisme 1 € hom (I, M) est équivalent a la donnée d’une famille (y;)i=1,... » d’éléments
de M veérifiant toutes les relations de I, i.e.si Y .-, bja; = 0, avec b; € A, alors ) 7, b;y; = 0. En
effet, si ¥(a;) = yi et Y, bi a; = 0, alors nous devons avoir () i, bia;) =0 =), bi¥(a;) =
5", bi yi. Soient donc une telle famille (;)i=1,...,» €t son A-morphisme % € hom4(/, M) associé,
défini par ¥(a;) = y;. La surjectivité de ¢*, i.e. I'existence d'un ¢ € hom4 (A, M) tel que i*(¢) = ¢
est équivalente a I'existence d'une solution u € M du systéme d’équations y; = a;u, 1 =1,... ,n,
car Y = i*(¢) = poi & y; = ¢(a;) = a; (1) = aiu, ou u = ¢(1). Ainsi, M est un A-module
injectif ssi il existe une solution u € M a tout systéme y; = a;u, ¢ = 1,... ,n, avec y; vérifiant
les relations de I. O
EXEMPLE 2.11. — Si A est un anneau (intégre), alors son corps de fraction K = Q(A)
est un A-module injectif.
— Si Q est un ouvert de R™ et si O(2) est ’anneau des fonctions analytiques réelles dans 2,
alors D'(€) est un O(€)-module injectif (voir [94, 95] pour plus de détails).
— Les distributions D’(Q2) sur 2, les fonctions C*°(R"™) sont des Cld,,... ,d,]-modules injec-
tifs (voir [36, 94, 95, 106, 104]).
DEFINITION 2.6. Un A-module M est divisible si, pour tout a € A, le morphisme 6, : M —
M défini par d,(m) = am est surjectif ou, de facon équivalente, VO # a € A,Vm' e M,3me M
tel que m' = am.
PROPOSITION 2.12. Tout A-module M injectif est divisible.

PREUVE. Soient m’' € M, 0 # a € A et le morphisme g : Aa — M défini par g(ra) =rm'.
Considérons le diagramme commutatif exact suivant :

0— Aa-> A
g\ Lh
M

Puisque M est un A-module injectif, alors g se prolonge en un morphisme h : A — M tel que
g = hoi. Appelons m = h(1), alors nous avons h(a) = ah(l) = am et h(a) = (hot)(a) = g(a) =
m', d'ot am = m’ et M est un A-module divisible. O
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EXEMPLE 2.12. Puisque D'(Q2) est un O(£2)-module injectif, D'(2) est un O(§2)-module di-
visible, i.e. pour tout y € D'(2) et f € O(R), il existe u € D'(N) tel que y = fu. En d’autres
termes, on peut toujours diviser une distribution par une fonction analytique [72].

COROLLAIRE 2.3. Un A-module M sur un anneau principal est injectif sst il est divisible.

PREUVE. Nous avons déja montré que tout module injectif est divisible. Supposons donc que
M soit un A-module divisible. Puisque A est un anneau principal, tout idéal I de A s’écrit de
la forme I = Aa avec a € A. Soit ¢ : Aa — M un morphisme. Puisque M est un A-module
divisible, il existe m € M tel que g(a) = am. Donc, le morphisme h : A — M défini par
h(r) = rm est un prolongement du morphisme g : I — M a A, d’ou, M est un A-module
injectif. |

EXEMPLE 2.13. Si A est un anneau (intégre) principal, alors K/A est un A-module injectif
car divisible. Par exemple, si A = R[s] alors K = R(s) et K/A = R(s)/R[s] sont des A-modules
injectifs. L’anneau A = RH, des fractions rationnelles stables et propres est un anneau principal
[101], donc K = R(s) et K/A = R(s)/RHs sont des A-modules injectifs.

2.3. Modules réflexifs. Nous avons vu que I'on pouvait associer a tout systéme d’équations
Ry = 0, o R est une matrice & coefficients dans un anneau A, un A-module M. L’étude des
propriétés algébriques de ce A-module M donne donc une classification naturelle des systémes.
Nous étudierons par la suite ces propriétés et nous montrerons dans les prochains chapitres le
lien entre ces propriétés et celles des systémes de controle.

DEFINITION 2.7. Soit M un A-module & gauche, alors hom 4(M, A) est un A-module a droite
avec (fa)(m) = f(m)a, Va € A,m € M, f € homy(M, A). On note ce A-module & droite M*
et on 'appelle module dual de M.

DEFINITION 2.8. Soit f : M — N un A-morphisme, alors le A-morphisme f* : N* - M*
défini par f*(¢) = ¢ o f est appelé morphisme dual ou transposé du morphisme f.

Nous avons f*(¢)(m) = (¢o f)(m) = ¢(f(m)), Vm € M,¢$ € N*, que nous pouvons réécrire
avec des crochets de dualité:

(23) < f*(¢),m >=< ¢, f(m) > .

EXEMPLE 2.14. Reprenons ’exemple 2.7, ou nous avions un A = R[d;,dz]-module M =
A%/AR avec R = (djd2 + 1 d;). En raisonnant de méme qu’a ’exemple 2.7 avec S = A, nous
obtenons alors le diagramme commutatif suivant

0
1
homa(A,A) <— homa(42,4),
l
A & a2

XS
0

ou R. est défini par (a b)! = R(a b)' = (didy + 1) a + d, b.
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DEFINITION 2.9. Le A-module a gauche hom 4(hom (M, A), A). noté par M*™, est appelé le
bi-dual du A-module a gauche M et f** : M™ — N** est appelée le bi-transposé de f.

Pour tout A-module & gauche M, on définit le A-morphisme € : M — M™ par:
(24) e(m)(f) = f(m), Vf € homy(M, A).

Ce morphisme € n’est en général ni injectif, ni surjectif et nous avons alors la suite exacte:

(25) 0 — kere — M —» M™ — cokere — 0.

EXEMPLE 2.15. Soit le A = R[x1, x2)-module M = A?/AR avec R = (x1x2 X1)- Appelons
=7((1 0)) et w==w((0 1)), alors nous avons dans M l'équation suivante :

xix2y+x1u=0.

Le noyau de € : M — M** est défini par kere = {m € M | f(m) =0, V f € homs(M, A)}. L'éle-
ment z = x2y + u € M vérifie x; z = 0, donc x; f(2) = f(x12) = f(0) =0, Vf € homs(M, A).
Or, x1 # 0, f(z) € A et A est un anneau intégre, donc f(z) = 0,V f € homy(M, A). D'oy,
z € kere.

DEFINITION 2.10. Un A-module M est réflezif si M*™ = M.

PROPOSITION 2.13. Si F est un A-module a gauche libre de rang p, alors F* (resp. F*) est
un A-module @ droite (resp. @ gauche) libre de rang p.

PREUVE. On vérifie aisément que si {e1,... ,€ep} est une base de F, alors la famille {e,. .. , P}
de F*, définie par

' : 1 s8ii=73,
(26) e'(e;) =65 = { 0 sinon, ;

forme une base de F*, appelée base duale. Nous avons alors Vf € F*: f=37"_ e f(e). De
méme pour F**, on montre sans probléme que la famille {€(e;),... ,e(ep)} de F**, avec € défini
ar (24), i.e
€(es) (e’ ) =él(e;) = &,
forme une base de F** et Vo € F** : 0 = 37_, o(e')e(e;).
COROLLAIRE 2.4. Si F est un A-module libre de type fini, alors F est réflezif.

PREUVE. Soient {ej,...,e,} la base de F et {e!,...,e"} la base duale de F*. Soit m =
Yok jaie; € kere, alors €(m)(¢) = ¢(m) = 0, V¢ € F*. Donc, si 'on choisit ¢ = e', alors
e(m)(e!) = €(m) =a; =0,i=1,...,p, donc m =0 et € est injectif. De plus, Vo € F** : 0 =
P o(e)ele:) = e(XE, o(e') e,)), donc € est surjectif. D’ol, € est un isomorphisme et F est
réflexif. O

EXEMPLE 2.16. Le A-module a gauche M de I’exemple 2.7 est un A-module libre de rang 1,
donc réflexif. Le A-module M, défini dans 'exemple 2.15, n’est pas réflexif car kere # 0.

DEFINITION 2.11. Soient M un A-module a gauche et M* son dual.
— On dit que m € M et ¢ € M* sont orthogonauz si < ¢, m >= ¢(m) = 0.
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— Soient I un sous-ensemble de M et J un sous-ensemble de M*, alors I et J sont ortho-
gonauz si < ¢, m >= ¢p(m) =0, Ym € I,V¢ € J. En particulier, un élément m de M
est orthogonal a J si pour tout ¢ € J, m et ¢ sont orthogonaux. De méme, un élément
¢ € M™ est orthogonal &4 I si pour tout m € I, m et ¢ sont orthogonaux.

EXEMPLE 2.17. L’élément z = x2y + u de l'exemple 2.15 vérifie < ¢,z >= 0, V¢ € M*,

donc z est orthogonal & M™. De facon générale, ker € est orthogonal a M™.

PROPOSITION 2.14. Sotent I une partie d'un A-module @ gauche M et J une partie de M™*,

alors :

— lensemble I+ = {¢p € M*| < ¢, m >=0,Ym € I} a une strucure de A-module a droite.

- lensemble J* = {m e M| < ¢, m >=0,Y¢ € J} a une structure de A-module & gauche.

PREUVE. Soient ¢ et ¢ € I-, a,b € A, alors < (¢a + ¢vb),m >= (¢a + ¥b)(m) =
¢(m)a+%(m)b = 0, donc ¢pa + b € I+ et I+ a une structure de A-module a droite. Soient
my,mg € J+, alors < ¢,amy +bmao >= ¢p(am; +bms) = p(my)a+ ¢(ma)b=0, Va,b€ A, et
donc J* a une structure de A-module a gauche. O

Donnons un corollaire des deux propositions 2.7 et 2.8.

COROLLAIRE 2.5. Soit la suite ezacte de A-modules a gauche
(27) 0— N L NS N,
alors nous avons:

— la suite de A-modules & droite 0 — N"™* 25 N* I, N'™ est ezacte,

— si la suite (27) est scindée, alors 0 — N"™* 25 N* Ly N — 0 est une suite ezacte
scindée.

REMARQUE 2.4. Il est important de noter que le module dual M* d’un A-module & gauche
M défini par la présentation finie suivante,

(28) S A —y D,

ou Fy et Fy sont des A-modules libres de rangs finis, n’est pas le A-module a droite déterminé
par le morphisme dual dj. En effet, en appliquant le corollaire précédent a la suite exacte (28),
nous obtenons la suite exacte

d‘
Ff +~ F§ +— M* +—0.
Alors, en appelant IV le A-module a droite engendré par dj, nous avons la suite exacte
d.
04— N« F} «— Fj +— M* «+—0.
COROLLAIRE 2.6. Soit M' un sous-module d’un A-module M, alors nous avons :
(M/M')* = (M")*.

PREUVE. Nous avons la suite exacte 0 — M’ -5 M -5 (M/M') — 0 et, en lui ap-

pliquant le corollaire 2.5, nous obtenons la suite exacte 0 — (M/M')* AN VLN (M')*,
d’ou keri* = n*((M/M')*) = (M/M')*, car m* est un monomorphisme. Or, par définition,
keri* = {¢ € M* | #(i(m)) =0, Vm € M'} = (M")*, d’ou le résultat. O
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EXEMPLE 2.18. Nous reprenons le A = R[d;,ds]-module M = A?/A(d\d2+1 d;) défini par
la présentation finie définie & I'exemple 2.7. En utilisant le corollaire 2.5 et I'exemple 2.14, nous
avons la suite exacte:

0 — M* — (42 L 4%,
De I’exemple 2.14, nous obtenons que M* est le noyau du morphisme R : A? — A défini par

b

d'ou, M* = {(a b)t € A? | (did2 + 1)a + d2b = 0}. Si l'on utilise alors le corollaire 2.6, nous
obtenons M* = (A2/AR)* = (A (d1d> + 1 dy))*, d'or:

(A(dids +1dy))* = {(a b)! € A% | (d1d2 +1)a +d2 b= 0}.

PROPOSITION 2.15. Soient M' et M" deuz A-modules, alors M = M'&®M" est un A-module
réflexif ssi M' et M" sont réflexifs.

PREUVE. Nous avons la suite exacte scindée 0 —m M' — M =M e M"' — M" — 0
donc, en lui appliquant deux fois le corollaire 2.5, nous obtenons la suite exacte scindée 0 —
(M')* — M** — (M")* — 0. Nous avons alors le diagramme commutatif suivant:

0— M — M — M" —0
lem dem 1 epmn

0— (MY — M* — (M")™ —0.
Si M est réflexif, alors €)s est un isomorphisme donc, en appliquant le lemme du serpent au
diagramme ci-dessus, on obtient kereps = 0 = cokerepw. En permutant M’ et M”, et en
raisonnant de méme, on obtient ker eps» = 0 = coker e, d’otl )4+ €t €pg» sont des isomorphismes
et donc M’ et M" sont des A-modules réflexifs. Réciproquement, si M’ et M" sont des A-modules
réflexifs, alors en appliquant le lemme du serpent au diagramme ci-dessus et en utilisant le fait que
enm et ep sont des isomorphismes, on obtient ker €ps = cokerepr = 0, d'ou M est réflexif. O

( e ) ——i(dldgﬁ-l dl) ( E ) =(d1d2+1)a+d2b.

2.4. Modules sans-torsion. Donnons tout d’abord la définition d’un demaine d’Ore.

DEFINITION 2.12. Un anneau A posseéde la propriété d’Ore a gauche (resp, a droite) si, pour
tout élément a et b de A, il existe r et s de A, dont au moins un des deux est non nul, vérifiant :

ra=gsb (resp. ar =bs).

EXEMPLE 2.19. — Tout anneau commutatif posséde la propriété d’Ore a gauche et a
droite.

~ L’anneau A = R(t)[$#] des opérateurs différentiels a coefficients dans les fractions ration-
nelles en t est non-commutatif car %(t%) = t;d:-f + gdt- # t%(f?). Cependant, A posséde la
propriété d’Ore a gauche et a droite.

DEFINITION 2.13. Soient M un A-module & gauche et A un domaine d’Ore a gauche, alors:

~t(M)={meM|30+#a€ A:am =0} est un sous A-module de M, appelé partie de
torsion du A-module M. Un élément m € t(M) est appelé élément de torsion de M.

— M est un A-module sans-torsion si t(M) = 0.

— Un A-module M est de torsionsi t(M) = M.
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PREUVE. Montrons que t(M) est un sous A-module. Soient m;,mo € t(M), alors il existe
des éléments non nuls aj,a; € A tels que ajm; = 0 et as o = 0. Puisque A est un domaine
d’Ore a gauche, il existe r; et 7o dans A tels que r; a; = 72 a2. Nous avons alors rya;(m; +msy) =
r1(a; m1) + r2(ag m2) = 0 et donc (m; + me) € ¢(M). Soit m un élément de torsion vérifiant
am = 0. Pour b € A, il existe r et s dans A vérifiant ra = sb,doncam =0 = ram =0 =
sbm =0= s(bm) =0. D'ou, bm est un élément de torsion pour tout b € A. O

REMARQUE 2.5. Sil’anneau A est un anneau commutatif, alors si m; et ms sont des éléments
de torsion de M vérifiant a;jm; = 0 et ag mo = 0, alors aj as(by my + boms) = as by(ay my) +
ay ba (agmy) = 0, pour by, bs € A, d'ou, t(M) est trivialement un sous-module de M.

EXEMPLE 2.20. Soit M le A-module défini dans 'exemple 2.15, alors z = xoy + u vérifie
x1z = 0, donc z est un élément de torsion de M.

REMARQUE 2.6. Soient A un anneau commutatif, M un A-module a gauche et le A-morphisme
6o : M — M, défini par §,(m) = am, avec 0 # a € A. Alors, M est un A-module sans-torsion
ssi 4, est injectif pour tout 0 # a € A. Cette caractérisation des modules sans-torsion est duale
de celle des modules divisibles (voir définition 2.6).

DEFINITION 2.14. Soient M un A-module et m € M, on appelle alors annulateur de m,
I'idéal & gauche de A défini par ann(m) = {a € A | am = 0}. Par extension, on appelle
annulateur d'un module M, I'idéal de A défini par ann(M) ={a € A|am =0, Vm € M}.

EXEMPLE 2.21. Soit M le A = R[d;,d>]-module défini par M = A?/A? R ou la matrice R
est définie par:
_ [ d —d2
Re (% ).

En appelant y' = 7(e;) et y? = n(ez), nous avons alors les équations suivantes dans M:

dy yl _d2y2=01
dgyl +d1y1 =0.

Par élimination, et en posant d; d; = d;;, nous obtenons alors:

{ (di1 +d)y* =0,
(di1 +dp2)y* =0,

c-a-d,

Ay =0,
Ay’ =0,

ou A = dy; +dy = det R. Ainsi, ann(M) = (d1; + d22) = (d? + d3).

La proposition et le corollaire seront importamts pour la suite [78, 90, 135].

PROPOSITION 2.16. Soit A un anneau commutatif principal, alors tout sous-module M' d’un
A-module libre M de type fini est libre.

COROLLAIRE 2.7. Soit A un anneau principal commutatif, alors un A-module @ gauche M
de type fini est sans-torsion ssi M est un A-module libre de rang fini.
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Pour une preuve, voir par exemple [135].

PROPOSITION 2.17. Soient A un domaine d’Ore @ gauche et M un A-module a gauche, alors
nous avons la suite exacte suivante:

(29) 0 — t(M) == M = M/t(M) — 0

De plus, si A est un anneau principal et M un A-module de type fini, alors la suite ezacte (29)
se scinde et nous avons :
M=t(M)e M/t(M).

PREUVE. Puisque t(M) est un sous-module de M, nous avons la suite exacte (29). Pour
le deuxiéme point, il suffit d’appliquer le corollaire 2.7 & la suite exacte (29), alors M/t(M)
est un A-module libre de rang fini. Soit (n;)icr une base de M/t(M) et soit (m;)ics défini par
m; € M tel que m(m;) = n;. Alors, si I'on note par h : M/t(M) — M le morphisme défini par
h(n;) = m;, nous avons alors 7 o h = idps/s(r) €t, en utilisant la proposition 1.3, la suite exacte
(29) est scindée, d'ou M = t(M) & M/t(M). O

PROPOSITION 2.18. Supposons que A soit un domaine d’Ore a gauche et M = M' & M",
alors nous avons:

t(M) = t(M') @ t(M").
La preuve de ce corollaire est simple et laissée au soin du lecteur (voir [15] pour une preuve).

PROPOSITION 2.19. Soit A un domaine d’Ore a gauche. Alors, tout A-module @ gauche M
réflerif est sans-torsion.

PREUVE. Supposons que M soit un A-module & gauche réflexif, qu’il existe m € M et
0 # a € A tel que am = 0, alors pour tout ¢ € M*, nous avons ¢(am) = ¢(m)a =0= ¢(m) =0
car ¢(m) € A et A est un anneau intégre. Donc, ¢(m) =0, V¢ € M* = m € kere. Or, kere = 0,
car M est réflexif, donc m = 0 et M est un A-module sans-torsion. O

2.5. Modules projectifs. La notion de module projectif est centrale en algébre homolo-
gique. Nous verrons par la suite que cette notion joue aussi un réle important en théorie du
controle.

PROPOSITION 2.20. Soient M un A-module et 0 — N’ Ly N 23 N” une suite ezacte de
A-modules. Alors, la suite suivante est ezacte

(30) 0 —> homa(M, N') £ hom4 (M, N) 2 homa (M, N"),
oti, f, est défini par f.(¢) = f od € homs(M,N), V¢ € homy(M, N') et de méme pour g,.

PREUVE. L’application f, est injective car f,(¢) = 0 = fo@, et donc f(¢(m)) =0, Vm € M.
Puisque f est un monomorphisme, nous avons alors ¢(m) = 0, Vm € M = ¢ = 0. Montrons
que la suite formée par f, et g, est exacte en homs(M, N). Nous avons tout d’abord V¢ €
hom4(M,N"), (g« © fx)(¢) = (go f)od = 0 = im f, C kerg,. Si g.(4) = 0 = g o9, alors
en utilisant la proposition 1.1 et le fait kerg = N’, il existe donc ¢ € hom4(M, N’) tel que

w=f°¢=fstar( ] O
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L’exemple suivant montre qu’il existe des morphismes g, qui ne sont pas des épimorphismes.
EXEMPLE 2.22. Soit A = R[s] et considérons la suite exacte suivante
0—A-3A— A/sA— 0,

ot le morphisme A —= A, défini par a — a s, est injectif car A est un anneau intégre et donc,
as = 0 = a = 0. Si nous appliquons le foncteur hom4(A/sA,-) a cette suite exacte, nous
obtenons alors:

0 — homy(A/sA, A) — hom4(A/sA, A) — homy(A/sA,A/sA) — 0.

Or, Vf € homa(A/sA,A),sf(a) = f(sa) = 0 = f(a) = 0Va € A = f = 0, dou
hom4(A/sA, A) = 0. Cependant, homs(A/sA, A/sA) # 0 car il contient au moins id 4,4, donc
le foncteur hom 4(A/sA, ) n’est pas exact a droite.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que g, soit un épimorphisme.

PROPOSITION 2.21. Les propositions suivantes sont égquivalentes :

— la suite ezacte de A-modules 0 — N’ LN N" — 0 est scindée,

~ la suite 0 — homa (M, N') LN hom4 (M, N) 2 homy(M,N") — 0 est une suite
ezacte scindée de groupes abéliens, pour tout A-module M,
— la suite 0 — homa(M,N') L5 homa(M,N) 2% homa(M,N") —s 0 est une suite

exacte de groupes abéliens, pour tout A-module M.

PREUVE. Montrons les équivalences de la proposition.

- Supposons que nous ayons 1, alors il existe un A-morphisme h: N” — N tel que goh =
id v . Définissons ’application h, : hom4(M, N") — hom4(M, N) par h,(¢) = ho¢, alors
(9 © h) (@) = gu(hs(9)) = gu(ho @) = go(ho¢) = (goh)op = ¢, V¢ € homy(M,N),
donc g, o h, = idhomA(M,N"}- D’ou, en particulier, g, est surjectif et, par la proposition
2.20, la suite (30) est exacte. D’aprés le 1 de la proposition 1.3, nous avons alors 2.

- 2 implique trivialement 3.

— Supposons 3. Prenons M = N” et idy» € hom4(N", N"”). Puisque g, est surjectif, il existe
h € hom4(N",N) tel que g.(h) = idyw, i.e. go h = idy~. D’oul 1 par la proposition 1.3.

0

Ainsi, il existe des exemples de A-modules M pour lequels le foncteur hom 4 (M, -) n’est pas
exact a droite, c-a-d ne transforme pas un épimorphisme en un épimorphisme.

DEFINITION 2.15. Un A-module M est projectif si pour tout épimorphisme g : N — N” et
tout morphisme f : M — N”, il existe un morphisme h : M — N tel que f = g o h. Nous avons
alors le diagramme commutatif suivant :

N 2% N*'—0

(31) AN 1 f
M
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EXEMPLE 2.23. Le A-module A est projectif car, si nous avons le diagramme commutatif,

ML M"—o,
i)
A

nous pouvons alors définir h : A — M par h(a) = am, oi m est un élément de M tel que
g(m) = f(1) (ceci est toujours possible car g est surjectif). Nous avons alors (g o h)(a) =
glam) =ag(m) =af(l) = f(a),Ya€ A, doi goh = f.

PROPOSITION 2.22. Le A-module P = ®;c1 P; est projectif ssi tous les P; sont des A-modules
projectifs.

Nous renvoyons a [78, 79, 135] pour une preuve.

EXEMPLE 2.24. Un A-module libre, de rang fini, est projectif car F = A& ... ® A et le
A-module A est projectif, d’ou le résultat par la proposition 2.22. On peut aussi le démontrer
directement : considérons le diagramme (31) et soit {e;,... ,ep} la base canonique de F. Alors,
si l'on choisit des éléments m; de M tels que g(m;) = f(e;) (ce qui est toujours possible car g
est surjectif), alors en définissant h(e;) = m;, nous avons Vn € F,n = 3P Laiei= (goh)(n) =
g(>>F_ aimi) = 37 aif(ei) = f(n) et donc goh = f. D’olt, F est un A-module projectif.

EXEMPLE 2.25. Le A-module M, défini dans ’exemple 2.1, est projectif car nous savons,
grace a ’exemple 1.4, qu'il existe un morphisme k : A? - A tel que ko f =id4. Donc, la suite
exacte (17) est scindée (définition 1.3), ce qui implique 4> = M & A, i.e. M est un A-module
projectif.

PROPOSITION 2.23. Soit 0 — M L} N %3 P — 0 une suite ezacte de A-modules avec

P un A-module projectif, alors cette suite ezacte est scindée.

PREUVE. Nous avons le diagramme suivant

0o—mM-L N P—o,

RN |lid
F

ou h : P = N, vérifiant g o h = idp, existe car P est un module projectif. La suite horizontale
est donc une suite scindée. O

EXEMPLE 2.26. Si A est un anneau principal, alors M/t(M) est un A-module libre, d’apres
la proposition 2.7. Le module M/t(M) est donc projectif et, d’aprés la proposition 2.23, la suite
exacte 0 — t(M) — M — M/t(M) — 0 est scindée. D’ou, M = t(M) & M/t(M).

PROPOSITION 2.24. 1. Un A-module M est projectif ssi le foncteur hom4 (M, -) est ezact,
c-a-d, si homa(M,-) transforme toute suite ezacte 0 — N' — N — N”" — O en la

suite ezacte 0 — homy4 (M, N') LY hom (M, N) 5 homs(M,N") — 0.
2. Un A-module M est projectif ssi il existe un A-module libre F' et un A-module P tel que:
F=M®@®P. Le A-module P est alors aussi projectif.
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PREUVE. Démontrons 1'équivalence de ces deux autres caractérisations des modules projec-
tifs.

1. Nous savons, grace a la proposition 2.20, que la suite 0 — hom 4 (M, N') ey hom4(M, N)

25 hom (M, N") est exacte en hom4(M, N') et en hom 4(M, N). Montrons que g, est un
épimorphisme ssi M est un A-module projectif. Supposons que g, soit un épimorphisme,
alors V f € homy(M,N") 3 h € homg(M, N) tel que f = g.(h) = g o h et nous avons
alors le diagramme commutatif exact (31). D'ou, M est un A-module projectif. Récipro-
quement, si M est un A-module projectif, alors V f € hom (M, N") 3 h € hom4(M,N)
tel que f = go h = g.(h) et donc g, est un épimorphisme.

. S’il existe un A-module libre F' et un A-module P tel que F = M & P, alors, par la
proposition 2.22, et le fait que F' est un A-module projectif, M et P sont des modules
projectifs. Réciproquement, supposons que M soit projectif. Alors, par la proposition 2.2,
le A-module M est quotient d'un module libre et nous avons la suite exacte suivante

0—mP-SF S M—0,

ol F est un A-module libre. Puisque M est projectif, alors en utilisant la proposition 2.23,
la suite exacte se scinde, d’'ou FF = M & P.

O

PROPOSITION 2.25. Soit M un A-module projectif @ gauche de type fini, alors M* est un
A-module projectif a droite.

PREUVE. Le A-module M est projectif, de type fini, donc il existe un A-module libre, de
type fini F et un A-module P tels que FF = M & P. Donc, F* = M* @ P* et, par la proposition
2.13, F* est un A-module a droite libre. Par la proposition 2.24, M* est un A-module projectif
a droite, de type fini. O

DEFINITION 2.16. Un A-module M est stablement libre s’il existe un A-module libre F tel
que M @ F' est un A-module libre.

EXEMPLE 2.27. Le A-module M de I'exemple 2.1 est stablement libre car nous avons montré
dans ’exemple 2.25 que nous avions A2 = M @ A.

Un A-module stablement libre est donc projectif et tout A-module libre est stablement libre
(la somme de deux modules libres est libre). Donnons maintenant un corollaire qui va nous
permettre de classifier certains modules.

COROLLAIRE 2.8. Un A-module M projectif de type fini est un A-module réflezif.

PREUVE. Si M est un A-module projectif, de type fini, alors il existe un A-module libre, de
type fini F' et un A-module P tels que FF = M @ P. Or, nous avons montré, dans le corollaire
2.4, qu'un A-module libre, de type fini, est réflexif. Donc, en utilisant la proposition 2.15, on en
déduit que M est un A-module réflexif. O

Nous avons alors les inclusions suivantes de A-modules de types finis:

(33) libre C stablement libre C projectif C réflexif C sans-torsion.
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Pour terminer cette section sur la classification des modules, donnons l'énoncé du célébre
théoréme de Quillen-Suslin, conjecturé dans les années 50 par Serre (voir [88, 152, 164] pour
une preuve) et résolu en 1976.

THEOREME 2.1. Un A = k[x1,--. , Xn]-module M projectif de type fini est libre.
2.6. Modules plats.

DEFINITION 2.17. Soient N un A-module a droite et M un A-module a gauche, alors nous
pouvons définir le groupe abélien N x M et considérer le sous-groupe L engendré par les éléments
e (n+n',m)— (n,m)— (n',m),
e (n,m+m')— (n,m)— (n,m'),
e (na,m)— (n,am),
avec n,n' € N,m,m' € M et a € A. On appelle produit tensoriel de N par M, le groupe abélien:

N®sM = (N x M)/L.

EXEMPLE 2.28. Sil'on regarde A comme un A-module a droite, alors nous avons A®@ 4 M =
M, pour tout A-module & gauche M. En effet, nous pouvons identifier a ® m & 1 ® am, pour
touta € Aet me M.

REMARQUE 2.7. Le produit tensoriel N ® 4 M est un objet dit universel car il vérifie la
propriété suivante: pour toute application bilinéaire f : N X M — G dans un groupe abélien G
(f bilinéaire voulant dire que n = f(n,m) et m — f(n,m) sont deux morphismes de groupes
abéliens vérifiant f(na,m) = f(n,am)), il existe un unique morphisme de groupes abéliens
f:N®sM — G satisfaisant f(n,m) = f(n ® m) [57, 135].

PROPOSITION 2.26. Soient N un A-module a droite et M un A-module @ gauche, alors

— si A est un anneau commutatif, alors N ® 4 M a une structure de A-module a gauche,
définie par a(n®m) =na®@m=n®am,a€ Ame M etn€ N.

— 8i N = gN4 est un B — A bimodule et M = s4M¢ est un A — C bimodule, alors N ®4 M
posséde une structure de B — C-module & gauche, définie par b(n ® m)c = bn ® me, pour
toutbe BceC,me M etn€ N.

PROPOSITION 2.27. Soient M un A-module a droite et 0 — N' =15 N £ N — 0 une
suite ezacte de A-modules a gauche. Alors, la suite suivante de groupes abéliens est ezacte :

MesN“8 Mo, N¥3 Mo, N" — 0.

PREUVE. Le morphisme idys ® f est défini par (idy @ f)(m®@n') = m ® f(n'),Ym €
M,¥n' € N'. Montrons que idys ® g est un épimorphisme: tout z € M ®4 N" s’écrit sous
la forme ._, m; ® n! avec m; € M,n] € N". Puisque g est surjectif, il existe n; € N tel
que n! = g(n;) et donc 3.1_, m; @ n! = (idy ® 9)(3 ;= mi ® n;), d’o idy ® g est surjectif.
Montrons que la suite formée par idy ® f et idys ® g est exacte en M ®4 N. Nous avons
(idpr ®g)o(idpy ® f) = idpr ®(go f) = 0, donc im (idps ® f) C ker (idps ® g). Montrons I'inclusion
inverse. Appelons L = coker (idys ® f) et # : M ®4 N — L, alors en utilisant le point 3 de la
proposition 1.3, nous obtenons la suite exacte 0 — H(M ®4 N) — L -+ M ®4 N" — 0
avec <y défini par y(r(m ®n)) = m @ g(n). Ce morphisme est bien défini par la proposition 1.2.
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Définissons 7' : M ® 4 N”" — L par 7'(m ® n") = n(m @ n) avec g(n) = n”. Ce morphisme est
bien défini car, si g(n;) = m = g(n2), alors n; —ny € kerg = im f, donc il existe [ € N tel que
ni—ng = f(l) = m®n; —m@ny =m®(n; —n2) =mf(l) = (idy ® f)(m®l) = 1(m®n,) =
m(m ®ny). Nous avons alors (Y oy)(r(m®n)) =4 (m®g(n)) = r(m®n) = v oy =idy. D'ou.
~ est injectif, et donc H(M @ N) = 0. O

EXEMPLE 2.29. Avec A = R(s], reconsidérons la suite exacte
0 — A= A— A/sA —0,

et appliquons-lui le foncteur - ® 4 (A/sA). Nous obtenons alors:

S®id(4/54)
—

0— A®4A/sA AR A/sA — AJsA®4 A/sA — 0.

| |
A/sA —y A/sA

Cependant le morphisme A/sA —— A/sA est le morphisme nul car la multiplication par s est
nulle dans A/sA et donc .s: A/s A — A/s A n’est pas injectif.

DEFINITION 2.18. Le A-module M & droite est plat si, pour tout monomorphisme f : N’ —
N de A-modules a gauche, le morphisme idy @ f : M ® 4 N' = M ® 4 N est un monomorphisme
de groupes abéliens.

COROLLAIRE 2.9. Un A-module M est plat ssi pour toute suite ezacte 0 — N’ — N —»
N' —0,lasuite 0 — M@y N — M®1 N — M ®4 N" — 0 est ezacte, ou en d’autres
termes, M est plat ssi le foncteur M ® 4 - est ezact.

La preuve est évidente.

EXEMPLE 2.30. Le A-module a droite A est un module plat car, pour toute suite exacte
de A-modules 0 — N’ — N — N” — 0, nous avons alors la suite 0 — A®4 N' —
A®AN — A®4 N" — 0 qui est exactecar AQq N' =N, AQaN=Net A®4 N"= N".

En utilisant le fait que M ® (®ierN;) = ®ic7(M ® N;), nous obtenons alors la proposition
suivante (voir [13, 14] pour plus de détails).

PROPOSITION 2.28. ®;c1M; est un A-module plat ssi M; est un A-module plat, Vi € I.

Puisque A est un A-module plat et que tout A-module libre est isomorphe 4 une puissance
de A, nous obtenons que tout A-module libre est plat. De plus, tout A-module P projectif est
plat car, il existe un A-module @ tel que P®Q = F, ou F est un A-module libre. En appliquant
alors la proposition précédente, nous obtenons alors que P est un A-module plat. Nous avons
alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2.29. Tout A-module libre ou projectif est un A-module plat.

Nous venons de voir que tout A-module projectif est plat. Nous avons la réciproque suivante
(voir [14] pour une preuve).

PROPOSITION 2.30. Un A-module M plat et de présentation finie est projectif.
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Par la suite, comme nous utiliserons toujours des modules de présentation finie, cette propo-
sition permet donc de se limiter a la classification des modules donnée par (33).
Nous avons la proposition suivante. Voir [14] pour une preuve.

PROPOSITION 2.31. Un A-module a gauche M est plat ssi pour tout idéal I de A, le mor-
phisme ¢ : I @4 M — M, défini par ¢(am) = am pour a € I, est injectif.

DEFINITION 2.19. Soient S une partie multiplicativement stable d’'un anneau commutatif A,
c-a-d, un sous-ensemble de A contenant 1 et tel que s;,80 € S = 8182 € S et M un A-module
a gauche. Soient ~ la relation d’équivalence de S x M, définie par (s,m) ~ (s'.m') & 3t €
S, t(sm' — s'm) = 0. Nous appelons localisé de M par rapport a S, le A-module:

S™IM =(Sx M)/ ~.
Nous notons par 7 la classe d’équivalence de (s,m) dans S™'M.

Remarquons que S™'M est un S7'4 = {2 | a € A,s € S}-module et qu'il existe un A-
morphisme ig : M — S™M, défini par ig(m) = Zt. Un élément m € kerig vérifie:
m

0
—=—-&3te S, tm=0.
s 1

D’ou:
(34) kerig={me M |3te S, tm=0}.
Nous avons alors la proposition suivante.

PRrROPOSITION 2.32. Avec les notations suivantes, nous avons:
STIM=S5"1AQ4 M.

PREUVE. Nous avons un S~!A-morphisme f : S1A®4 M — S~ M, défini par f(5®m) =
2 ot le S~!A-morphisme g : 7'M — S7'A®4 M défini par g(%) = %@ m. Ce dernier
morphisme est bien défini car si 2 = %!-, alors il existe t € S tel que t(sm' —s'm) =0 =
L ®tsm' = Ly 0ts'm = %@m =15 @m' = L ®m' = 1 ® m. Nous avons alors

fog=id et go f =id, d’'ou le résultat.
La proposition suivante nous donne des exemples de modules plats.

PROPOSITION 2.33. Soit S une partie de A multiplicativement stable, alors S~ A est un A-
module plat. En particulier, si A est un anneau intégre, alors le corps de fraction K = Q(A) =
{ab™! |a € A,0 # b€ A} de A est un A-module plat.

PREUVE. Il faut montrer quesi 0 — M’ —4 M est une suite exacte, alors 0 — S~ ! M’ S—_lf
S~1M est encore une suite exacte. Soit E:fi € S~ M’ vérifiant S‘li("‘T’) = “‘T’ =0, alors 3t € S
tel que tm/ = 0 = %—tm’ =m=0= m?' = 0, d’ou le résultat. En prenant S = A\{0}, nous
obtenons alors que K est un A-module plat.

EXEMPLE 2.31. D’apres la proposition précédente, R(s) est un R[s]-module plat et R(s) est
un RH-module plat.




2. THEORIE DES MODULES

DEFINITION 2.20. Soit M un A-module. alors on appelle rang de M, que 'on note rk 4 (M),
la dimension de l'espace vectoriel Q ® 4 M.

PROPOSITION 2.34. Soit M un A-module, alors nous avons la suile ezacte :
0 —tM) —m M —>K®sM— (K/A)®@4 M — 0.

PREUVE. Nous avons la suite exacte 0 — A — K — K/A — 0, et par application de

- ®4 M a cette suite exacte, nous obtenons la suite exacte
0 — kerig — M 45 K®@4a M — (K/A) ®4 M — 0.

Or,kertgy={meM|30#a€ A am =0} =t(M), d’ou le résultat.

On introduit en géométrie algébrique, les deux ensembles suivants pour un anneau A com-
mutatif [88]:

— spec (A) = {p idéal premier propre de A},

= V(I) = {p € spec(A) | I C p}.
Soit p € spec (A), alors S = A\p est un ensemble multiplicatif de A et I'on note M, = S~ M.

DEFINITION 2.21. Soient A un anneau commutatif e¢ M un A-module, on appelle alors
support de M l'ensemble de spec (A) suivant :

supp(M) = {p € spec(A) | M, # 0}.
Nous avons alors la proposition suivante.
PROPOSITION 2.35. Soient A un anneau commutatif et M un A-module de type fini, alors :
supp(M) = {p € spec(A) | ann (M) C p} = V(ann (M)).

PREUVE. Puisque M est un A-module de type fini, il existe une famille finie {y1,...,¥p}
engendrant M, c-a-d, M = 3°F_| Ay,. Maintenant, en utilisant (34), nous obtenons:
Mp =0« 3t; € S=A\p tiye=0,Yi=1,....p

Posons t = [[7_,t; € S, alors t € ann (M) et t ¢ p, donc ann (M) n’est pas contenu dans p.
Réciproquement, si ann (M) n’est pas contenu dans p, alors il existe t € ann (M) et t € S = A\p,
douty; =0, Vi=1,...,p,doua My =0. =

PROPOSITION 2.36. Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite ezacte de A-modules,
avec A un anneau commutatif, alors nous avons:
supp (M) = supp (M") Usupp (M").
PREUVE. Soit p € spec(A), alors pour S = A\p, le A-module S~!A est plat. Donc, nous
avons la suite exacte suivante:

0— M, — M, — M; — 0.

D’ou, on déduit que Mp = 0 < My = 0 et M = 0, ou de fagon équivalente M, # 0 & My #0
ou My # 0. D’ou le résultat. O
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CHAPITRE 3
Algébre homologique

1. Equivalence des modules

De nombreuses notions d'équivalence ont été développées pour les systémes de controle li-
néaires depuis les travaux de Rosenbrock [134]. Citons parmi les plus importantes |9, 81]. L'idée
sous-jacente a ces diverses notions d’équivalence est de comprendre quelles informations sur les
systémes sont préservées au cours du passage d'une forme & une autre (forme de Kalman, formes
polynomiales, matrice de transfert...).

Nous avons montré au chapitre précédent que 'on peut associer un A-module M a toute
matrice R a coefficients dans un anneau A. L'intérét de travailler avec M plutot qu'avec R est
que les propriétés de M ne dépendent que du module et non de la matrice R. Nous verrons dans
les chapitres suivants que les propriétés structurelles des systémes, telles que la controlabilité ou
'observabilité, et méme les relations existant entre les poles et les zéros..., peuvent étre définies
en termes de propriétés de modules. Les techniques développées dans ce chapitre montrent que
ces propriétés ne dépendent pas de la représentation choisie du systéme (ou de la résolution
choisie du module), c-a-d, par exemple, ne dépendent pas du fait que le systéme est sous la
forme de Kalman, sous différentes formes polynomiales ou sous toute autre forme. Ainsi, les
outils homologiques, développés dans cette section, sont a la base d'une notion d’équivalence des
systémes de contrdle qui conserve les propriétés homologiques des systémes, c-a-d leurs propriétés
structurelles.

1.1. Résolutions projectives. Avant de parler d’équivalence, nous aurons besoin de quelques
définitions et propriétés.

DEFINITION 1.1. - Nous dirons que la suite exacte suivante de A-modules

gty S p oo s b MmN -0

est une résolution a gauche du A-module M. De plus, si les A-modules P; sont projectifs
(resp. libres ou plats), alors cette résolution est appelée résolution projective (resp. libre
ou plate) du A-module M.

— Nous dirons que la suite exacte suivante

TR ST SELNE AR % - SRS ) XL Y TR e
est une résolution @ droite du A-module M. Si les A-modules I; sont injectifs, alors cette
résolution est appelée résolution injective du A-module M.
EXEMPLE 1.1. Considérons le systeme d’EDP suivant :
dy=0,
d2y =0,
d3 Y= 0.
Ce systéme définit un A = R[d;, d>,d3]-module M ayant pour résolution libre, donc projective,
la suite exacte suivante

(35) 0— A-F3 g3 By 43R 4 7m0,
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d; 0 —-ds do
RU—-_— dg .Rl = d3 0 ‘*dl .RZZ( dl dg d3 )
ds —-dy di 0
Remarquons que cette résolution libre est la version algébrique de la suite d’opérateurs différen-
tiels “grad-rot-div” dans R3.

REMARQUE 1.1. Dans la suite, nous étudierons seulement les résolutions projectives. Cepen-
dant, des résultats duaux existent pour les résolutions injectives. Une des principales raisons de
préférer les résolutions projectives aux résolutions injectives est qu’elles ne sont pas constructives
en général.

PROPOSITION 1.1. Tout A-module M admet une résolution projective.

PREUVE. Le raisonnement est semblable a celui fait a la remarque 2.1 du chapitre précédent :
par la proposition 2.2 du chapitre 2, tout A-module M est quotient d'un module libre et donc
nous avons la suite exacte suivante

0 — kerr — Fy — M — 0,

ou Fy est un A-module libre. De plus, ker 7 est aussi un quotient d'un A-module libre Fi, c-a-d
nous avons la suite exacte

0 — kerm —o Fb-5 M—0
Il

0— kerdy, — F - kerr — 0,

et donc, nous avons la suite exacte grace au lemme 1.1 du chapitre 2:

0 — kerd; — F; 24 fp 55 M —s 0.

En continuant de méme, on obtient finalement une résolution libre, donc projective, de M. 0O

Une résolution projective, libre, plate ou injective d’'un module M mesure de combien le
module M est différent d’'un module projectif libre, plat ou injectif. En effet, si M est par
exemple un module projectif, nous avons alors la résolution projective triviale:

0— M- M-—0.
Ceci nous améne naturellement & la définition suivante.

DEFINITION 1.2. On appelle dimension projective d'un A-module M et on note dp (M) le
plus petit nombre n € NU {oo} tel qu'il existe une résolution projective de M de longueur n.

EXEMPLE 1.2. dp (M) = 1 signifie que M n’est pas un A-module projectif mais peut étre
exprimé comme un quotient de deux A-modules projectifs. Nous savons en effet qu’il existe une
suite exacte 0 — P, — Py — M — 0, d'oa M = B/ P,.

EXEMPLE 1.3. Tout systéme de contréle SISO (single input-single output)
Py—Qﬂ=0= P1Q6A1
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est de dimension projective au plus égale a un. En effet, le A-module M correspondant au systéme
est défini par la résolution libre, donc projective, suivante

0—s A -y A2y B~ 0;

avec R= (P —Q), dou:
dps(M) < 1.
ExXEMPLE 1.4. Toute matrice R, a coefficients dans un anneau A, de rang maximal, définit

un A-module M de dimension projective inférieure ou égale a un. Nous avons en effet la résolution
libre, donc projective, de M suivante:

0— A7 =Ry 4P s M —0.

DEFINITION 1.3. On appelle dimension homologique globale d’'un anneau A, et l'on note
dhg(A), le nombre n € NU {oo} défini par supy,(dp4(M)).

PROPOSITION 1.2. Soit A un anneau principal, alors dhg(A) < 1.

PREUVE. Soit M un A-module sur ’anneau principal A, alors nous pouvons toujours construire

la suite exacte 0 — ker¢p — F S M— 0, ou F est un A-module projectif et donc libre. Or,
ker ¢ C F et donc ker ¢ est un A-module libre (corollaire 2.16 du chapitre 2) et donc projectif.
D’ou, dp4(M) < 1 pour tout A-module, i.e. dhg(4) < 1. O

Pour terminer, énoncons le théoréme des syzygies de Hilbert (voir [139] pour une démons-
tration).

PROPOSITION 1.3. Si A =C[x1,... ,Xn), alors dhg(A) = n.

Une conséquence de cette proposition est que tout A = C[x1,... , Xn)-module M de type fini
admet au moins une résolution projective de longueur au plus n.

1.2. Equivalence des systémes. La théorie des modules ne permet pas de dissocier deux
modules isomorphes car ils sont considérés comme un méme objet. Nous avons montré au pré-
cédent chapitre comment l'on pouvait associer un A-module M a toute matrice R a coefficients
dans un anneau A. Ainsi, deux systémes de contréle, définis par deux matrices R et R', sont égui-
valents au sens des modules si les deux A-modules M et M’ sont isomorphes. Cette équivalence
correspond 4 celle désirée en théorie du controéle, comme nous le montre I’exemple suivant.

ExXEMPLE 1.5. Considérons le systéme polynomial suivant
(36) j—2y—tu+u=0,

et soit le R[4 ]-module a gauche M associé a ce systéme, défini par la résolution libre suivante

0—AB 82T M —0,

avec R = (di:; -2 % - % +1). Appelons y = 7(e;) et u = w(ez), ou {e1, ez} est la base canonique
de A%, nous avons alors dans M 1’équation (36), ainsi que ses combinaisons linéaires sur R[j‘t].
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Soit un deuxiéme systéme sous la forme de Kalman, défini par:
=1z
(37) 2 =222+
z=—z! + 12
On lui associe le A-module M’, défini par la présentation suivante

0— A3 B 44 ™ M —s0,

0 0
-1 0
1
Appelons z! = 7'(e;),z? = = m'(eq), ou {e},e5 €5, €4} est la base
canonique de A%.
Considérons maintenant le morphisme f : M — M’, défini par

{ fy) =2,

flu)=v

Nous avons en effet f(§ — 2§ — it +u) = f(0) = (Sz —24)f(y) — (& —1)f(u) = (Ix -2 &)z -

(% —1)vet (34;’-_; -2 %) {dt 1)v =0, donc f(0) = 0 et f est bien un A-morphisme. Scnt le

A-morphisme g : M' - M, défini par

et on vérifie alors facilement que g o f = id)s et f o g = idpys. D’o0, I'isomorphisme suivant :
M==M.

Munis de cette équivalence, nous allons maintenant voir les différentes conséquences sur les
matrices R et R'.

1.2.1. Morphismes de complezes et homotopies.

d
DEFINITION 1.4. Soient ... — P, L1 Py —...et...— P — P, — ... deux
complexes de A-modules, alors nous appelons morphisme de complexes f : (P;,d;) — (P:,d:] la
donnée de A-morphismes f; : P; = P; telle que nous avons le diagramme commutatif suivant :

oMo e
(38) T firr T fi t fie

d; d;
— Py 3 P 5Py —...

c-a-d, d o f; = fi_1 odi, Vi.

— P i
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EXEMPLE 1.6. Avec les notations de ’exemple 1.5, nous avons le morphisme de complexe g
suivant :

d .

i .
0 &2 -10
1 -1 01

Si 'on appelle U (resp. U’) la matrice associée au morphisme A* — A? (resp. A% — A) dans
les bases canoniques, alors nous avons la relation matricielle U' R = R'U.

PROPOSITION 1.4. Soit f : (Pi,d;) = (P/,d;) un morphisme de complezes, alors nous avons
pour tout i :

- fi(kerd;) C kerd;,

- fi(imd;y,) C imd;,,,
ce qui induit un A-morphisme H;(f) des modules d’homologie de P dans ceuz de P', c-i-d,
H;(f) : Hi(P) = kerd;/imd;+; — H;(P') = kerd;/imd;_,.

PREUVE. Considérons la diagramme commutatif exact (38).

- Soit k; € kerd;, alors (fi—; o d;)(ki) = (d: o fi)(ki) = 0= fi(k;) € kerd], d’ou fi(kerd;) C
ker d.

- Soit p; € imdiy1 = 3 piy1 € Piy1,pi = dina(piv1) = filpi) = (fi 0 disa)(Pig1) =

(di1y © fi+1)(pi+1). Donc, si 'on note p} = fi(p;), alors p} = di, (fi+1(pi+1)) € imd}y,.
— D’apres ce qui précéde, nous avons le diagramme commutatif exact suivant

0 — imdis; 2> kerd; = H;(P) —0
(39) fi ) I fi 1 Hi(f)

0 — imdl,, 2+ kerd, —» H;(P') — 0,

ou j; et j! sont les injections naturelles et H;(f) est le morphisme défini par H;(f)(h:) =
(7} o fi)(ki) avec m;(k;) = h;. Ce morphisme est bien défini car il ne dépend pas du choix
de I'antécédent k; de h; choisi: s'il existe l; € kerd; tel que m;(k;) = h; = m;(l;), alors
ki — l; € kerm; = imd;y, donc il existe p;+; € imd;4+, tel que Jipiv1) = ki = l; =

(7} © fi) (ki = li) = (7} 0 ji o fi)(Pis1) = 0 = (m} o fi) (ki) = (m; o fi) (i) = Hi(f)(ks).
O
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EXEMPLE 1.7. Le morphisme de complexe g de I'exemple 1.6 induit le morphisme H(g) :
M' = A*/A3 R' — M = A%?/AR, défini par:

d

% =& 1
—)
1
0

)

H(g)(ayz1 +a2z9 + a3v +ag2) =7'((a1 a2 a3 a4)

-1) +a23d—t +a4)y — (a1 + a2 — a3)u,

c-a-d, nous avons:

:‘ <
|
IS

‘-C?*‘-C?‘CS

(9)(
(9)(
(9)(
H(g)(

LEMME 1.1. Soient f : P' = (P/,d;) - P = (P;,d;) et g : P = (P;,d;) - P" = (P!,d!)
deuz morphismes de complezes, alors nous avons :

- Hi(go f) = Hi(g) o Hi(f), V1,

- Hi(idp) = idgy,p), Vi.

PREUVE. Nous avons H;(f) : Hi(P') — H;(P) défini par H;(f)(h]) = (mi o f;)(p}) avec
m;(p}) = h € H;(P') et ne dépendant pas de I’antécédent p} choisi de k! (voir la proposition 1.4).
De méme, nous avons H;(g) : Hi(P) = H;(P") défini par H;(g)(h:i) = (7} 0gi)(pi) avec 7! (p;) =
h; et Hi(go f) : Hi(P') — H;(P") défini par H;(g o f)(h}) = (n} o gi o f;)(p}) avec mi(p]) = h;
et ces morphismes ne dépendent pas des a.ntécédents choisis. Maintenant, (H;(g) o H;(f))(h}) =
Hi(9)(Hi(f)(h})) = Hi(g)((mi o fi)(p})) = (m 0 gi)(fi(p})) = (7] 0 gio f:)(P') = Hi(go f)(P'

d’ou le résultat. Le deuxiéme point est éVJdent

DEFINITION 1.5. - Un morphisme de complexe f : (P;,d;) — (P’ d.) est homotopique
a zéro s'il existe des A-morphismes s; : P; = P;,, tels que f, =dj,; o s; + sj—1 o dj, pour
tout . Le morphisme gradué de complexe s : (P;,d;) = (P[,,,d;], ) est appelé homotopie
et nous avons alors le diagramme suivant :

'

d; ., d
— P, =5 P — P, —..

(40) Nsiait finn Nsi 1 f: N i1t fia
— P, d‘—+£ & -d-‘-> Pi—l — i

— Deux morphismes de complexes f, f' : (P;,d;) = ( ‘,d;) sont homotopes si f — f' est
homotope a zéro, c-a-d 3s; : P; = P/, tel que f; — f{ =d; , 08 + 81 0d;, Vi.

- Un complexe (P;,d;) est homotope & zéro si le morphisme de complexe identité idp :
(P;,d;) = (P;,d;) et le morphisme de complexe 0 : (P;,d;) = (P;,d;) sont homotopes,
c-a-d 3s; : P, = P}, tel que idp, = d; 4+1°8i +8i-10d;, Vi.

- Un morphisme de complexe f : (Phd) (P/,d;) est un homotopisme s’il existe un
morphisme f': P' — P tel que fo f' —idpr et f' o f —idp sont homotopes a zéro. Les
complexes P et P’ sont alors dits homotopiquement équivalents.
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Remarquons que la relation “f est homotope a ¢g” est une relation d'équivalence,

PROPOSITION 1.5. Soient deur morphismes de complezes f,f' : (P;.d;) = ( d;)
topes, alors [ et f' induisent le méme mo:r-phz'sme d’homologie, c-a-d Hi(f) = ) H,
kerd;/imd;+1 — H;(P') = kerd;/imd,_,, V

homo-
(P

PREUVE. Puisque f et f' sont homotopes, nous avons f; — f! = d;,, o s; + si-10d;, V .
Pour tout h; € H;(P), avec les mémes notations utilisées ci-dessus, nous avons H;(f — f')(h;) =
(who(fi— f1))(k:) avec k; € ker d; vérifiant m;(k;) = hy, d’ou Hi(f — f')(hi) = mio(di,,08i+8i—10
di)(ki) = (n}od.,, os;i)(ki). Or di,(si(k:)) € imd;,, = m ((diyy © 8i)(ki)) = 0 dans H;(P').
Dou H;(f — f') = 0= Hi(f) = Hi(f"). O

Un exemple classique de suites homotopes est donné par les suites exactes scindées, comme
nous le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 1.6. Une suite exacte courte de A-modules
P:o—M-LML M —o

est scindée ssi le morphisme de compleze idp : P — P est homotope & zéro, c-a-d la suite ezacte
P est homotope a zéro.

PREUVE. Dire que la suite exacte définie par P est scindée est équivalent a l'existence d'un
morphisme h : M” — M tel que g o h = idjy~ et donc, d’aprés la proposition 1.3, il existe
k: M — M'tel que ko f =idpy et fok+hog = idp et nous avons alors le diagramme suivant :

0— M LM L M" —o

idye | Nk [lidy A || idae
0— M LM L M —o.
Donc le morphisme idp : P — P est homotope a zéro. Réciproquement, si idp : P = P
est homotope & zéro, alors il existe des morphismes k : M — M' et h : M" — M tels que
goh = idyw, ko f = idyy et fok + hog = idpy et donc la suite exacte définie par P est
scindée. 0O

EXEMPLE 1.8. La suite exacte P définie a ’exemple (6) est une suite scindée, donc le mor-
phisme idp : P — P est alors homotope a zéro.

Par extension, nous avons alors la définition suivante.
DEFINITION 1.6. Nous dirons que le complexe de A-modules
di d,‘
P:— Py 3PP —..

est scindé si le morphisme de complexe idp : P — P est homotope & zéro, c-a-d s’il existe
si : P, = P,y pour tout 1 tel que idp, = d;41 © 8; + si—1 o d;, V4. On dit alors que le morphisme
gradué de complexe s : P — P est une homotopie contractante.

DEFINITION 1.7. Un morphisme de complexe f : P = (P;,d;) = P’ = (P],d;) est appelé

un homologisme si le morphisme f; : H;(P) = kerd;/imd; — H;(P') = kerd;/imd} est un
isomorphisme pour tout 1.
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PROPOSITION 1.7. Soient P = (P;,d;) et P' = (P/,d;) deur compleres homotopiquement
équivalents, alors H;(P) et H;(P') sont isomorphes pour tout i, c-a-d il existe un homologisme
de P dans P'.

PREUVE. Puisque P et P’ sont homotopiquement équivalents, alors il existe deux mor-
phismes de complexes f : P — P’ et g : P' — P tels que g o f est homotope a idp et f o g est
homotope & idp:. Donc, par la proposition 1.5, nous avons H;(go f) = H;(idp) & H;(g)oH;(f) =
idg,(p) ainsi que H;(f o g) = Hi(idp) & Hi(f) o Hi(g) = idp,(pr), en utilisant le lemme 1.1.
D’ou le diagramme suivant

H;(f)
—

0 — H;(P) H;(P') — 0,

1)
et donc H;(P) = H;(P') pour tout 7, c-a-d f est un homologisme de P dans P’ et g est un
homologisme de P’ dans P. O

EXEMPLE 1.9. Nous verrons au prochain paragraphe deux exemples importants (exemples
2.5 et 2.10) d’homologismes de complexes.

1.3. Equivalence homotopique.
1.3.1. Equivalence des modules.

PROPOSITION 1.8. Soient (P;,d;) une résolution projective d’un A-module M et (P;,d}) une
résolution projective d’'un A-module N. Alors, tout A-morphisme f : M — N induit un mor-
phisme de compleze de (P;,d;) dans (P},d;), unique @ une homotopie prés.

PREUVE. Soit f : M — N un A-morphisme, alors nous devons montrer ’existence d’un
diagramme commutatif exact tel que celui ci-dessous

d d; d;_ d} d! d,
P:.... - P, 3 p Hp, .3 P35 P> N—0

(41) T fin tfi T fiz th T fo tf
P:... — P,, M p Sp, % % pd pd pm_o,

ot les morphismes f; satisfont djo f; = fi_j0d;, Vi > 0, avec f_; = f. Nous avons le diagramme
suivant

! d‘O

FPB— N—/0,
fo'lN' T fodo
Py

ou fo existe car Py est un A-module projectif et il vérifie dj o fo = f o dy. Nous avons alors
dyo foody = fodyod, =0 = im(fpod;) C kerdj = imd}. Nous avons donc le diagramme
suivant

P4, imd, —0,
NN tfed
Py
ou f, existe et vérifie dy o fi = fopod; car P, est un A-module projectif. En continuant de
méme, on trouve le diagramme commutatif exact (41). Supposons maintenant qu’il existe un
autre A-morphisme g; : P; — P/ vérifiant d} 0 g; = g;—1 od;, 1 > 0, avec g_; = f. Nous avons
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alors djo (fo—go) = (f — f)odo = 0 = im (fo — go) C kerdj, = imd et nous avons le diagramme
suivant

P 4, imd; — 0,
so™. Tfo—g0
Py

ou sp existe et vérifie fo—go = d} 0sp car P, est un A-module projectif. En posant s_y =0: M —
P}, nous obtenons alors fo — go = dy 059+ s_1 ©dp. De plus, nous avons dio(fi—g1—spod;) =
diofi—djog—djosgod; = food —goody —djosgod = (fo—go—djosg)od =0 car
fo—go —dj 0 so =s—-10dp et donc im (fi — g1 — s od;) C kerd] = imd5. Nous avons alors le
diagramme commutatif suivant
J d’z 2 !
P, — imdy; — 0,
si\N\ Th-g1—-sod
Py

ou s existe et vérifie f — g1 = dj 0 81 + spod; car P; est un A-module projectif. En continuant
de méme, nous trouvons que f et g sont homotopes. O

EXEMPLE 1.10. Considérons I'équation différentielle y(™) + ay™V + ... +ay=0etle
systéme
il =72,
#2 = 73,
(42)
in—l _— In‘

" 1

=—a1z"— ... — QT .

~

Montrons comment la théorie des modules permet de parler de I’équivalence de ces deux systémes.
Soient A = ]R[d—":] I’anneau commutatif des opérateurs différentiels scalaires a coefficients constants

et 0 — A -5 A 3 M — 0 une résolution libre du A-module a gauche M = A/AR
avec R = ()" + ai1($)"' + ... + an. Notons y = =(1) alors, nous avons dans M ’équation
y™ + a9V 4+ ...+ ayy = 0, ainsi que toutes ses combinaisons linéaires sur A. De méme, soit

0 — A" &5 A" T M’ —5 0 une résolution libre du A-module & gauche M’ = A" /AR’ avec:

L =i U st
d

dt
0 -1 ... 0 0

dt

o 0 o0 .. % -
ap Qp—-1 Gp-2 ... Q2 %-{*01

Notons z* = 7’(e;) ol e; est le i®™® vecteur ligne de la base canonique A", alors nous avons dans
M’ les équations (42) ainsi que toutes combinaisons A-linéaires de ces équations. L’élément y
(resp. la famille {z!,... ,z"}) est générateur de M (resp. génératrice de M'), donc pour définir
un A-morphisme f de M dans M’ (resp. un A-morphisme g de M’ dans M), il nous suffit de
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connaitre f(y) en fonction de {z!,... ,z"} (resp. g(z'),7 = 1.... ,n en fonction de y). Ainsi,
définissons le A-morphisme f : M — M’ par f(y) = z'. On vérifie bien que f(Ry) = f(0) =0
et f(Ry) = R f(y) = Rz! = 0. Définissons aussi le A-morphisme ¢ : M' — M par:

[ g(z!) y

g9(z?) y:
9(z®) =4,

[ g(z") =y» 1.

On vérifie bien que g(z* — zi!) = 0 = (&)y{®) — y!
oot anz!) = 0 = y™ 4+ a1y™Y 4+ ... + a,y. Nous avons alors (g o f)(y) = g(z!) = y et

(fog)(z') = f(ym) =z',Vi=1,...,ndonc go f =idys, f o g = idpp. Ainsi, nous avons
M =M,

) pouri=1,...,n—1et g(z" +a;z" +

ce qui traduit, dans le langage de la théorie des modules, le fait que les deux systémes sont
équivalents.

Nous avons un A-morphisme g : M’' — M donc, par la proposition 1.8, il existe un morphisme
de complexe entre la résolution libre de M’ et celle de M. Le A-module A™ étant un module
projectif, il existe un morphisme gg rendant le diagramme suivant commutatif

AS M —0,
g\ tgon
A'I"l
et pour le déterminer, on utilise la méme méthode qu’a I’exemple 2.24 du chapitre 2 : nous avons

(gon')(er) = g(z') =y = m(1),
(gon')(e2) =9 =m(F),

(907)(en) = 9(z") = V) = n(($)D),
et donc gp peut étre défini par

gﬂ(el} = ]-ds
gole2) = &,

go(en) = (a‘!{)n_l-
Si nous appelons U = (1 gf (%)"'1]‘, nous avons alors le diagramme commutatif exact
suivant :
A S5 M—0
Ut gt
A I M .
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Puisque A™ est un A-module projectif, nous savons qu’il existe un morphisme g, : A" — A,
déterminé par la matrice U’ dans la base canonique de A", qui rend commutatif le diagramme
suivant

sy A S B~
g\ T.RU
Aﬂ
avec R'U = (0 ... 0 R)’. Nous devons donc résoudre U' R = R'U et on montre facilement que
ce morphisme est défini par U’ = (0 ... 0 1)

De méme, nous avons un A-morphisme f : M — M’, alors, par la proposition 1.8, il existe
un morphisme de complexe entre la résolution libre de M et celle de M’. Nous avons (fom)(1) =
f(y) = ! = 7’(e1) et donc si I'on note fo : A — A", défini par fo(1) = e, alors nous avons le
diagramme commutatif exact suivant :

AL M —0.

fo'lN tTfom
A

Le morphisme fo est décrit par la matrice V/ = (1 0 ... 0) dans la base canonique de A.
Puisque A est un A-module projectif, il existe un morphisme f; rendant le diagramme suivant
commutatif
0— A"E RAn 0,
hN t.RV'

A
avec RV = (R 0 ... 0). Ce morphisme est unique car .R’ est un monomorphisme et s’il est
décrit par la matrice V = (b; b2 ... b,) dans la base canonique de A, alors V' doit vérifier la
relation V R' = RV’, c-a-d les b; € A doivent satisfaire le systéme suivant
(b1 % +bnan =R,

—by+ by § +bpan_y =0,

—bp—2 + bpn—1 3‘% + bpaz =0,
([ —bn-1+ba(§ +a1) =0,

2 3
et nous obtenons b,_; = b,;(jii +a1) = bp2= bn(:—tg + a; 3‘% +a3) = bp-3 = bﬂ(d%'g' +a; 24':? +
as % +a3) =>...=2>b=b, ((%)“'l + 01(%)“'2 + ag(a‘%)“'s + ...+ ap—1). En substituant b,
dans la premiére équation du systéme, nous obtenons b, R = R = b, = 1 et donc

L -t . 2
Vz((%)“ Lo (4) 24+ a(d)" 3 +...4any ... SZtarf+e $+a 1).

Nous avons alors le diagramme commutatif exact suivant

0— A A s M—50

(43) 2 T U ¢ o R gtl f
0— A B gn 2y M'—0

et nous avons les relations matricielles suivantes U R=R'U et VR' = RV'.
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Remarquons finalement que nous pouvons traiter de maniére identique le méme systéme avec
les a; dépendant du temps. Nous avons montré dans 'exemple 1.5 qu'un méme systéme, écrit
sous la forme de Kalman ou sous une forme polynomial, détermine le méme module et donc que
ces deux formes sont deux résolutions libres différentes du méme module.

EXEMPLE 1.11. Reprenons l'exemple 1.5. En raisonnant comme précédemment, nous obte-
nons le diagramme commutatif exact suivant

0— A B A2 I pm—o,
UtV UtV gtlf

0— A3 B a0 I Mo

ou les matrices U,U’,V et V' peuvent étre choisies comme ci-dessous:

d
4_1 -
-1

1
0

U =

d
dt
0
1

REMARQUE 1.2. Nous venons de voir que si f : M — N est un morphisme entre deux A-
modules, alors f induit un morphisme de complexes entre la résolution de M et celle de N. Mais
réciproquement, la preuve de la proposition 1.8 nous montre bien que s’il existe fo : Py = P
tel que im (fp o d;) C imd, alors fp induit a la fois une morphisme de complexe mais aussi un
morphisme entre M et N. Voir I'exemple 1.7.

COROLLAIRE 1.1. Soient (P;,d;) et (P!,d.) deuz résolutions d’un méme A-module M, alors

1 ]
il eziste un homotopisme entre (P;,d;) et (P}, d;).

PREUVE. En prenant I'identité idys : M — M comme morphisme, nous obtenons, grace a la
proposition 1.8, I'existence de morphismes f; : P, — P} vérifiant f;_; od; = d;o f;, i > 0, avec
f-1 = idp. De méme, il existe des morphismes g; : P; — P; vérifiant g;_y od; = d;og;, 1 > 0,
avec g—1 = idp. Dot (gi—1 © fi-1) o d; = gi—1 o d} o f; = d; o (g; o f;), alors le morphisme de
complexe identité id : (P;,d;) — (P}, d;) et le morphisme de complexe h : (P;,d;) = (P;,d;),
défini par h; = g; o f;, sont homotopes grace a la proposition 1.8, d’ou il existe s; : P; = P4
tel que idp, — gi o fi = diy1 08; +8i—10d;, i > 0. De méme, nous avons d; o (f; o g;) =
(fi—10di)og; = fi—109i—10d;, ceci implique que les deux morphismes de complexes idp : P’ — P’
et k : P’ — P', défini par k; = f; o g, sont homotopes, d’ou il existe s} : P{ — P/, tel que
idp, — fi 0 gi = diy108; + 8,_, od;, i > 0. Ainsi, les deux résolutions (P;,d;) et (P/,d.) sont
homotopiquement équivalentes. O

EXEMPLE 1.12. Nous avons montré dans I'exemple 1.10 que M’ = M. Ainsi, d’aprés le
corollaire 1.1, il existe un homotopisme entre les deux résolutions libres de M et M’. En effet,
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du diagramme (43) de I’exemple 1.10, on déduit le diagramme commutatif exact suivant
0— A" H an 5 M —0
t.v 5" h
0— A B a4 —o M —o

i ih Tl Tg

0— A° BB a4 5 M —o.

qui, par composition, donne le diagramme commutatif exact suivant

0— A L — M —0

T.(U'V) T.(UV") [l id s
0— A By an — M —0
car f o g =idy et ou les matrices U'V et UV' sont définies par

0
0
0
(%)"“1 0 ... 0 ee. bo
avec b, = (%)“'1 - al{%)"‘z +...+anp-1, ..., b3 = (‘-1%)2 - al(‘%) + ag, by = (3‘%) +a; et
b, = 1. En raisonnant de méme qu’a la proposition 1.8 et au corollaire 1.1, et en remarquant que

.R' est un monomorphisme, nous savons qu’il existe une unique matrice S telle que nous avons
le diagrammme commutatif suivant

0— An-E, Ran 0,
TN t.(In-UV")
Aﬂ.

oti I,, est la matrice identité n x n. Nous devons donc résoudre le systéme SR’ = I, — UV’ et un
calcul élémentaire donne

/0

- )2

g i (g L
( n—-3

\ _( t)n—? g) =3 )

Nous avons alors la relation matricielle I, = UV’ + SR'. De plus, nous avons (I, — U'V)R' =
R'(I, -UV') = RSR' = (I, -U'V-R'S)R =0= I, —U'V — R'S = 0 puique .R' est
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un homomorphisme. Donc, nous avons la nouvelle relation matricielle I, = U’V + R'S. Nous
pouvons faire de méme avec la résolution de M et nous obtenons

0— A £ 2 — M —0

+ VU +.V'U || idps

0— A B A — M =5

car go f = idpy, ou V'U =1 et VU’ = 1. D'on, les deux résolutions du A-module & gauche
M = M' sont homotopiquement équivalentes.

EXEMPLE 1.13. Nous reprenons l'exemple 1.5. En raisonnant de la méme fagon que pré-
cédemment, on montre que I, = V'U, 1 = VU Iy =UV'+ SRet I3 =U'V + RS avec
.S : A% 5 A3 défini par:

-1 -4+1
—f =

0

0 0 0

Ainsi, les deux résolutions libres du module M, définies a '’exemple 1.5, sont homotopiquement
équivalentes.

1.3.2. Equivalence sur un anneau principal. Donnons quelques résultats sur I’équivalence des
systémes sur un anneau principal. Rappelons tout d’abord la situation bien connue en controle
de 'anneau A = R[s]. Nous renvoyons le lecteur a [5, 17, 50, 81] pour plus de détails.

Soit R une matrice ¢ X p (¢ < p), de rang générique maximal et a coefficients dans R[s].
Alors, par application des trois opérations élémentaires suivantes :

- échanger deux lignes ou deux colonnes,

- multiplier une ligne ou une colonne par une constante,

- additionner le produit d'une ligne (resp. colonne) par un polynéme & une autre ligne (resp.
colonne),

nous obtenons une matrice R’ équivalente 3 R et définie par

R =U'RV,
ou U’ et V' sont deux matrices élémentaires (donc unimodulaires). Ainsi, on peut démontrer
que, pour toute matrice R, il existe une matrice équivalente R’, appelée forme de Smith de R et

définie par
R = ( diag{a; (s),ag{(Js),... yaq(s)} g )

ou les polynomes a,(s), appelés facteurs invariants de R, vérifient a,(s)|ar4+1(s),1 <r <gq.
2
s+1 -1

EXEMPLE 1.14. La matrice R = ( =} B =i

) a pour forme de Smith la matrice

1 0 0 : - .
R= ( 0 s2 0 ), car nous avons la relation matricielle suivante

1

(100)_(10)(32+1 -1 1) g? i
2 - —: 2 - —
0 s¢ 0 1 1 1. 41 -1 1 1 —s2-2
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r . 2 2 . - . 4
avec U’ et V' deux matrices élémentaires. Les facteurs invariants de R sont alors 1 et s*. Au
niveau des modules, nous avons alors le diagramme commutatif exact suivant

0— A B8 L M—o
.L‘” T‘L _U.f—l .lﬂ_—l T-L .V"‘
0—s A2 LA ISR ¥

qui induit un isomorphisme entre M et M’. De plus, la structure diagonale de R’ entraine:
M =A/A® AJAs*® AJA0 = A/As* ® A.

La proposition suivante montre que la notion de facteurs invariants existe pour tout anneau
principal A.

PROPOSITION 1.9. Soit M un A-module & gauche de type fini sur un anneau principal com-
mutatif A, alors il existe deuz entiers r,s et des éléments non inversibles ay, ..., a, de A, vérifiant
ai11 € Aa;, pouri > 1, tels que:

M=) AlAe;® A

i=1
Les nombres v et s, ainsi gue l’ensemble des idéauxr A a;, sont uniquement définis par M.
1 q (¥ p

Nous renvoyons a [15] pour une preuve.

REMARQUE 1.3. Grace a la proposition précédente, deux modules sur un anneau principal
A sont isomorphes ssi ils ont le méme nombre 7, les mémes idéaux Aa;, 1 < i < r et le méme
nombre s. Si de plus, M est défini par une matrice R de rang maximal, alors a; ...ax est le pged
des mineurs k x k de R [15].

EXEMPLE 1.15. Considérons les systémes équivalents y —u = 0 et
il =0,
2 =z +v.
En raisonnant comme & l’exemple 1.12, nous obtenons alors le diagramme commutatif exact
suivant

0— A B A wr—an
(44) Ll .V UV gt f
00— A2 2 Xy M —0,
d 2 g(ml) =g}—-u,
9(v) =u,

v=(001):
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~

On vérifie facilement que go f = idpas et fog = idpp, d'ot M = M'. Ceci est bien en accord
avec le fait que la forme de Smith de R est (a‘ir 0) et celle de R’ est:

10 0
0o £ 0)°
Dou, M= A/AL dAet M= A/A®A/AS©A=A/AL A

1.4. Théoréme de la suite exacte d’homologie.

PROPOSITION 1.10. Soient 0 —s M’ —L5 M —%5 M" — 0 une suite ezacte de A-modules et
(P!,d.) (resp. (P/',d!)) deuz résolutions projectives de M' et M". Alors, il exziste une résolution
projective (P;,d;) de M vérifiant P, = P! @ P/'.

PREUVE. Nous pouvons construire le diagramme suivant

0 0 0

T T T

00— M' —!—> M = M" — 0

Tdy T do Tdg
0— P, -5 PBeRl = P —0,

car Py est un A-module projectif, donc il existe hg : Py’ = M tel que g o hg = djj. On peut alors
définir dy : Py & Py — M par do(py + pg) = (f o dy)(ph) + ho(ph)- On vérifie que gody = dfj o mp
et fody = dgoig. Le A-morphisme dy est surjectif car, si m € M, alors, puisque dj est surjectif,
il existe py € Py tel que g(m) = dj(pg) = (g © ho)(pg) = m — ho(py) € kerg = im f, d’ou il
existe m' € M’ tel que m — ho(pg) = f(m'). Or, dj est surjectif, donc il existe py € Py tel que
dy(pj) = m', et nous obtenons m = (f odp)(py) + ho(py) = do(py + Pg), ce qui prouve que dp est
surjectif. En appliquant le lemme du serpent, on obtient que la suite 0 — ker d — kerdp —»
kerdy — 0 est une suite exacte. Puisque kerdy = imdj et kerdj = imd{ alors, nous avons le
diagramme commutatif exact suivant

0 0 0
T T T

0— kerdy — kerdy — kerdy —0
tdy td tdy

Tl

0— P -5 PleP! = P! —0,

avec d; défini comme précédemment. Par récurrence, on obtient la proposition. a

DEFINITION 1.8. Une suite de complexe (P;,d;) L (P}, d;) = (P{,d!) est dite ezacte si

la suite P, 2= P! 2% P! est exacte pour tout n.

Le théoréme suivant est appelé le théoréme de la suite ezacte d’homologie. Nous verrons
au prochain chapitre que ce théoréme est important pour définir de maniére intrinséque toute
propriété de modules définie a l'aide de foncteurs.
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THEOREME 1.1. Soit 0 — (P}, d) = (P;,d;) 2y (P!',d!) — 0 une suite ezacte de
complezes, alors il eziste des morphismes 0; : Hi(P") — H;_(P) tels que la suite

.. — H(P) D mp) B9 gyp) s g (P) P B () S (P —

est exacte pour tout 1.

PREUVE. Nous avons le diagramme commutatif exact suivant pour tout 2

0 0 0
4 + d
0 —  kerd), kerd; 4, kerd},
4 $
0— B : P P!, —0
bdiy, ddiy ddi
0 — B AN P 2y P! —0

1

1 l 1

cokerd;_ coker d; 41 cokerd] , —0,

i \’
0 0 0

et donc, en lui appliquant le lemme du serpent, on obtient la suite exacte suivante pour tout ¢:

(45)

é
0 — kerd,,, — kerd;4; — kerd},, — cokerd},; — cokerd;;; — cokerd;,; — 0.

En utilisant la suite exacte 2 de la proposition 1.3, nous obtenons le diagramme commutatif
exact suivant ou I'exactitude des deux suites horizontales centrales est donnée par la suite exacte
(45) :
0 0 0
1 i {
H;(P') H;i(P) H;(P")
l il 4
cokerd; coker d;41 cokerd; ; —0
1K 1 K
0 — kerd]_, kerd;_,
{ 1]
Hi_1(P') H;_,(P)
') 4
0 0

En appliquant a ce diagramme le lemme du serpent, on obtient la suite exacte

H;(P') — Hi(P) — H;(P") 2 H;_1(P') — H;_1(P) — H;_(P").
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1.5. Equivalence projective. Le lemme suivant est appelé le lemme de Schanuel.

LEMME 1.2. Soient0 — L — P - M — 0 et 0 — L' — P' = M — 0 deuz
suites exactes avec P et P' deuz A-modules projectifs. Alors nous avons

LeP=L"=L'gP

ot L" est le noyau du morphisme ¢ : P& P' — M, défini par v¥(a,b) = ¢(a) — ¢'(b),V (a,b) €
PeoP.

PREUVE. Considérons le morphisme v : P® P’ — M défini par V (a,b) € P& P’ : ¢(a,b) =
¢(a)—¢'(b). Si nous appelons L” le noyau de 1, nous avons alors le diagramme commutatif exact
suivant :

0
1

0— L —

l
0— L' —

i
0— Q@ —

i}

0
Le conoyau @ du morphisme induit L — L"” est isomorphe au A-module projectif P, ce qui
entraine que la premiére suite exacte verticale se scinde. Nous avons alors L"” = L & P'. En
raisonnant de méme avec ¢’ a la place de ¢, on obtiendrait L” = L' @ P, d’ou le résultat. O

"
N o
s
l
o

O+ VD
S+ = +o
=)

Lole

La proposition suivante est une extension du lemme de Schanuel a de longues résolutions
projectives. Elle se démontre de méme que le lemme précédent, en utilisant une récurrence.

PROPOSITION 1.11. Sotent

d; di- d
...—)H—')R_l—]iPi_g—-}...—lipoﬂi M—*O,

d; d;_ d,
e.— Pl 5P T3P ,—...HP—> M-0,

deuz résolutions projectives du méme module M, nous avons alors:
kerd; ® P/ ®P1®.. ® Py 2kerd. ® P, ®P_,0...9 PR,
En particulier, kerd; est un A-module projectif ssi kerd; est un A-module projectif.

DEFINITION 1.9. Soient M et N deux A-modules, alors nous dirons que M et N sont pro-
jectivement équivalents s’il existe deux A-modules projectifs P et @ tels que:

MeP=NaQ.

REMARQUE 1.4. La relation “M est projectivement équivalent & N” est une relation d’équi-
valence. Une résolution d'un A-module M n’est pas définie de facon unique mais est déterminée
a une équivalence projective prés, grace 4 la proposition 1.11, c-a-d si P = (P;, d;) et P' = (P}, d;)
sont deux résolutions de M, alors pour tout %, il existe des A-modules projectifs Q; et Q; tels
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que kerd; ® Q! = kerd; ® Q;. Toute résolution libre est en particulier une résolution projective
puisque tout A-module libre est projectif. Donc, d’aprés le lemme 1.2, les modules de syzygies
ne sont pas uniques mais sont déterminés a une équivalence projective pres.

DEFINITION 1.10. Soit un A-module a gauche M défini par
P4 Py — M —0,
alors on note par N = coker d} le A-module a droite défini par
&
(46) P — Pf — N — 0,
ou d} est I'opérateur transposé de d, au sens de la définition 2.8 du chapitre 2.

Le théoréme suivant sera, par la suite, d'une grande importance. Cependant, n’ayant pas
trouvé dans la littérature de preuve de ce résultat, nous en proposons une.

THEOREME 1.2. Soit un A-module & gauche M défini par la résolution projective P =
(P;,d;), alors le A-module a droite N = cokerd] ne dépend que de M a une équivalence projective
pres. En d’autres termes, si P' = (P!, d.) est une autre résolution projective de M, alors il eziste
deuzr A-modules projectifs Q et Q' tels que:

coker d} & Q' = coker dy* & Q.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant, tiré de [88].

LEMME 1.3. Soient P . O By Doy M — 0 et Py i)- P i} M — 0 deuz résolutions
projectives de M et ¢ : M — M un isomorphisme. Alors, il existe un isomorphisme a : Py®P| —
P, ® P} et un isomorphisme f: L@ Pi®@ PRh® Py > PL®@P &P ® P tel que nous avons le
diagramme commutatif suivant :

d) ®idp+,,0
H@%@&@H(1”°)%®%

! !

0,idp, @d’
PP, PeP 2, pop

PREUVE. L’isomorphisme ¢ : M — M induit un morphisme ¢odp : Py = M et, puisque Py
est un A-module projectif, il existe vy : P — P tel que nous avons le diagramme commutatif

suivant
do

By y M > 0

b

P} LA » 0
c-a-d, dj o y9 = ¢ o dp. En raisonnant de méme avec ¢!, on montre qu'’il existe v{ : P§ = P tel
que dog o7y = ¢~ o djy. Soient o/, " : Py @ Py = Py @ Py définis par o/(z,y) = (z,y — 70(z))
et o''(z,y) = (z — v5(y),y). Les morphismes o' et o” sont de facon évidente des isomorphismes.
Soit a = o/~ oa”, alors nous avons (¢odo, dh) (0" (z,)) = ($odo)(z) — ($odo 075)(y) +dn(y) =
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(¢odo)(z) = (¢o(do,0))(z,y). De plus, (¢podo.dp)(e(z,y)) = (podo) () +dy(y) — (dyovo)(z) =
dy(y) = (0,dp)(z,y). Or, (¢odo, dy)(a”(z,y)) = ((¢odo, dy) oa’)(a(z,y)) = (0,dp)(e(z,y)), d’ou

$o (do,0) = (0,d}) o,

et nous avons le diagramme commutatif exact suivant :

0 — kerdg® P, — PBy@P, 2% M — 0

a |o

(Gl M > 0

0 —— Pydkerdy — P @ F,

Puisque ¢ et a sont des isomorphismes, alors il existe un isomorphisme, noté encore a : ker dy ®
Py — Py @ker djy. Maintenant, puisque ker dy = imd, et ker dj = imd}, nous avons le diagramme
suivant

dleidplo

P]@P& 1md1EBP6 — 0

E

PgGBimd"l — =

idp,®d",
Py® P ———

et en raisonnant de méme avec imd; @ P que précédemment avec M, nous obtenons un isomor-
phisme 3: PP®Py@P{® Py — Py® P, ® P, ® F tel que (0,idp, ®d}) o 8= ao(d; @idp[;,O),
d’ou le diagramme commutatif suivant :

d; @idp:,,0
P @ P,@ P ®p 22" popr

8l la

0,idp, &d’
Py@® Pl @ Pl op %), pop

REMARQUE 1.5. Une conséquence directe de ce lemme est que:

coker (d; ® idp:, 0)* = coker (0,idp, ® d})*.
? 0 D a)
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme.

PREUVE. Si P = (P;,d;) et P' = (P/,d}) sont deux résolutions projectives du A-module M,
alors on peut supposer que nous avons le diagramme commutatif exact suivant:

(47)
0 0

! |

P& Py @ P, P}

! !

4 y ' {d]@idp'o,()} .
0 — ker (d ®idp;,0) — PO P,@ @ P} ———2 P @ P,

!
l

0
Par le lemme 1.2, nous obtenons alors la suite exacte

ker d]_

(0|idP°'}

(48) 0 » Q' » Pl® Py ® P » P} > 0

ou Q' est le noyau du morphisme ker (d) ®idp;, 0) — ker d; induit par la projection P/®Py® Py —
P;. Donc, Q' = P{® Py est un A-module projectif. Ceci est bien en accord avec le fait que puisque
P} est un A-module projectif, alors la suite (48) se scinde et donc P{ @ Py @ Py = Fy ® Q', d’ou
Q' = P| ® Py est un A-module projectif. En appliquant au diagramme ci-dessus le foncteur
hom4(-, A), nous obtenons alors le diagramme commutatif exact suivant

0

(PlePy® Fy)*

dy @idp',,0)"
(Pro® P& Py® Py)* w

+

(Po ® Py)* <

P; B

T

0 0
ou nous avons noté N" = coker (d, @idp;,0)* et N = coker d; et ou la premiére suite horizontale
est exacte car duale de la suite scindée (48) (proposition 2.25 du chapitre 2). Par le lemme 1.2,
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nous avons alors la suite exacte 0 — N — N” — Q"™ — 0 qui est une suite exacte scindée
car @™ est un module projectif, d'ou N”" = N & Q™.

’

En raisonnant de méme avec la deuxiéme résolution F| — Fj — M — 0 et en substituant
la suite horizontale médiane du diagramme (47) par la suite exacte

0,d’ &id
WO, PPl s M ——s

0 — ker (0,d) ®idp,)) —— PO P &Py & F

nous obtenons alors N’ = N'@Q*, ou N’ = coker di* et N = coker (0, d; ®idp,)*. Or, N = N"
grace au lemme 1.3, d'ou N @ Q™ = N' @ Q*, ou encore:

(49) NeFPeP*=N@F; &P

EXEMPLE 1.16. Considérons le systéme suivant

dl ¥l = 0,
(50) 3 (d2y1 +diy2) =0,
dyy2 = 0.

correspondant en élasticité aux équations des petits déplacements rigides dans R?. On peut
montrer que le A = R[d;,ds]-module associé est défini par la résolution libre suivante (voir
chapitre 9 pour plus de détails)

0— A A3 2.5, M,

0
Ro=| 3d2 3dy |, Ri=(d} —2did, d?).
0 dy

En appelant y; = m(e;), ou {e;,e2} est la base canonique de A?, nous avons alors les équations
(50) dans M.
Considérons maintenant un second systéme d’équations:

[ dy 2 =0,
daz! =22 =0,
dy 2% =0,
dizt+22=0,
d22‘4 =0,
dy2® =0,

.

Nous verrons plus tard que ce systéme correspond a l’opérateur de Spencer du systéme (50). O
peut vérifier que le A-module M’ posséde la résolution libre suivante

0— A% 5 46 B, 43 ™ ap 0
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0
0
d;
dy
0

Si l'on note z; = 7'(e!), ou {e}, ..., e} est la base canonique de M’, nous avons alors les équations
(51) dans M".
Définissons le A-morphisme f : M — M’ par
{ fy') = 2;,
fly2) = 2%,

et le A-morphisme g : M’ — M par:

Nous avons alors go f =idps et f o g = idpy, d'oti:
M=M.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que nous avons alors le diagramme commutatif exact
suivant

0 — A By G R M =

V2t .U2 WY 1L.0 Vo1l gt f

R !
=% A3 i M —0

U= (dy —di -1),

2dy -
Nous avons alors UpVp = I, U1V} = I3 et UsV, = 1. Nous avons aussi I = ViU; + Si R,
I3 = VoUp + SoR} et I3 = VoUs + R} Sy avec le A-morphisme .Sy : A> — A® | défini par
0 0 00O0OO
So=|0 -1 0 00
0 0 00O

0
0
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et Sy : A® — A3, défini par:

Le théoréme (1.2) donne alors
N@ A= N' g A°,
Ry
oit N est défini par 0 «— N +— A3 & A2 et N’ par 0 «— N’ «— A5 2 43,
Le théoréme 1.2 montre que N défini par (46) ne dépend que de M & une équivalence

projective prés. Dans le cas des systémes de dimension projective plus petite ou égale & un, le
théoréme suivant montre dans ce cas-la que nous avons mieux.

THEOREME 1.3. Soient un A-module M tel que dp4(M) <1 et 0 — P, 25 Py 2 M —

W 3

d d _
0et0 — Pl — P} — M — 0 deuz résolutions projectives de M, alors, si l’on note
N = cokerd} et N’ = cokerdy", nous avons:

N=N'.

d, d;
PREUVE. SoientO——+P1—ﬂ+P9—d‘3+M——+0et0—>P{—‘)PO'—°)M—>Ddeux

. dﬂ
résolutions projectives de M, alors la suite exacte 0 — P — P & P 2 M — 0, avec
5 (po, Pp) = do(po) — dp(pp) et P = ker dy, est aussi résolution projective de M, gréace au fait que
dps(M) <1 et a la future proposition 2.13. Nous avons alors le diagramme exact suivant

0 0

l 1

K — ) 2 — 0
1 i 4
P

{

; d
- Py®P), = M—0

ou la deuxiéme suite exacte verticale est trivialement définie et ou K est le noyau de 1’épimor-
phisme P — P; induit par cette deuxiéme suite verticale. Nous obtenons alors K = P,. En
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dualisant le diagramme précédent, nous obtenons le diagramme commutatif exact suivant

0 0
T T
0+— K* «— P
T T
0« N'«— P & PoP;
T T

dl
0¢— N+— P +— Py

T T T
0 0 0

ou les deux suites verticales sont exactes car formées de modules projectifs, et N = cokerd] et
N" = cokeri*. En appliquant le lemme du serpent, nous obtenons N” = N. En raisonnant de
méme avec d, on obtient N” = N’ avec N' = cokerd;*. D’ou, N = N'. O

REMARQUE 1.6. Le théoréme précédent s’applique a tout systéme de contréle SISO, a tout
systéme sur un anneau principal (e.g. R[d—dt] ...), ou & un systéme défini par une matrice de rang
générique maximal. Ce théoréme montre que le A-module N = coker d] ne dépend que de M et
pas du morphisme d; de la résolution choisie de M.

EXEMPLE 1.17. Reprenons l’exemple 1.5. Nous avons montré que M = M’ et donc, nous
avons deux résolutions différentes du méme module. Nous avons alors le diagramme suivant

De— N & 4 &£ 4
V.1t U
0+ N’ ﬁ-‘{:— A3 {RJ_ A41
qui induit deux morphismes h: N — N’ et k: N' — N. Soit {fi1, f2, f3} une base canonique de

A3 et appelons z; = 7(f;), 2 = 1,2,3. De méme, on appelle z = #(1). Alors, nous avons dans N
les équations suivantes:

d? d
2(az—2&)=0 , ,_o=N=0.
2(—%+1)=0.

Nous avons dans N’ les équations ci-dessous :

Z;%+Z3=U,

—zn+2 (-2 -23=0,
'22:03

Z3=0,

=>31=Z2=Z3=0$Nf=0.

Finalement, nous obtenons N =0 = N'.

EXEMPLE 1.18. Nous reprenons ’exemple 1.15. Nous avons alors le diagramme commutatif
exact suivant :

(52)
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Dans le A-module N, nous avons I’équation suivante
d?
dt?
ot z = p(1), et dans le A-module N’, nous avons le systéme d’équations suivant

z(

Z9 =)
zo =0,

21(%—2220.
dt

ou, z; = p'(f1), 22 = p'(f2) et {f1, f2} est la base canonique de A%. Les matrices V et U’ induisent
des morphismes h : N — N’ et k : N' — N définis respectivement par h(n) = p’'(U’a) avec p(a) =
n et k(n') = p(V 1) avec p'(l) = n’ (voir exemple 1.7). Nous obtenons alors h(z) = p'(U’) = z; et

{ k(z1) =p(V f1) = z,
k(z2) =p(V fa) =z %
Alors, on vérifie facilement que nous avons ko h = idy et ho k = idy+, et donc N = N'.
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2. Foncteurs Ext et Tor

Dans cette section et dans les suivantes, nous allons montrer comment la théorie des modules
permet de donner une classification intrinséque des différents types de primalités ainsi que des
moyens effectifs pour les tester. En particulier, nous donnons une interprétation de la propriété
matricielle (53), appelée primalité faible, en terme d’absence de torsion du module M associé a
la matrice R. Nous verrons dans les chapitres 5 et 6 comment I’absence de torsion est liée a la
contrélabilité. Nous montrerons aussi comment les foncteurs tor et ext donnent des tests effectifs
permettant de vérifier cette propriéte.

2.1. Foncteur tor. L’idée d’introduire le foncteur tor en théorie du contréle nous est venue
de la lecture du papier [143). Dans ce papier, Smith fait ressortir le fait que si 'anneau A est un
anneau principal ou de Bezout, alors la propriété de primalité faible est équivalente a l'existence
d’une identité de Bezout, mais que c’est faux dans le cas général et en particulier pour l'anneau
Hoo(Cy ).

91.1. Sur la route du tor. Donnons la définition de primalité faible telle qu’on la rencontre
dans la littérature [47, 143, 169].

DEFINITION 2.1. Soient A un anneau intégre et R une matrice g x p d’éléments de A(g<p)
de rang maximum. La matrice R est dite faiblement premiére @ gauche si la propriété suivante
est vérifiée

(53) Vye K%, yRe A? = y € AT,
ou K = Q(A) désigne le corps de fractions de A.

EXEMPLE 2.1. Soient A = R[s] et R = (s(s +1) — s) une matrice & coefficients dans A et
K = Q(A) = R(s). Cette matrice ne vérifie pas la propriété (53) car nous avons:

%(s(s+1) —s)=(s+1 —1)€ A %%A-

Cette propriété est utilisée pour la stabilisation ou pour les factorisations copremiéres (cf e.g.
[47, 143, 169]). Donnons-lui un sens en terme de propriété de modules. Nous supposons pour
le moment que le rang de R est quelconque. Nous pouvons associer a la matrice R le A-module
a gauche M défini par la présentation finie suivante:

(54) 0 =% p AT =B v e y 0.

Appliquons le foncteur K ®4 - a cette suite exacte, nous obtenons alors la suite exacte suivante
car K est un A-module plat

0 — K@ L — K9 k@R, gp Mx®AT, o, M — 0,

ot le K-morphisme idg ®4 7 est simplement défini par:
(55) z(idx ® .R) =zR€ K?, z€ K.

Nous obtenons alors, par passage aux quotients, le diagramme commutatif exact suivant,
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0 0
l l
0 —s AY 2y AP : M —0
l 1 {
0— KosL — K7 (&R g, KeiM —0
! L L !
0— L' — (K/AY — (K/AP — (K/A)®sM —0,
| | !
0 0 0

et ou 'on a noté par L’ le noyau du morphisme induit sur K/A par K9 MESR K. Ce morphisme,
que nous noterons pour l'instant par 7 : (K/A)? — (K/A)P, est défini par
(57) Vze (K/A):7(z) =n"(y (idx ® .R)) = 7" (y R) € (K/A)?,

avec y € K9 satisfaisant z = 7'(y) et 7 ne dépend pas de ’antécédent y de z choisi. Par le lemme
du serpent, nous avons la suite exacte suivante:

(58) 0—L—K@sL—L - M—>K®sM— (K/A) ®4 M — 0.

Cette suite est équivalente a

0 —tM)— M —>KM — (K/A) @1 M — 0,
0 —L—K@sL—L —tM)—0,

ou t(M) est la partie de torsion du module M.
Supposons maintenant que la matrice R ait un rang maximum, donc L = 0, ce qui implique
que K ® 4 L = 0. La suite exacte (58) devient alors:

0—L -5 M—KesM— (K/A) @4 M —s 0.

Nous avons donc:

Or, tout élément 0 # z € L' vérifie qu'’il existe y € K7 se projetant sur z (donc y ¢ A9) et
vérifiant 7”’(y R) = 0, c-a-d, y R € AP. Nous obtenons alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Soit R une matrice de rang mazimum. Les propositions suivantes sont
alors équivalentes :

- R vérifie la propriété (53),
- le A-module a gauche déterminé par R est sans torsion, i.e. t(M) = 0.

EXEMPLE 2.2. Considérons la matrice R = (s(s+1) —s) a coefficients dans A = R[s|. Cette
matrice correspond au systéme suivant :

s(s+1)y—su=0.
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Ce systéme a de la torsion car z = (s + 1) y — u vérifie sz = 0. Nous avons alors le diagramme
commutatif exact suivant
0
{
R 9 g
0— / — A — 0
. {
0— K @R K* St KeaM —0
b & x” l
0— L' — KJ/A — (K/A)? — (K/A)®sM —0.
l 1 !
0 0 0
et donc (M) = L'. En effet, I'élément z = (s+ 1)y —u = n((s+1 —1)) étant un élément
de torsion de M, son image dans K ® 4 M est nulle. Une petite chasse dans le diagramme
nous montre que (s +1 — 1) est I'image d’un élément de K par P et nous vérifions bien que

%(S(s 1) =#)={(s41 = 1); Donc

ﬂ"(é(s[s-f—l) —s)=1"((s+1 —1)) = (0 0),

d'ou: .
L' = K(=).

s
La propriété (53) n’est donc pas vérifiée. Réciproquement, une chasse dans le diagramme montre
que:

5(%) =(s+ 1)y + u.

L’exemple suivant est la version module d’un exemple de [1, 143]. Smith utilise cet exemple
pour montrer qu’il y a des anneaux intégres A dans lesquels il existe des matrices n’ayant pas de
facteurs communs dans les mineurs mais pour lesquelles la propriété (53) n’est pas vérifiée.

EXEMPLE 2.3. Nous prenons A = Z[iv/5] et R = (2 1 +iv/5). On vérifie que le plus grand
facteur commun entre 2 et 1 +iv/5 est 1. Cependant, il existe un élément de torsion z = 7((1 —
iv/5 3)) dans le module M, déterminé par R, vérifiant (1 4+ ¢v/5) z = 0. On montre facilement

que k = 1;;‘5 € (K/A) satisfait

1-iV5
2

1-1iV5

( )(2 1+4V5) =(1-iV5 3)eA2=>ﬂ”((T)(2 1+iv5)) = (0 0),

d’ou, k € L. De plus, une chasse au diagramme montre que 5(1—_%—‘-@) = z.

2.1.2. Tor et torsion. Nous avons construit le diagramme commutatif exact (56) en passant
aux quotients sur les suites verticales centrales. Mais on aurait trés bien pu appliquer directement
le foncteur (K/A) ® 4 - a la suite (54) pour obtenir:

idg/4®.R
-

0 — (K/A)®4 L — (K/A)? (K/AP — (K/A) @4 M — 0,
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ou idg/4 ® .R est défini par (57). Nous avons vu dans 'exemple 2.2 que, méme si L = 0, le
morphisme idg/4 ® .R : (K/A)? — (K/A)P n’est pas en geénéral injectif et donc L' est différent
de (K/A)®4 L. Ainsi, le foncteur X ® 4 -, ot X est un A-module, n’est pas exact a gauche. Pour
étudier le noyau de idg/4 ® .R, nous sommes alors amenés a introduire le foncteur tor.

DEFINITION 2.2. Soient M et N deux A-modules et

di— da d
e =¥ P g =%y Py 2 By e M —0,

une résolution projective du module M. Nous considérons la suite tronquée

di_ & d
e = By R =2 Py =ty Py—s (),

alors les groupes d’homologie du complexe

idy®d;—1
_} A

(59) ...— N®sP ' YBNe, P, w8 N o p YR N @ Py — 0,

ne dépendent pas de la résolution projective choisie de M.

PREUVE. Nous avons vu au corollaire 1.1 que deux résolutions projectives (P;, d;) et (P}, d;)
d'un méme module sont homotopiquement équivalentes, c-a-d il existe des A-morphismes f; :

P, — P/ et g; : P/ = P, et des morphismes s; : P, = P; , et t; : P/ = P, tels que

idp, —gio fi=d} ;08 +si—10d; et idp: — fio gi = dit1 0t; + ti—y o d; pour tout i. Donc,
idy ® (gi © fi) (resp. idy ® (fi © gi)) est homotope & idy ® idp, (resp. idy ® idpr) et, en utilisant
la proposition 1.7, H;(idy ® f;) : Hi(N ® 4 P) = H;(N ® 4 P’) est un isomorphisme d’homologie,
d’inverse H;(idy ® gi) : Hi(N ®4 P') = Hi(N ®4 P). O

La proposition précédente justifie la définition suivante.

DEFINITION 2.3. Nous notons par tor{(M,N) = H;((N ®4 Pj,idny ® d;)) le i*™ groupe
d’homologie du complexe (59). En particulier, nous avons toujours torg (N, M) = N ® 4 M.

D’aprés ce qui précéde, tor (M, N) ne dépend pas de la résolution projective de M.
EXEMPLE 2.4. Soit un A-module a gauche M défini par la résolution libre suivante
0—>A‘?'—R>A”—>M—>0,
alors, par application de N ® 4 -, nous obtenons le complexe suivant
0— NN L N@s M —0,

qui est exacte sauf a gauche, i.e. H(NY) = ker(N ® .R) = tor{{(M, N). En particulier, en
reprenant les exemples 2.2 et 2.3, nous obtenons tor{!(M, K) = K(%) et tor{!(M, K) = K(#)

Donnons un exemple montrant que les torf‘(N , M) ne dépendent pas de la résolution choisie
pour le A-module M.

EXEMPLE 2.5. Reprenons I’exemple 2.2 (via un petit changement d’algébre), ou nous avions
défini le systéme

(60) ji+y—u=0,
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et le A = R[}]-module & gauche M défini par la présentation finie

0— A A2 M —0,

avec R = (d%} + % - ‘-f?) Soient maintenant le nouveau systéme défini par

{:tl+'_rl+v=0,

(61) o

et M' le A-module & gauche associé a ce systéme, c-a-d défini par

0—>A2'—H>A3LM’———>O,

d
++1 0 1
dt

Appelons {e1, ez} (resp. {€},€),€;}) la base canonique de A% (resp. de A%) et y = 7(e;) et
u = m(u) (resp. z! = 7'(€}),z* = 7'(eh) et v = n’'(e})), nous avons alors dans M (resp. M’)
I’équation (60) (resp. le systéme (61)). Définissons les morphismes f : M — M’ par
{ fly) ==*
flu)=v
et g: M' = M par
g(xl) = y —u,
9(z%) =y,
g(v) =u
On a alors go f = idp et f o g = idpe, d'olr:
M=M.
En s’inspirant de I’exemple 1.10, nous trouvons le diagramme commutatif exact suivant

0— A R 42 - M—=0

UNY UNV gtf

0— At =B 48 B, g

1), v=(5 3 2):

Par application du foncteur (K/A) ® 4 - aux présentations finies de M et de M’, nous obtenons
les complexes suivants:

idg/a®.R 9
0 — (K/A) — (K/A)* — (K/A)®a M — 0,

0 —s (K/A)? ST (K/AP® — (K/A) @4 M —> 0.

Les seuls défauts d’exactitude de ces complexes peuvent étre I'absence d’injectivité de 1 ® .R
et de 1 ® .R'. Nous avons montré a 'exemple 2.2 que le défaut d’injectivité est donné par
Hy(P) = (K/A)(l/d—dt). De méme, on vérifie que (l/a‘% 1/%)(idK;A®.R’) = (0 0 0) et on montre
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facilement que (K/A)?(1/4 1/%) = ker (idg/4 ® .R') = H;(P'). Le diagramme (39) devient
alors
0— ker(idh»;_.a.@.R) — 3 H1(P) — 0

idg/a®.U' tlidg/a®.V H(idgs®.U') 1L H1®.V)

0— ker(idh-;,ai@.R’) — H1(Pr) — 0
et donc H(ld}\fq ® U‘I) = id;(),r,q ® .U’ et H(idh’(;_q ® V) = idh’_;_q ®.V. On a alors (idK;A @ -U!) 0
(idk/a ® V)(1/ &) = (dg/a ® U1/ % 1/%) = 1/ = H(idg/a ® .U') 0 H(idg/a ® .V) =
idg, (py, et (idg/a ® V) o (idga ® U)(1/4 1/4) = (idg/4 ® .V)(1/2) = (1/4 1/4) =
H(idg 4 ® .V) o H(idg 4 ® .U’) = idy, (p)- Ainsi, nous obtenons:

H,(P) = tor{(M, K/A) = H\(P').

PROPOSITION 2.2. Soient une suite ezacte de A-modules 0 — M’ =5 M -2 M" — 0 et
N un A-module, alors nous avons la suite ezacte :

.. — tord (N, M") 22, torl (N, M') —» torf (N, M) — torl (N, M")

(62)
LHBNOAM — N@sM —-> N4 M"' — 0.

PREUVE. En appliquant la proposition 1.10, il existe deux morphismes de complexes I
(P,d}) — (Pi,d;) et g : (Pi,d;) = (P/',d]) tels que la suite 0 — P/ N P,— P' —0
est exacte pour tout i. Puisque cette suite est une suite exacte de A-modules projectifs (donc

lats), alors la suite 0 — N ®4 P/ idﬁfi N ®4 P idN—‘S}g‘ N ®4 P’ — 0 est exacte pour
p i i p

: 2 Z id
tout 7. Donc, nous obtenons la suite exacte de complexes 0 — (N ®4 P/,idy ® d:) IN—Gif

(N ®4 P;,idy ®d;) i (N ® P!,idy ® d!) — 0. Nous pouvons alors utiliser la proposition
1.1 et nous obtenons la suite exacte (62). 0O

PROPOSITION 2.3. Soit M un A-module, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. M est un A-module plat,

2. tor(N, M) = 0 pour tout A-module N eti>1,

3. torf(N, M) = 0 pour tout A-module N.

PREUVE. Supposons que M soit un A-module plat, alors M ®,4 - transforme une résolu-
tion projective de N en suite exacte, donc tor?(N,M) = 0 pour tout ¢ > 1. L’assertion 2
implique trivialement 3. Supposons que 3 soit verlﬁée alors pour tout idéal I de A, nous avons
torf(4/I, M) = 0. Or, en appliquant - ®A M 3 la suite exacte 0 — I — A — A/ — 0,
nous obtenons la suite exacte ... 0 = torf(4/I,M) — I®@s M — M — A/I®4 M — 0
donc ker (I ® 4 M — M) = 0, ce qui implique que M est un A-module plat (voir proposition
2.31 du chapitre 2). O

EXEMPLE 2.6. Soit le A = R[s]-module M défini par
0— A A—3 M—0,

avec 0 # a € A. Par application de - ® 4 N, nous obtenons

0 = tor (M, A) — tord(M,N) — N N s M4 N — 0,
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car A est un A-module libre, donc plat. Dou, torf (M, N) = ker (a. ®idy) = {n € N | an = 0}.
En particulier, si a = s et N = M, alors tor{!(M, M) = M, d’ou le résultat de I'exemple 2.29.

LEMME 2.1. Soit un A-module M de torsion, alors tor] (K/A,M) = M.

PREUVE. Appliquons tor?(-, M) & la suite exacte 0 — A — K — K/A — 0, nous
obtenons:

... — tor{ (K, M) — tor{(K/A,M) — M — K@y M — ...

Or, K est un A-module plat, donc tor{!(K,M) = 0 et M étant un A-module de torsion, alors
K®4 M =0, dou tor{(K/A,M) = M.

LEMME 2.2. Soit M un A-module, alors nous avons tord(K/A,M) =0,¥Yn > 2.

PREUVE. Appliquons tor?(-, M) a la suite exacte 0 — A — K — K/A — 0, nous
obtenons:

... — tora (K, M) — torp,, (K/A, M) — torp (A, M) — ...

Or A est un A-module libre, donc tor2(4,M) = 0,¥n > 1 et K est un A-module plat, donc
torA(K, M) = 0, Vn > 1, ce qui implique tory,,(K/4,M) =0,Vn > 1, d'ou tord (K/A,M) =
0,Vn > 2. O

LEMME 2.3. Soit M un A-module sans-torsion et de type fini, alors tor{(K/A, M) = 0.

PREUVE. Comme M est un A-module sans-torsion, nous pouvons le plonger dans le K-
espace vectoriel K ® 4 M grace a l'exactitude de la suite 0 — M — K ®4 M. Remarquons
que puisque K ® 4 M est un espace vectoriel de dimension finie, alors K ® 4 M = K" pour
un certain » € N et donc K ®4 M est un A-module plat. Nous avons alors la suite exacte
0— M —-KsM — (K®4 M)/M — 0, a laquelle nous pouvons appliquer tord(K/A,-)
pour obtenir:

... — torf (K/A, (K ®4 M)/M) — torf (K/A,M) — tor{ (A, K ®4 M) — ...
Maintenant, grace au lemme 2.3, nous avons torj (K/A, (K®4M)/M) = 0 et torf (A, K@ M) =
0 car K ®4 M est un A-module plat, d’ou tor{ (K/A, M) = 0. m|

Nous obtenons alors le résultat généralisant la propriété (53).

PROPOSITION 2.4. Soit M un A-module, alors t(M) = tor{(K/A, M), ou t(M) désigne la
partie de torsion du module M.

PREUVE. Appliquons tor(K/A,-) a la suite exacte 0 — t(M) — M — M/t(M) — 0,
nous obtenons:
... = tord (K/A, M/t(M)) — tor{'(K/A,t(M)) — tor{ (K/A, M) — tor{ (K/A,M/t(M)) - ...
Nous avons alors tors (K/A, M/t(M)) = 0 grace au lemme 2.2 et tor{!(K/A, M/t(M)) = 0 grace
au lemme 2.3, d’ou tor{ (K/A,t(M)) = tor{(K/A, M). Le module t(M) étant de torsion, alors
tor{ (K/A,t(M)) = t(M), d’ou tor{ (K/A, M) = t(M). O

Remarquons que la proposition précédente explique la dénomination du foncteur tor.

EXEMPLE 2.7. En reprenant les exemples 2.2 et 2.3, nous obtenons alors t.or‘f (K/A,M) =
K (%) pour le premier et tor{'(K/A, M) = (K/A)(1£255) pour le second.
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2.2. Foncteur ext.
DEFINITION 2.4. Soit un complexe de A-modules (resp. de groupes)

PP{}—)Pl—}Pg—) ——?PI—+1>P,+1—> y

alors, le 1®™¢ A-module (groupe) de cohomologie de P est défini par H*(P) = kerd,,/im d;.

REMARQUE 2.1. Il existe un théoréme de la suite exacte de cohomologie, semblable au théo-
reme 1.1, c-a-d si 0 — (P}, d;) —‘Q_(P,—.dg) -g-> (P!",d!) — 0 une suite exacte de complexes,
alors il existe des morphismes &' : H'(P") — H'*!(P) tels que la suite

H H:+1(P-'-')

. — 5P Y gip) B9 gipry & givipry I i py HZ

est exacte pour tout 1.

PROPOSITION 2.5. Soient M et N deux A-modules et
di_ d d
ot Py B 2% Py < Py~ M-—¥Q;

une résolution projective du module M. Nous introduisons alors la suite tronquée
ﬁ:; dg dl
(63) ...—>P;'_1 ...*—-}Pl-—ipo—>0.

Les groupes de cohomologie du complexe dual de (63)

dt
(64) oo é— homa(Piey, N) €= .. . <& homy(Ps, N) +— 0,

ne dépendent pas de la résolution projective de M choisie.

PREUVE. Nous avons vu au corollaire 1.1 que deux résolutions projectives (P;, d;) et (P}, d;)
d’un méme module sont homotopiquement équivalentes c-a-d il existe des A-morphismes f; :
P, — P} et g; : P/ = P; et des morphismes s; : P; — P/ ; et t; : P{ — Py tels que
idp, —giofi=dj 08 +si—10d; et idp; —fiogi=diy10t; + ;- 1 od; pour tout 2. Si 'on pose
f:' 3 hom,q(}::-’,N) - hOmA{Pi,N), hOmA(P,,N) -3 hom,q( N), i homA(I’,+l,N)
hom4(P;, N) et t} : homA(P,-H,N} — homy(P;, N), nous avons a.lors ldhomA(P.,N} ffo
g = 570 df, +di o5y et idnomy(p) — 97 © ff = £ 0y, + it o thy. Donc, f7 o g}
(resp. gF o f}) est homotope a idpom,(p,,N) (resp. idhom, (P! V), €t, en utilisant la proposition
1.7, H'(fF) : H'(homa(P/,N)) — H'(hom(P;, N)) est un isomorphisme d’inverse H*(g}) :
H'(hom4(P;, N)) = H"(homA[ ’,N)) et donc, nous avons un isomorphisme entre les défauts
de cohomologie du complexe (hom4(F;, N),d;) et ceux du complexe (hom4(P/,N),d;*). Ainsi,
ext’, (M, N) ne dépendent pas de la présentation projective choisie pour M. O

La proposition précédente justifie la définition suivante et donne la possibilité d'un calcul
effectif en utilisant des résolutions libres.

DEFINITION 2.5. Nous notons ext’, (M, N) = H*((hom(P;, N),d3)) le i®me groupe de coho-
mologie du complexe (64). En particulier, nous avons ext% (M, N) = hom4 (M, N).
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REMARQUE 2.2. Nous avons vu a la proposition 2.6 que si P; et N sont des A-modules a
gauche, alors hom4(P;, N) n’a pas en général de structure de A-module. Donc, ext’,(M,N) =
ker d, , /kerd} n’a en général qu'une structure de groupe. Si A est un anneau commutatif (resp.
N est un A— B bimodule), alors ext;(M. N) est un A (resp. B)-module a gauche (resp. a droite).
En particulier, exti‘(M., A) est un A-module a droite du fait de la structure de module a droite
de A.

EXEMPLE 2.8. Soit le A = R[s]-module & gauche M = A/As défini par la résolution libre
suivante :

0—A-—A— M —0.
Par application de hom4(-, A) & la suite exacte précédente, nous obtenons le complexe
0 — homy(M,A) —m A—5 A — A —0,
avec ext’ (M, A) = 0 grace & la proposition 2.7, et ext}y (M, A) = A/sA # 0 qui traduit le défaut
de surjectivité du morphisme 4 = A.
dydo
d3

EXEMPLE 2.9. Soit le A = R[d;, d2]-module M défini par M = A/A? (
2

). Nous avons
alors une résolution libre suivante de M

w25 A2 B —Spr i,
avec R = (didy d3)' et Ry = (d2 — d). Par application de homg(-, A) & la suite exacte
précédente, nous obtenons alors le complexe:

0— A& 22 & A homy(M,A) —o0.

On a alors ext(M,A) = A/R, A% # 0, traduisant le fait que le morphisme A Br 42 pest
pas surjectif. De plus, le noyau du morphisme R;. est défini par (a b) € A? tel que dya = dy b.
Puisque A est un anneau factoriel et que d; t dz et da { d;, nous avons alors da | b et d; | b, d’ou:

()= (e Jeises

dy )A, d’on:

Nous obtenons alors que ker R;. = ( d
2

exty (M, A) = ker R;./imR. = ( j; )A/( d“g? )A.

Montrons sur un exemple précis que les défauts d’exactitude extjq(M ,N) ne dépendent pas
de la résolution choisie pour M.

EXEMPLE 2.10. Nous avons montré dans I’exemple 1.12 que les deux résolutions libres 0 —

AR A s M—0et0— A" B A" 3 M — 0 du A-module M étaient homotopique-
ment équivalentes. Par application de hom4(-, A) aux deux résolutions de M, nous obtenons les
deux complexes suivants

0+— A <& A «— homy(M,A4) 0,

0¢— A" & A"  homa(M,A) «—0,
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qui sont, grace a la proposition 2.7, exacts sauf a gauche car R. et R'. ne sont pas surjectifs.
Soient H!(P) = A/RA et H}(P') = A"/R' A™ les deux A-modules a droite de cohomologie des
complexes précédents. Le diagramme (39) devient alors

0+ HY(P)<& A<~ RA«—0O0
HU)ItH(\V) U.tV. UtV
0+ H!(P)& Ane RAM 0,
ou les morphismes H(U’') et H(V') sont définis comme suit :
- si I'on note par ¢ = =(1), alors H(U')(ta) = ©'(U'a) = #'((0 ... 0 a)t) = 2na, ou
zi = 7'(fi) avec {f1,..., fn} la base canonique de A™ et a € A.
-~ Nous avons H(V)(z;) = n(V f;) = tbp41-; avec bpy1—; = (f—t)“"‘+a1(a‘iﬁ)”"‘“‘] +...4+an—j,
pour ¢ = 2,...,n et by = 1. Donc, puisque {21,...,2,} est une famille génératrice de
H'(P'), la connaissance des H(V)(z;) détermine entiérement H (V).

Nous avons alors

(H(V)o H(U"))(ta) = H(V)(2na) = H(V)(2n)a = ta,
pour tout a € A, donc H(V) o H(U') = idg1(py. Posons z = Y_I", zi c; avec ¢; € A. Nous avons
alors dans H!(P’)

(H(U") o H(V))(2) = H(U') fZ V)(#z))a) = HU ) tbat1-ici) = Y zZnbnsr-ici,
i=1 i=1

et donc
(In = HU'") o H(V))(2) = X121 (2i — 2n bnt1-i) &
c1 C1
c2 C2
:(21 22 ... zn)(fn—U’V) . =(21 29 <. zn)R’S

5 Cn
car (21 22 ... 2zp)R' =0 dans H'(P'). D'od, H(U’) o H(V)(2) = idg1(pry et nous obtenons ainsi

un isomorphisme entre les cohomologies H!(P) et H!(P') et donc:
H'(P) = exty (M, A) = H(P').

PROPOSITION 2.6. Soient une suite ezacte de A-modules 0 —s M’ —Ls M %5 M" —5 0 et
N un A-module, alors nous avons la suite ezacte:

0 — homa(M”, N) L5 hom (M, N) <5 hom(M', N) 25 extl,(M", N)

(65)
— exty(M,N) — ext},(M’,N) 25 ext? (M",N) — ...

PREUVE. En appliquant la proposition 1.10 & la suite 0 — M’ Lom L m— 0, il

existe alors deux morphismes de complexes f : (P/,d}) = (Pi,d;) et g : (P;,d;) = (P/',d}) tels

[ T ey 1
que la suite 0 — P/ £, P % P! — 0 est exacte pour tout i. Puisque cette suite est une

suite exacte de A-modules projectifs, alors la suite 0 — hom4(P/’, N) .M homy4(P;, N) — f'
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hom 4(P!,N) — 0 est exacte pour tout z. Donc, nous obtenons la suite exacte de complexes
0 — (homu(P/,N),d!) = (homa(P;,N),d;) = (homa(P;,N).d;) — 0. Nous pouvons alors
utiliser le théoréme 1.1 et nous obtenons la suite exacte (65). O

PROPOSITION 2.7. Soit M un A-module, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
~ M est un A-module projectif,

- exty(M,N) = 0 pour tout A-module N et: 2> 1,

- exth (M, N) = 0 pour tout A-module N.

PrREUVE. Démontrons les équivalences.

— Supposons que M soit un module projectif, alors nous avons la résolution projective 0 —
M — M — 0 et donc ext’,(M,N) =0 pour i > 1 et pour tout A-module N.

- 2 implique 3 trivialement.

- Soit 0 — Q@ — P — M — 0 une suite exacte de A-modules avec P un A-module
projectif, alors en appliquant (65), nous obtenons la suite exacte 0 — hom4(M,N) —
hom 4 (P, N) — homa(Q, N) — ext!i(M, N) = 0. Donc, par la proposition 2.8, la suite
0 — Q — P — M — 0 est une suite exacte scindée et P = M & Q. En appliquant
la proposition 2.22, M est un A-module projectif.

a

EXEMPLE 2.11. Soit le A-module a gauche M défini par la résolution libre suivante:
(66) 0— 4B M0

Alors, M est un A-module projectif <> (66) est une suite exacte scindée, i.e. AP =M @ A & la
suite
0+— homs(49,N) <& homu(A?,N) +— homs(M,N)+— 0
| |
- NY L2 NP — hom (M, N) +— 0,
obtenue par application de hom4 (-, N) a la suite (66), est exacte, i.e. R. : N? — N9 est surjectif,
pour tout A-module N < ext!, (M, N) = 0 pour tout A-module N.

Nous allons voir que si dp4(M) < 1, alors M est un A-module projectif ssi ext), (M, 4) = 0,
c-a-d, il suffit de vérifier la proposition 2.7 seulement pour N = A.

PROPOSITION 2.8. Soient M un A-module tel que dpy(M) < 1 et 0 — P L
M — 0 une résolution projective de M, alors M est un A-module projectif ssi N = cokerd] =

extl (M, A) = 0.

PREUVE. Si M est un A-module projectif, alors la suite exacte 0 — P, =% Py = M — 0
est scindée et donc, d’apreés la proposition 2.5, nous avons la suite exacte

d‘
(67) 0 +— P} +~ P} «+— M* +— 0,
d’ou N = 0. Réciproquement, si N = 0, alors nous avons la suite exacte (67). Puisque P; est un
A-module projectif, alors, d’aprés la proposition 2.25, P;" est un A-module projectif et donc la
suite (67) est une suite scindée. On en déduit que Py = Pf @ M™*, donc d’aprés la proposition




3. ALGEBRE HOMOLOGIQUE

2.22, M* est un A-module projectif. Si on dualise (67). nous obtenons alors la suite exacte
0 +— PJ* +— P «— M™ «— 0. Nous avons alors le diagramme commutatif suivant

0— P — B — M — 0

16p, 1 6p, 10m
0O— P* — F* — M™ —J),

ou @p, et Op, sont des isomorphismes du fait que Py et P, sont deux A-modules projectifs. Le
lemme du serpent donne alors M = M**. Puisque M* est un A-module projectif, alors il en est
de méme de M™ = M. O

Nous avons déja montré une telle situation a I’ exemple 1.17. Donnons-en une autre.
EXEMPLE 2.12. Considérons le systéme SISO suivant,

O +xix2 +3)y = (a1 + x2)u =0,
pris dans [30]. Le A = R[x1, x2J-module a gauche M correspondant est défini par la présentation
finie suivante

(68) 0 s 5y 42 e M0,
avec R = (x?+xax2+3 — (x1 + x2))- Le A-module a droite N est alors défini par
06— Nit— A A2 — M¥e—00,

Or, N = ext (M, A) = 0 car la matrice R admet un inverse a droite, défini par

1 1
S_E()a)'

D’ou, M est un A-module projectif. Ceci est bien en accord avec le fait que la suite (68) est
scindée et que nous avons alors A2~ M @ A.

Donnons une caractérisation des modules réflexifs en terme d’annulation de ext.

PROPOSITION 2.9. Soit M un A-module défini par la présentation finie suivante F) S,

Fo — M — 0 tel que le A-module N = coker d} est défini par la suite ezacte suivante
- * da*

0¢+— N+— Fy :'— Fy 4:‘3— F*, — F*,, o F_; et F_y sont des modules libres de type finis.
Alors, nous avons :

1. kerd_; = M™*, avec d; = (d})*,

2. on a la suite ezacte suivante 0 — ext) (N, A) — M — M** — ext% (N, A) — 0,

3. M est un A-module réflezif ssi ext) (N, A) = 0 = ext% (N, A).

PREUVE. Nous avons la suite exacte 0 «+— N «— F} & F§ +— M* +— 0, ainsi que
la suite exacte suivante 0 «+— N «— Fy' i Fy ﬁ F*, -(d._—1 FZ*,. D’ou, nous déduisons que
M* = kerd] = imdj = cokerd” ;. Nous avons alors la suite exacte 0 +— M* +— F*, S:—l F*,,
qui par application de hom4(-, A) donne la suite exacte 0 — M* — F_, o F_5, d’ou

kerd_, = M™. Par application de homy(-, A) a la suite exacte 0 +— N +— F} & Fg L
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dr . d d d-y
F*, = F*,, nous obtenons le complexe suivant 0—o N*—F 5 Fp—>3F.;—F_. En
utilisant le 2 de la proposition 1.3, nous obtenons alors la suite exacte:

0 —» ext) (N, A) — cokerd; — kerd_; — ext% (N, A) — 0.
Puisque M = coker d, et M** = ker d_;, nous obtenons alors 2. Finalement, si ext_‘_l(N. A)=0=
exti(N,A), alors M = M** (ou M*™ = kerd_; = imdy = cokerd; = M) et M est réflexif. U
EXEMPLE 2.13. Reprenons I'exemple précédent ot nous avions montré que le module M
est projectif. M doit donc étre un A-module réflexif. Vérifions-le. Le A-module a droite N est

R_;.
défini par la résolution libre suivante 0 +— N +— A & A28 4 — 0avec Ry =

; R—
(x1+x2 X?+x1x2+3)". Par dualité, nous obtenons la suite 0 — A B A A el qui est

: 5 - , -
exacte en A2, donc extl (N, A) = 0 et le morphisme A* — A est surjectif car S_; = 3 (—x1 1)
est un inverse a droite de R_;. D’ou, ext% (N, A) = 0 et M est un A-module & gauche réflexif.

Donnons la proposition duale de la proposition 2.7.

PROPOSITION 2.10. Soit M un A-module, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

~ N est un A-module injectif,
— ext’y (M, N) = 0 pour tout A-module M et1i > 1.
- exth (M, N) = 0 pour tout A-module M.

PREUVE. La preuve est duale de la précédente.
EXEMPLE 2.14. Soit la résolution libre suivante du A-module M
o AT gt graca Bagp B g Ry g M0,

Alors, par application de hom4(-, N) & la suite exacte précédente, nous obtenons le complexe

cort— N Bt e B2 B N Bor o homy4(M,N) +— 0,

Ainsi, ’annulation de tous les ext’, (M, N) = 0 est équivalente soit 8 M A-module projectif, soit
a N un A-module injectif.

PROPOSITION 2.11. Soit la suite ezacte de A-modules 0 — M — P — Q — avec P
module projectif, alors nous avons pour tout A-module N :

exty (M, N) = ext™*1(Q,N), i > L.

PRrReUVE. Il suffit d’appliquer (65) a la suite exacte 0 — M — P — Q — et nous
obtenons:

.. — extiy (P, N) — extiy (M, N) 25 exti1(Q, N) — exti{}(P,N) — ...
Par la proposition 2.7, nous avons ext’(P,N) = extiq"'i(P, N) =0, d’ou le résultat. O
Donnons quelques résultats sur la dimension projective.

PROPOSITION 2.12. Soient M un A-module et n € N, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. dp(M) <n,
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2. ext’y(M,N) = 0 pour tout A-module N et m >n+1,
3 extzH(M. N) =0 pour tout A-module N.

PREUVE. Supposons 1 et soit 0 — P, — ... — P, — Fy — M — 0 une résolu-
tion projective de M de longueur n. Alors, en utilisant la proposition 2.11. nous obtenons que
ext.f{”(M,N) = exty(Pn,N) = 0, car P, est un A-module projectif, d'ou 2. Trivialement, 2

implique 3. Supposons que 3 soit vérifiée et soit 0 — kerdp,_; — Pr_) 2 ... — P —
Py — M — 0, avec P; projectifs, alors 0 = extﬁ*l(M,N) >~ ext!,(kerdn—1, N) et donc, en
utilisant la proposition 2.10, kerd,_; est un A-module projectif, d’ou 1. O

ProproOSITION 2.13. Soit0 — L, — P,_1 — ... — Py — M — 0 une suite ezacte,
ot les P; sont des A-modules projectifs, alors pd (M) < n ssi L, est un A-module projectif.

PREUVE. Si L, est un A-module projectif, alors dp 4(M) < n. Réciproquement, si dp 4(M) <
n, il existe alors une résolution projective de longueur m < n, et par la proposition 1.11, L, est
un A-module projectif. O

2.2.1. Dualité Ext/Tor. En poussant plus loin l'idée d’introduire le foncteur tor en théorie
du contréle, il vient naturellement une dualité entre les foncteurs tor et ext. Nous pensons que
les résultats suivants doivent étre connus mais nous n’en avons trouvé aucune trace dans la litté-
rature classique d’algébre homologique. En particulier, les diagrammes (73) et (76) seront d’une
grande importance pour la suite.

Soient M et X deux A-modules, alors nous pouvons définir le morphisme

o: M*"®4 X — homy(M, X)
par o(g* ® )(m) = g*(m) z avec g* € M*,z € X et m € M.

PROPOSITION 2.14. Soient M un A-module @ gauche projectif et de type fini et X un A-
module a gauche, nous avons alors :

M*®4 X = homy(M, X).

En utilisant le foncteur de transposition hom 4(-, A), on peut associer au A-module & gauche
M, défini par la présentation libre finie suivante

(69) Fli)Fg—}M—}U,

le A-module a droite N = coker d}, c-a-d défini par la présentation finie suivante:

(70) 04— N «— F} &1 R,

Nous avons alors le théoréme suivant.

THEOREME 2.1. Soient 0 — X — Y — Z — 0 une suite ezacte de A-module, M le
A-module @ gauche défini par (69) et N le A-module a droite défini par (70). Alors, nous avons
la suite ezacte suivante :

0 — hom4 (N, X) — homy(N,Y) — homy(N,Z) — X@AM — Y@M — Z®sM — 0.
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En particulier, pour la suite ezacte 0 — A — K — K /A — 0, nous obtenons la suite ezacte
0 — homa(N, A) — hom (N, K) — homy(N,K/A) — M — Q®aM — K/A®aM — 0,

équivalente a (58).

PREUVE. Soit 0 — L — F; — Fy — M — 0 une présentation de M, nous avons
alors la suite exacte 0 +— N +— F§ «— F} +— M* «— 0. Appliquons hom4(-, X) a cette
suite, nous obtenons 0 — hom 4 (N, X) — hom4(F§, X) — hom4(F}, X), qui est exacte en
hom 4 (Fg, X). Or, Fy étant un A-module libre, nous avons la relation hom4 (¥, X) = X ®4 Fo,
d’ou la suite 0 — hom 4 (N, X) — X ®4 F] — X ®4 Fj exacte en X ® 4 F). On peut faire de
méme pour Y et Z. Maintenant, si l'on applique X ®4 - a la présentation de M, nous obtenons
alors ) — X@4L — X®4F, — X®4F) — X ®4 M — 0 qui est exacte sauf en X ® 4 Fp.
Cependant, nous avons démontré que le noyau de X ® 4 F1 — Y ®4 Fp était hom (N, X), d’ou
le diagramme commutatif exact suivant (les colonnes centrales sont exactes du fait de F et Fp
sont des A-modules libres) :

0 0 0

d 1 4
0 — homy(N,X) — X@®@s1FF — X®sF — X®M —0
(

il 1 l &
!

l il {
) — Z®AF1 — Z@aFp — Z®AM — 0,

i X’ 1
0 0 0

X
0 — homy(N,Y) — Y®s4F, — YQ®aFp — YaM —0
VA

0 — homyx(N,

Par le lemme du serpent, nous obtenons la suite exacte
0 —> homa(NV, X) — homa(N,Y) — homa(N, Z) - X@sM — Y®4M — Z& M —» 0,

ce qui conclut la preuve. O
Nous avons alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.1. Soient M le A-module & gauche défini par (69), N le A-module & droite
défini par (70) et 0 — X — Y — Z — 0 une suite ezacte de A-modules. Alors, nous avons
la suite eracte suivante

.. — tord(Z,M) — torf(X, M) — tor{‘(Y, M) — tor{(Z, M) =

2
(72) ext (N, X) — extl (N,Y) — ext} (N, Z) — ext (N, X) — ...
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provenant d’une chasse dans le diagramme commutatif ezact suivant :

!

tors! (X, M)
1

tor{! (Y, M)
il

0 tor{!(Z, M)
l l

— XQaFp — X®i1M —0

! >
— Y®s1F — Y®os M — 0

PREUVE. On utilise simplement le diagrame commutatif exact (71) du théoréme 2.1 et les
suites exactes (65) et (62). Nous obtenons alors le diagramme commutatif exact désiré. Une
chasse dans le diagramme (73) nous donne alors la suite exacte (72). O

REMARQUE 2.3. Nous avons montré au chapitre précédent que tor?(X, M), i > 0, ne dé-
pendait pas de la résolution choisie pour M, quel que soit le A-module X. Cependant, il semble
moins évident que les ext’, (N, X) ne dépendent pas de la résolution choisie pour M. Le théoréme
1.2 prend alors ici tout son intérét. En effet, si

d
Fi - F,—M—0

est une autre résolution du module M et si I'on appelle N’ = cokerd,, alors le théoréme 1.2
montre qu’il existe deux A-modules projectifs P et P’ tels que

NeP =2NeaoP

D’ou, exty(N & P', X) = extyy(N' @ P). Or, exty(N & P!, X) = ext’,(N, X) @ ext},(P', X) =
exty (N, X), i > 1, car P’ est un module projectif et donc ext}, (P', A) =0, i > 1. D’ou

extly (N, X) = exty (N, X), i > 1,

ce qui montre bien que ext}, (N, X), i > 1, ne dépend que de M et non des résolutions de M.
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PROPOSITION 2.15. Soient B une A-algébre plate et M et N deur A-modules dont M de
présentation finie, alors le A-morphisme

B®4homa(M,N) -5 homg(B®4 M.B®4 M),
b® f —r g=p(b® f)

avec g(1 ® m) =b® f(m), est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.16. Soit un A-module M admettant une résolution libre

F.:..—mF,2—F—..—F—F—M-—0(,

ot les modules F; sont de types finis, alors nous avons:
(74) S~lext (M, ) = extl_, ,(S7'M,571.).
En particulier, si A est un anneau noethérien, alors (74) est vraie pour tout A-module M de type
fini.

PREUVE. En appliquant S™'A ®4 - a la résolution libre de M, nous obtenons, du fait que
S~1A est un A-module plat, la résolution libre du S~1 A-module S~ M suivante:

oo =8Py — SR, — ... — 87IF, — 87y — STIM — 0.

D’ ou, en utilisant le fait que S™'A est un A-module plat et la propositon précédente, nous
obtenons:

S~V extiy (M, N) = S~1(H'(hom4(F,N))) & H(S~'hom4(F, N))
Hi(homg-1,(S—1F, S~ N))
exti_, ,(S~'M,S"IN).

O

PROPOSITION 2.17. Soit un A-module M de type fini sur un anneau noethérien, alors les
A-modules ext’, (M, A) sont des modules & droite de torsion pour i > 1.

PREUVE. Soit F un A-module libre maximal inclus dans M, alors nous avons la suite exacte
0 — F— M — M/F — 0, ot M/F est un A-module de torsion. Nous pouvons lui
appliquer (65) et nous obtenons les suites exactes
(75)
0 = homs(M/F,A) — hom4 (M, A) — homy(F,A) —  extl(M/F, A) — ext} (M, A)
— exth (F,A) =0
. 0= extiy ! (F, 4) 224 exti, (M/F, A) — exti, (M, A) — exti,(F,A) =0 ...

Nous avons donc ext, (M, A) = ext’,(M/F, A) pour i > 2, donc, en appliquant le lemme 2.16 pour
S = A\{0}, nous obtenons pour i > 2, ext’, (M, A)®4 K = ext’,(M/F,A)@sK = ext}((M/F)®
K,K) = 0, car M/F étant un A-module de torsion, nous avons donc (M/F) @4 K = 0. D’ou,
extfd‘(M, A)® K =0 et donc extf,l(M, A) est un A-module de torsion pour ¢z > 2. De plus, nous
pouvons localiser la premiére ligne de (75) par S = A\{0}, et puisque ext} (M/F,A) ® 4 K =
extl((M/F)®4 K,K) = 0, car M/F est un A-module de torsion, donc ext}(M,A4) ®4 K =0,
ce qui entraine que ext} (M, A) est un A-module a droite de torsion. O




3. ALGEBRE HOMOLOGIQUE

EXEMPLE 2.15. Nous avons montré a I'exemple 2.2 que ext! (M, A) = A/sA. Si l'on note
par z la classe de 1 dans ext!, (M. A), alors zs = 0 et donc ext!, (M, A) est un A-module & droite
de torsion. De méme pour 'exemple 2.9, nous avons

extl (M, A = ( ) 4/( drdz )A,

et si I'on appelle z la classe de (d; d2) dans ext) (M, A), alors zd; = 0.

THEOREME 2.2. Soient A un anneau noethérien et M un A-module de présentation finie,
alors nous avons le diagramme commutatif ezact suivant :

(76)

0 0 0
l J 4
0 — homy(N,4A) — 31 = Fy
3 l {
0— homA( . ) e K ®4 I — K ®4 Fy
l l 4
0 — homy(N,K/A) — (K/A)®@sF, — (K/A)®sF,
{ + l
exty (N, A) 0 0

Nous avons alors :
(77) t(M) = tor{! (M, K/A) = ext) (N, A).

PREUVE. Nous appliquons la proposition 2.1 a la suite exacte0 — A — K — K/A — 0
et nous utilisons le fait que tor{!(K, M) = 0 et ext(N,K) = K ®4 extl (N, A) puisque K est
un A-module plat. De plus, nous savons que ext (N, A) est un A-module de torsion, ce qui
entraine ext}a{N ,A)®4 K = 0. Nous obtenons ainsi le diagramme ci-dessus, d’out I’on déduit que
exth (N, A) = tor{ (K/A, M). Or, le noyau de M — K ®4 M est t(M), d’ou le résultat. O

REMARQUE 2.4. Le diagramme commutatif exact (76) est d’une grande importance car il
nous donne deux méthodes pour calculer la partie de torsion d’'un A-module M : soit par le
calcul du tor{ (K/A, M), soit par celui de extl (N, A).

COROLLAIRE 2.2. Soit M un A-module défini par Fy i Fop — M — 0 ot A est un

anneau noethérien, et N le A-module défini par la suite ezacte 0 «— N +— FY <— Fg +— % — F*,.
Nous avons alors :

M/t(M) = im do.

PREUVE. En utilisant le 1 de la proposition 1.3 du chapitre 2, nous obtenons la suite exacte
suivante :
0 — ext4(N,A) — M — imdy — 0.
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De plus, en utilisant le théoréme 2.2 précédent, nous obtenons (M) = ext_lvi(N. A), dou:
M/t(M) = imd,.
O
Plusieurs exemples de calcul de ext), (N, A) seront donnés par la suite. Montrons sur I'exemple
2.2 que nous avons bien t(M) = ext}, (N, A).

EXEMPLE 2.16. Nous reprenons l'exemple 2.2 traitant du systéme ¢ +y — @ = 0. Nous avons
la présentation finie suivante du A = R[d—d{]—module a gauche M

(£+4 -4)
0 y A ar” _ ek cb iy A% i M ——x 0

En dualisant, nous obtenons la présentation finie du A-module a droite N

(=+& %)

0 < N « A « A? « M* —— 0.

Soit (@ b)* € M*, nous avons alors (g;z+ad£)ﬂ— 4p=0= L((£+1)a-b)=0= (F+1)a=b,
puisque A est un anneau intégre. Donc, tout élément (a b)t de M* vérifie (a (& + 1)a)’
a € A. Nous obtenons alors la résolution libre de N suivante:

: )
d? d d d >
0 < N < A,(EF+E -5 ) Az,(a+1

Par application de hom4(-, A), nous obtenons le complexe suivant :

(431
=1 d
a+1

avec

(=+3 -3)

Le noyau du deuxiéme morphisme est défini par (a b) € A% tel que —a = b (a‘% + 1) avec b € A.

0 y A y A2 y A y 0.

D’ou, la suite exacte suivante:
( : )
|l od

§ 4l

d 2 d d
1 — 48 _ g &6 a
exty(N,A) = Al +1 —D)/A(z5 + 7 — 2) #0
Appelons z la classe de (E-‘i +1 —1) dans ext (N, A), alors z vérifie %z = 0. De plus, en utilisant

le corollaire 2.2, nous obtenons M/t(M) = A% | 1 3
e g 1

0 »y A

Nous obtenons alors:

Donnons quelques propriétés spéciales a la dimension projective au plus égale a 1.

PROPOSITION 2.18. Soit R une q X p matrice a coefficients dans A, de rang mazimal, et
définissant un A-module M sans-torsion. Alors, toute matrice R', obtenue en retirant des lignes
@ la matrice R, définit a son tour un A-module M' sans-torsion.
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PREUVE. Le A-module M est défini par 0 — A9 R, A — M — 0 et le A-module M’

: - , . - _; R :
obtenu en retirant 4 lignes a la matrice R, est défini par 0 — A97" — AP — M’ — 0 avec
0 <i < g—1. Nous avons alors le diagramme commutatif exact suivant

0 0
X! X}

W

0— A B a0 5 M —0
{ I
0— A9 =B 4 5 M—0,

$ £
A 0
1
0

En utilisant le lemme du serpent, i.e., le lemme 1.3 du chapitre 2, nous obtenons alors la suite
exacte suivante:

(79) 0— A M —M—0,
Par application de (K/A)®4 a cette suite exacte, on obtient la suite exacte (voir (62)):
... — torf(K/A, A*) — torf (K/A,M') — tor{ (K/A,M) — ...

Or, A* est un A-module libre, donc tor{'(K/A, A') = 0. Le A-module M est sans-torsion, donc
tor{!(K/A,M) = 0. D’ou, tor{!(K/A,M') = 0 et, en utilisant la proposition 2.4, M’ est un
A-module sans-torsion. O

La proposition précédente n’est vraie que pour des matrices de rang maximal comme nous
le montre I'exemple suivant.

EXEMPLE 2.17. Sil’on considére la matrice, de rang égal a deux, correspondant au rotation-
nel
—dy d 0
R= ds 0 -d |,
( 0 —d3 ds

nous avons alors la résolution libre suivante:

-dy di 0
g d3 0 -dy
(dy do d 0 -d3 d
0 :A(l : 3)>A3 3 2/, 48 y M y 0

On vérifie facilement que M est un A = R[d,d>,d3]-module sans-torsion. Cependant, si I'on
retire une des trois lignes de R, par exemple la derniére, nous avons alors la résolution libre du

A-module M’ :
(-dg d 0
\ds 0 -d

y A2 y A3 —
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Le module M’ a de la torsion car tor (K/A, M') # 0. En effet, (d3 dl'l drd7') € K? vérifie que

: . —dy di 0
( dzdj’ dgdll)( d: 5 _d1)=(0 dy —ds ),

et donc 7' ((ds dy dad]")) € ker (idg /4 ®4 -R) = tor{(K/A, M), ou 7' : K? — (K/A)2. Ou, de
facon équivalente, I’élément z = 7((d3 0 — d;)) vérifie I'’équation d3 z = 0.

PROPOSITION 2.19. Soit R une g X p matrice a coefficients dans A, de rang mazimal, et
définissant un A-module M projectif. Alors, toute matrice R', obtenue en retirant des lignes a ia
matrice R, définit a son tour un A-module M’ projectif.

PREUVE. En raisonnant de méme que précédemment, on obtient le diagramme commutatif
exact (78) et donc la suite exacte (79). Le A-module M étant projectif, alors, par la proposition
2.7, on a ext’; (M,N) = 0,Vj > 1 et pour tout A-module N. En appliquant la suite exacte (65)
a (79), nous obtenons pour 7 > 1:

...0 = ext! (A", N) — ext!,(M',N) — ext’,(M,N) — ext’*! (4", N) =0...

D’ou, ext{,(M’,N) = extfq{M,N) = 0,¥j > 1, pour tout A-module N et donc M’ est un
A-module projectif. O

REMARQUE 2.5. Il est important que la matrice R soit de rang maximal. Sinon, la proposition
ci-dessus n’est plus vraie comme nous le montrera l’exemple 3.1.




3. ALGEBRE HOMOLOGIQUE




1. FIBRES, MORPHISMES ET SUITES EXACTES

CHAPITRE 4

Théorie formelle des équations aux dérivées partielles

Nous donnons dans ce chapitre quelques résultats sur I’étude formelle des opérateurs diffe-
rentiels et des systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP) (voir |59, 60, 61, 97, 110,
113, 128, 144] pour plus de détails). Les techniques développées ici nous seront utiles dans les
prochains chapitres pour calculer les résolutions libres des modules différentiels, les ext?, (M. D),
les suites scindées... Les méthodes homologiques utilisées dans ce chapitre sont directement ins-
pirées de celles qui sont présentées dans le cadre purement algébrique du chapitre 2. On peut
remarquer a cet égard que le pionnier de ces méthodes, D.C. Spencer, n’a jamais utilisé le point
de vue des modules différentiels que l'on trouve seulement pour la premiére fois chez Malgrange
[96] et Palamodov [106], puis chez Goldschmidt dans une référence peu connue [62].

1. Fibrés, morphismes et suites exactes
Soit X une variété différentielle de dimension n avec pour coordonnées locales z = (z, ..., z").

DEFINITION 1.1. Un fibré vectoriel E sur X, de dimension m, est une famille d’espaces
vectoriels E, paramétrée par X, avec une structure de variété différentielle sur £ = Uzex Ex
telle que, si 7 : E — X est la projection envoyant E, sur z, alors pour tout zo € X, il existe un
ouvert U de X, contenant zp, et un difféomorphisme @ tel que:

&: 7~ (U) — UxR™
E, — z xR™.

On appelle alors X la base de E et E, la fibre de E en z. Nous notons le fibré vectoriel et le
faisceau des germes de sections par la méme lettre E. Une section locale de E, sur un ouvert U
de X, est une application € : U — FE telle que:

(roé)(z) =z, Vz € U.

DEFINITION 1.2. Soient E et F deux fibrés vectoriels sur X, alors on appelle morphisme de
fibrés vectoriels ® : E — F, toute application ® telle que ®(E;) C F; et &, : E; — F; est une
application linéaire.

Les familles d’espaces vectoriels ker® = Uzexker®,;, im® = Uzcxim®, et coker® =
Uze x coker @, sont des fibrés vectoriels si et seulement si les applications linéaires ®, ont méme
rang, pour tout z € X. Nous dirons dans ce cas que ® est de rang constant.

DEFINITION 1.3. Une suite de morphismes de fibrés vectoriels
0—E HEHE —0

est exacte si, pour tout z € X, la suite d’espaces vectoriels suivante est exacte:

0—E. 25 E 25 E' —0.

PROPOSITION 1.1. Soit E' -+ E %+ E" une suite ezacte de fibrés vectoriels, alors ker @ et
coker ¥ sont deuz fibrés vectoriels.
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PREUVE. Nous avons la suite exacte d’espaces vectoriels
@ v
0 — ker®, — E, —= E; — E] — coker ¥; — 0.

pour tout z € X. Donc, nous avons dimker ®; + dimcoker ¥, = dim E; + dim E} — dim E;
qui est constant car E', E et E” sont des fibrés vectoriels. Or, les fonctions z — dimker @,
et £ — dimcoker ¥, sont semi-continues supérieurement, donc dimker @, et dimcoker ¥, sont
constants sur X, d'ou ker @ et coker U sont des fibrés vectoriels. O

Soit g = (u1,..., 4n) un multi-indice de longueur |g| = p; + ... + pp. Notons p + 1; =
(,ult.”‘,u,- + ].1
3I#i£($)
(Bxl)Hr ... (Ozn)Hn”

O é(z) =

DEFINITION 1.4. Le fibré des g-jets J,(E) de E est le fibré vectoriel dont la fibre au point
z € X est le quotient des germes de sections de F en z par le sous-espace des germes qui
s’annulent jusqu’a I’ordre g au point z, i.e., une fibre de J,(E) en z est obtenue par identification
des germes de sections qui lui sont égales jusqu’a l'ordre g en z:

Vig€ Jy(E): f~g& b, flz)=0,9(x), 0<|p[<q.

Vu comme un fibré vectoriel Jy(E) sur X, Jo(E) a pour coordonnées locales (=%, yﬁ), 0<|p|<gq,
notées simplement par (z,y,). La dimension de la fibre de J,(E) vaut m(g + n)!/q!n!.

Nous identifions Jo(E) a4 E et notons par 7 la projection de Jy(E) sur X. Si £ est une section
de E, sur un ouvert U C X, alors j,(§)(z) € Jo(E)z est la classe d’équivalence du germe de
section £ et m;_, est la projection de Jo(E) sur Jp—1(E), envoyant jq(£)(z) sur Je-1(€) ().

REMARQUE 1.1. Une section §; de J,(E) est définie par §; : z — (ri,fﬁ(x)} = (z,&(x)),
alors qu’a toute section ¢ de E correspond une section de J,(E) définie par jo(§) : z —

[Ii,au §k(3)) = (zsaq'f(ff))-

2. Opérateurs différentiels

Notons par T = T(X) le fibré tangent de X, T* = T*(X) le fibré cotangent et ®,S, A
le produit tensoriel, symétrique et extérieur. Si (z,y,) sont les coordonnées de Jy(E), on peut
montrer que les coordonnées de S,T* ® E sont (z,y,) avec |u| = g (voir [113] pour plus de
détails), ce qui prouve facilement la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1. Nous avons la suite ezacte :

a9
(80) 0 — S,T*®E — J,(B) —=4 J,_1(E) — 0.

Notons que la dimension de la fibre de S, T* ® E vaut m(q +n—1)!/q! (n —1)..
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Soient E et F deux fibrés vectoriels sur X et ® : J,(E) — F un morphisme de fibrés
vectoriels, nous avons alors le diagramme suivant
0

$
S, T*®F
le N, 0(®)=Po¢
JE == F.
ynd_y
Jq—l(E)

|
-

0
qui nous conduit naturellement a la définition suivante.

DEFINITION 2.1. Le morphisme de fibrés vectoriels o(®) : S;T* ® E — F, induit par le
diagramme (81), est appelé le symbole de .
EXEMPLE 2.1. On considére le morphisme de fibrés défini, en coordonnées locales, par
©: J(BE) —F
(z.98) — (0" () ¥h),
avec 0 < |p| < ¢,1 <k <met1<7<I, et ol nous sommons sur les indices muets. Le symbole
du morphisme ® est donc défini par:
o(®): ST*®E — F
(z,y%) — (z,a]"(z) y5), V| = ¢.
DEFINITION 2.2. Un morphisme de faisceaux D : E — F est appelé opérateur différentiel

d’ordre ¢ s'il existe un morphisme de fibrés vectoriels ® : J,(E) — F tel que nous avons le
diagramme commutatif suivant :

(82)

J,(B) > F
jot /" D=%oj,
E

REMARQUE 2.1. Nous avons une correspondance bijective entre les opérateurs différentiels
D : E — F et les morphismes de fibrés vectoriels ® : J,(E) = F.

EXEMPLE 2.2. L'opérateur différentiel correspondant au morphisme @ de fibrés vectoriels,
défini par (82), est:
D: E — F
(z,¢¥(z)) — (205" (2) B 5 (2)).
DEFINITION 2.3. Le r*™ prolongement p,(®) : Jg4r(E) = J-(F) du morphisme de fibrés
est 'unique morphisme rendant le diagramme suivant commutatif :

Jor(E) 28 J.(F)
Jq-l"r T T jr

E % F

(83)
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Nous avons alors l'identité suivante:
(8“1) ,(),-[‘I’)qu.Pr:erD:jroq)qu-

REMARQUE 2.2. D’aprés la définition ci-dessus, le r*™¢ prolongement d'un morphisme de
fibrés @ s’obtient en substituant les jets par des dérivées (passer de ¢ a D) dans les coordonnées

locales définissant @, en dérivant r fois les équations obtenues (calculer j.0D) et en resubstituant
les dérivées par des jets (passer de l'opérateur j, oD = p,(®)o js+, au morphisme de fibré p,(®)).

EXEMPLE 2.3. On considére le morphisme @ défini par (82). Le premier prolongement de ¢
est définie par
(83) pr(®): Jga(E) — Jl(ic;) . .
(Iay:}+l,) — (I,ﬂ,k#(z‘) yﬁv ak#(-’f) yﬁ-c—l, + (6 ak,u(z)) yﬁ):

aveci=1,...,net 0 < |u| <gq.

REMARQUE 2.3. Dans le cas ou & = id; : Jy(E) = Jy(F) est le morphisme identité de
Jo(E), alors le 7*™¢ prolongement p,(®) est le monomorphisme rendant le diagramme suivant
commutatif:

p'(ﬁf)

0— Jgtr(E) Jr(Jo(E))

Jg+r T . tJr
0— E I J(B).
T T
0

0

Nous avons alors l'identité suivante:
(86) pr(idg) © Jg4r = Jr © Jg-
Par la suite, nous identifierons Jy;,(EF) a son image dans J,(J4(E)).

PROPOSITION 2.2. Pour ¢ > 0 et r > 0, nous avons:
Jq+r(E) = Jr(Jq(E)] n Jr—l(Jq+l(E))|

ot les fibrés Joir (E), Jr(Jo(E)) et Jr—1(Jg+1(E)) sont regardés comme des sous-fibrés de J3* (E),
ou J{HT{E] désigne J1(J1(... 1(E)...))) avec g +r fois J;.
La proposition précédente se montre facilement par permutations des indices des jets (voir

par exemple [113]). Le lecteur se fera une bonne idée de la démonstration en lisant ’exemple
suivant.

EXEMPLE 2.4. Prenons n =1 et m = 1. Nous avons:
T J?(E) = J1(J1(J1{E))) et les coordonnées de J; (E) (resp. J1(J1(E))) sont (z,yo,y1) (resp.

(, Y00, Y10, Y01, ¥11)), donc ceux de J3(E) sont (z, Y000, 100, Y010 Y110, Y001, Y101, Yo11, ¥111)-
2. Les coordonnées de J»(E) sont (z, Yoo, Yo1 = Y10, ¥11), donc les coordonnées de J;(J2(E))

sont (z, Y000, ¥100, Y001 = Y010, Y101 = Y110, Y011, Y111)-
3. J1(E) a pour coordonnées (z,yo, 1), donc (z, Yoo, Y010 = Y100, Y110, Y001, Y011 = Y101, ¥111)
sont les coordonnées de Jo(J; (E)).

Les coordonnées de J3(E) = Jo(J1(E)) N J1(J2(E)) sont alors (, Y000, Y001 = Y010 = Yoo1, Y101 =
Y110 = y{)llsylll)-
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DEFINITION 2.4. Nous définissons le morphisme de fibrés vectoriels J.(®) : J.(J4(E)) —
J-(F) comme le morphisme qui rend le diagramme ci-dessous commutatif :

L(J(E) =8 5F)

1T T
J,(E) By R
Nous avons la relation J.(®) o j, = jr o ®.

Nous avons le diagramme commutatif suivant

0 0
l ' 4

(87) S,T*® J,(E) 2 S, T*®F
d € Je€

5J(E) 8 5@,

¢'o(id®®)
—

et donc, le symbole de J.(®) est défini par S;T* ® J(E) Jr(F).

(i Jr (@
REMARQUE 2.4. Nous avons Jg4r(FE) pridda) Jr(J4(E)) i Jr(F) et Joir(E) orid) Jr(F) et
nous avons donc la relation suivante:

(88) pr(®) = Jr(®) o pr(idg).
Du diagramme (87), du point précédent et de (80), nous obtenons le diagramme suivant

0 0
! !
S T*®E =8 sTreF
€ J e
JrB) "8 5(F)
+ "fgi:—l 7
r—1(P
Jeerar(B) 2 G (P),

{ xS
0 0

ou
(89) 0r(®): Sg4++T"®E = S,T*®F,
est le morphisme induit par p,(®) sur S;4+,7* ® E. Nous avons en particulier op(®) = o(®).

DEFINITION 2.5. Un systéme linéaire d’équations aux dérivées partielles R, d’ordre g sur E
est une sous-variété fibrée de J,(E). Une solution de R, est une section £ de E sur un ouvert U
de X telle que j4(€)(z) € Ry, pour tout z € U.

Remarquons que si @ : J,(E) — F est un morphisme de fibrés vectoriels de rang localement
constant, alors le noyau de ker ® est le systéme d’équations différentielles associé & ® et donc a
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'opérateur D = ® o0 j, : E — F. Réciproquement, si nous avons une sous-variété fibrée R, de
Jy(E), nous avons alors la suite exacte

0 — Ry — Jy(E) — J4(E)/Ry — 0,
et donc, R, est le noyau d'un morphisme de fibrés vectoriels @ : Jo(E) — J,(E)/R,.

EXEMPLE 2.5. Si @ : Jy(E) — F est défini par (82) et de rang localement constant, alors le
systéme d’équations aux dérivées partielles R, est donné par

(90) ar(z) ys = 0,

avec 0 < |u| <gq,1 <k <metl <7 <l Unesolution locale £¥(z) de Ry, sur un ouvert U C X,
satisfait le systéeme d’EDP :

a;t(z) 8,Ek(z) =0, Vz € U.
DEFINITION 2.6. - Le r*™ prolongement Ry, du systéme R, est définie par
Rq+r = Jr(Rq) n Jq+r(E),
ou Jy(R,) est considéré comme un sous-ensemble de J.(J,(E)). Par convention, R,_, sera
la projection de R, sur J,_.(E) pour 1 <r <gq.
- La projection du s*™¢ prolongement Rgir4s = pris(Rg) de Rgir sur Jgur(E) est notée

s) \ (s) +r+s
par Rg+,‘ c-a-d, nous avons R/, = 1T§+r (Rgtr+s)-

REMARQUE 2.5. Le systéme R, est, par définition, un fibré vectoriel alors, qu'en général,
Rgyr et Rf;‘_ﬂ, ne sont que des familles d’espaces vectoriels.

Donnons deux exemples illustrant la remarque précédente.

EXEMPLE 2.6. Considérons le systéme Rs suivant

{ y22 + T2y =0,
Y12 =0,

alors, son premier prolongement R3 est définie par

[ y222 + T?y112 + y11 = 0,
Y122 = 0,
y12 =0,
z?y1 =0,
y22 + 22y = 0,
L Y12 = 0:

et R3 n’est pas un fibré vectoriel car son rang varie selon que z2 # 0 ou z2 = 0.

EXEMPLE 2.7. Considérons le systéme Ry suivant

{ Y22 + %y = 0,
v12 =0,




2. OPERATEURS DIFFERENTIELS

alors RSIJ est défini par
Y2 + 2%y =0,
y12 =0,
z?y1; =0,
et Rg” n’est pas un fibré vectoriel car son rang varie selon que 22 # 0 ou z? = 0.

PROPOSITION 2.3. Soit R, le noyau de ® : J,(E) — F, nous avons alors la suite ezacte
d’espaces vectoriels

(91) 0 — Rysr — T (B) 2 J,(),

ou en d’autres termes, Royr = Jr(Ry) N Jgir(E) est le noyau de pr(P).

Preuve Appliquons le foncteur J,(-) a la suite exacte 0 — R, 2 Jo(E) — F, nous

Jr (@)

obtenons la suite exacte 0 — Jr(Ry) — J;(J4(F)) — J-(F). Nous avons alors le diagramme

commutatif suivant :

0
4

0 — ker pr(®) — Jy4r(E)
4

0 — Jr(Ry) — Jr(Jy(E))
et nous obtenons ker p,(®) = Jr(Ry) N Jg4r (E) = Ryyr.

D 5.,

Maintenant, soit ® : Jo(E) — F un morphisme de fibrés alors, nous avons le diagramme
commutatif exact suivant
0 0 0
l { 4
(@
0— gor— SeT*®E =8 ST @F
1 1 !
r L
0— Ryr—> JoinlB) =@ J.(F)
- ’Tgi:—l + ”311—1 A
0— Rppr-1 —> Jpeaa(B) "2 g i(P),

+ !
0 0

,.r‘H-r
.\ +r—1
oll, nous avons noté par gq+r le noyau de Rgyr — Rg4r—1, €t nous avons donc:

(93) gg+r = ker o (®).

DEFINITION 2.7. On appelle le symbole de R, la famille d’espaces vectoriels de S¢4,T*®F,
définie par gg+r = ker o,(®). Nous conviendrons que gg—r = Sq—T* @ E, pour 1 <r < q.
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EXEMPLE 2.8. Le symbole g,., du systéme Ry.,, ou R, est défini par (90), est donné. en
coordonnées locales, par le systéme
T, k —
ay Vysr =0,
avec |v|=r, |u/=qget 1 <k <m.

REMARQUE 2.6. Le symbole g, de R4 n’est pas en général un fibré vectoriel, mais seule-
ment une famille d’espaces vectoriels sur X.

EXEMPLE 2.9. Soit le systéme d’EDP défini par:

=0
R Y2 3
2 { I2y1 +y= 0.
Ce systéme est bien un fibré vectoriel car nous pouvons résoudre la seconde équation par rapport
a y et le systéme est alors de rang constant. Cependant, son symbole go, défini par

Vg = U,
92\ z%v; =0,

n’est pas un fibré vectoriel car son rang varie selon que z2 # 0 ou z? = 0.

LEMME 2.1. Soit R, un systéme d’équations auz dérivées partielles sur E. Si Ry, est un
fibré vectoriel, alors le s*™¢ prolongement (Rgir)+s = ps(Rg+r) de Rgir est le méme que le
(r + s)®™¢ prolongement R,.

DEFINITION 2.8. Un systéme d’équations aux dérivées partielles R, est formellement in-
tégrable si R4, est un fibré vectoriel pour tout r > 0 et ;-rgi:“ : Rgtr41 = Rgyr est un
(1)

épimorphisme, i.e. Ry,

= Rg4r, pour tout r > 0.

EXEMPLE 2.10. Soit le systéme défini par:

0
R, Y
Y 0

On veérifie facilement que

y%2 = 01

9{2 = 0!

y%}, = 0!

y%z =0,

y%2 =0,

y%l =0,

Y =

¥+ =0,
| ¥ =0,

d’ot1 go = 0 et R(ll) = R;. Nous avons alors R(I:],_ = Ry.4,, car tous les jets d’ordre supérieur ou

égal a deux sont nuls. De plus, R, est trivialement un fibré vectoriel, pour tout r > 0, d’ou le
systéme R; est formellement intégrable.
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EXEMPLE 2.11. Tout systéme homogeéne R, & coefficients constants est formellement inté-
grable.

Donnons un exemple d’un systéme non formellement intégrable.

ExXEMPLE 2.12. Considérons le systéme suivant

y2—y =0,
R
2{ y12 =0,

et étudions l'intégrabilité formelle du systéme Rjp. Le premier prolongement du systéme donne:

'8

Y2220 — Y12 =0, (Y222 —y12 =0,
Y122 —y11 =0, Y122 = 0,
y122 = 0, y12 = 0,

= R
Y112 =0, 3 ) y22 —tn =0,
ya2 —y1 = 0, 2 =0,
y12 =0 [ yu =0.

“

La projection Rgl) = n3(R3) de Rj3 sur Jo(E) est alors définie par

) y22 — 1 =0,
R’z vi2 = 01
y11 =0,

qui est une sous-variété stricte de Ro. D’ou, le systéme R n’est pas formellement intégrable.

3. Cohomologie de Spencer

DEFINITION 3.1. Soit R, un systéme d’EDP et g, son symbole, alors l'opérateur de Spencer

5 . As TW @ gq+r+1 - AS+1 S i ® gq+!‘ est déﬁnl par
(Bw))k = dz* A ks,

ol w = (wk) avec wi = vﬁ,l dz! € A*T* ® ggyrs1, b = v+ 1;, dzl =dz™ A...Adz,i) < ... <
i, 1<k<met|ul=qg+r.

LEMME 3.1. Considérons la suite d’opérateurs

G b @ Gg+r+1 —6> AT ® Gq+r —i) ArrLas ® gg+r—1

alors, nous avons 6 0§ = 0 et l’on note par Hy. .(gq) le défaut de cohomologie en A*T* @ gg4r-

PREUVE. Montrons tout d’abord que 6 : A°T* ® gg+1 — A°T* ® g, est bien défini: le
symbole de gq4+1 est défini par les équations:

k
af v, =0, |ul=gq.

Nous avons alors a” ((6(w))k) = dziA(a;“wﬁ+1i) = 0, donc (§(w))k € A* T* ® go. On montrerait
de méme pour gg4+r+1 & la place de gg41. De plus, nous avons:
((606)(w))k =dz' A (6(w))k,,, =da* Ado? Alwﬁﬂ_._ﬂj = Uﬁ+1‘.+1j dz* A dz_i /\da;f
) Ufl+1j+lidxj A dmt A dI] = _vﬁ+1i+1j dxt A dxj AdZI — 0'
O
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En particulier, si I'on prend R, = J,(E), nous avons alors g, = S;7” ® E. La proposition
suivante est importante pour la suite. Nous renvoyons a [113] pour une preuve.

PROPOSITION 3.1. Nous avons la suite ezacte suivante :
(94)
AT ® SpritT* QE L AMT* @ 8,0, T @ B - A2 T* @ SpyriT* O E —> ...

DEFINITION 3.2. Le symbole g, d’un systéme R, est dit s-acyclique si Hy, .(9,) = ... =
Hj..(9q) = 0, Vr > 0. Nous dirons que g, est involutif si g, est n-acyclique, de type fini s'il
existe un entier r tel que go4r =0, Vr > 0.

PROPOSITION 3.2. Tout symbole est I-acyclique. En particulier, tout systéme R, d’EDQO a
un symbole gq involutif.

PREUVE. Nous avons le diagramme commutatif suivant

0 0 0
) { 1
r+1(®
0— Gg4r+1 — Se+ry1T*QE ? ﬂ } Sr41T* ® Fy
L6 16 16
0— T* ® gg4r — T"® S+ T*®FE — T*Q®S5T"QF
lé 18

ou la premiére suite horizontale est exacte par définition de g44r4+1 et les deux derniéres suites
verticales sont exacte grace a la proposition 3.1. Une petite chasse dans le diagramme montre
alors que la premiére suite verticale est exacte, d’ou le résultat.

PROPOSITION 3.3. Si gq est un symbole involutif et de type fini, alors g = 0.

PREUVE. Puisque g, est un symbole de type fini, il existe r > 0 tel que g¢4, = 0. De plus,
puisque g, est involutif, nous avons alors la suite exacte pour r > 1:
o AT @ gosr —4 APT™ @ ggir—1 — O.

D’ou, gg+r—1 = 0. En raisonnant de méme avec gy4r—1 = 0 a la place de gg4r, nous obtenons
alors gg4r—2=0= ... = g4 =0.

Soit z = (z!,...,z") un systéme de coordonnées locales de X. Nous munissons les multi-
indices u de longueur g, d’'un ordre défini par:

p<p e Ile{l,... ,n}telquey; = pl, i =n,...,l+1et pu < p.
Cet ordre sur les multi-indices détermine un pré-ordre sur les vﬁ de g4 par:
p<p'=}—v:<vﬁ:.
On dit alors que vﬁ est de classe1 > 1si pu; = ... = pj—1 =0 et u; > 0, de classe 1 si p; > 0. Soit

un vﬁ de classe i, nous dirons alors que z',. .. ,z* sont ses variables multiplicatives et z*!,... , z"
ses variables non-multiplicatives. Par élimination, on peut toujours écrire le systéme d’équations
définissant le symbole g, sous la forme de ,6;,‘ équations indépendantes comportant des 'uf, de
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classe n, ﬁ““l équations indépendantes comportant des v!, de classe n — 1 sans v!, de classe n,
61 équations indépendantes ne comportant que des v}, de classe 1. Nous associons alors a ces
equauons des ® comme suit:

By equatmns de classe n
ﬁ” équations de classe n — 1

ﬁ; équations de classe?

B, équations de classe 1

Soit g; I’espace vectoriel défini localement par o(®) dans lequel on a annulé les vﬁ de classe plus

petite ou égale & i. Notons par o(®)’ ce systéme d’équations définissant gé. Nous avons alors:

m(g+n—1—1)!
gl(n—1-1)!

m(g+n—i—1)!

2l n—i-1) —rko(®)' =

— (Bt + ...+ B7).

dim g; =
Appelons:
(95) a; = dim g;'l — dim g;, 2= 1,y 70
En substituant les valeurs des dim g; dans l'expression précédente, nous obtenons alors:

m(g+n—i—1)!

(96) St A= =

L’équation (96) entraine en particulier :

2 < X
0<ep b ) Tm =)

En sommant les a; définis par (95), et en utilisant le fait que gg = gq et gg = 0, nous avons:
dimg? —dimg} =31} = dimg, =Y, af,

dimgy —dimg; =}7_,,,0q = dimgi=Y7_.., x.
THEOREME 3.1. Le symbole g, est involutif s’il existe un systéme de coordonnées appelé 6-
régulier tel que l'une des deur propositions égquivalentes est vérifiée :
1. dimgg4 = a}’. o 2ag +...+nag.
2. Tout prolongement des équations de g, par rapport auz variables non-multiplicatives (i.e.
par auz e) n’apporte aucune nouvelle équation autre que celles obtenues par prolongement
par rapport auz variables multiplicatives.

Nous avons alors :

(r+i-1)
dim gg4r = Z TG =) ag, Vr 2> 0.

PREUVE. Montrons seulement 1'équivalence entre les points 1 et 2. Nous renvoyons le lecteur
a [110] pour une preuve de ’équivalence de ces points avec 'involution. Supposons 2. Donc,
le prolongement des équations du symbole g, par rapport aux variables non-multiplicatives e
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n’apporte pas de nouvelles équations. D'out, g4+ est défini par les 6; +2f3§ +...+n (7 équations.
obtenues en dérivant les équations de g, par rapport aux variables multiplicatives. Or, les t‘ﬁH‘
obtenus ainsi sont tous différents, donc les ,5,; +2 B;;) + ...+ nf; équations sont indépendantes.

En utilisant la relation (96) entre a; et ;3;. nous obtenons alors:

dimggy; =dimSenT*®E— (6; +262 +...+np")

m(g+n)! . , )
RS ES R R

_ m(g+n) _"1_ ‘ !
" (g+1)!(n—=1)! Z ) )!

i=1

= Z?:l E.Of:;,,
d’ot, 1. Réciproquement, supposons 1. Le symbole g, est défini par les équations 6; + 263 +
...+ n ] indépendantes, obtenues comme ci-dessus, plus éventuellement d’autres. Or, le calcul
que nous venons de faire montre que dim gg4+1 = dim Sy 1\ T* @ E — (ﬁ; +2ﬁg +...+ng"). Donc,
le prolongement des équations de g, par rapport aux variables non-multiplicatives n’apporte pas
de nouvelles équations, d’ou, 2. O

REMARQUE 3.1. Si le prolongement des équations de g, par rapport aux variables non-
multiplicatives apporte des nouvelles équations indépendantes des ﬁ,} +2 ﬁ3+ ...#+n " premiéres,

alors:
dimgg+1 < dimST*®E— (B +2B2 +...+np")

1 2 n

gaq+2aq+...+naq.

L’égalité n’est vraie que si g, est involutif et si (z!,...,z™) est un systéme de coordonnées 4-
régulier. Nous pouvons alors montrer que [110]:

q q
0Lal<a, ;<...La].

Remarquons que si g, est involutif, alors g,41 est alors défini par les ﬁ,} + 2ﬁ§ +...+np"
équations indépendantes, définies ci-dessus, dont 37 sont de classe n, ﬁ;“l + By de classe n—1,
.. By + ...+ B7 de classe 1.

EXEMPLE 3.1. Considérons le symbole go défini par les équations suivantes:
2

(97)

2
]
L]

Si I'on prolonge la troisiéme équation de (97) par rapport a la variable non-multiplicative z? de
v?,, nous obtenons v?y, +a(z!) v};, = 0. Or, le prolongement de la premiére équation par rapport
a la variable multiplicative z! de v3, donne v%,, = 0 et le prolongement de la derniére équation

par rapport a z', variable multiplicative de vi,, donne v};, = 0. Donc, le prolongement de la
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deuxiéme équation par rapport a la variable non-multiplicative z° n’apporte pas une nouvelle
équation. De méme, le prolongement de la derniére équation par rapport a x2, variable non-
multiplicative de v],, donne v}y, = 0, qui est égal au prolongement de vy, = 0 par rapport a sa
variable multiplicative z!. D’ou, g2 est involutif et z = (z!,z?) est un systéme de coordonnées
d-régulier.
La dimension de S>T* ® F est 3 x 2 = 6 et nous avons:
{vdy, v3,} classe 2
{vi,,v};,v%,v% } classe 1.

Donc, dimgg =dimgy=6—-4=2, et g% est obtenu par annulation des vﬁ de classe 1 dans les
équations définissant gz, i.e.
{ U%rz — 0,

v3, =0,
D'ou, dimgj = 2—2 = 0 et donc a% = 2 — 0 = 2. Finalement, g% = 0, d’ou a% =0-0=0.
Nous avons bien dimgs = a3} + o3 et l'on vérifie facilement que les équations indépendantes
donnant g3 s’obtiennent toutes par prolongement des équations de (97) par rapport aux variables
multiplicatives de go et dimg; = a3 = 2.
Si 'on permute maintenant z' et 2%, nous obtenons le nouveau systéme:

1

= 1

R, 1
1

T
vip = 0.

Le prolongement de v}, par rapport & sa variable non-multiplicative z? donne, aprés réduction,
la nouvelle équation v%,, = 0. Donc, le systéme z = (z2,z') n’est pas é-régulier. En procédant
comme ci-dessus, nous obtenons a3 =1 et o3 = 1, d’ott dimgs =2 < o} + 203 = 3.

EXEMPLE 3.2. Considérons le symbole

v3z —avy =0,
ve3 =0,
v — bvy =0,
vi3 =0,
Mo = 0.

Si ’on prolonge g» par rapport aux variables non-multiplicatives, c-a-d par rapport aux e, nous
obtenons deux nouvelles équations:

avinn =0,

b‘L’u] =:(J;
Donc, si @ = b = 0, alors g, est involutif et z = (z!,z%,z%) est un systéme de coordonnées
d-régulier. Si a # 0 ou b # 0, nous obtenons g3 = 0 et donc g est de type fini. Pour savoir si g2
est 2-acyclique, nous devons déterminer si H2(g2) = 0 est nulle dans la suite

A2T* ® gp =5 A3T* @ T,
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c-a-d, il faut savoir si é est injectif. En effet, H§+r(92] =0 pour r > 1, car g2+ = 0.7 > 1. Nous
avons
. D
(S(U#k,,‘jdﬁfl N d:r.f)ﬂ = (’U_ug‘lg + vy1,23 + Uﬁgigl)di‘l Adz? Adz® = 0,|ul =1,

d’ou, en tenant compte des équations définissant go, nous obtenons:

v11,23 = 0,
va231 = 0,
v33,12 = 0,
avilie = 0.
bvyia = 0.

Ainsi, 6 est injectif ssi @ # 0 et b # 0. Dans ce cas, gp est 2-acyclique sans étre involutif (3-
acyclique), car sinon, en utilisant la proposition 3.3, nous aurions g2 = 0. Si I'un des a ou b est
non nul, alors g» n’est pas 2-acyclique mais gz = 0, donc g3 est involutif.

PROPOSITION 3.4. Tout symbole g4, devient involutif a partir d'un r assez grand.
Nous renvoyons le lecteur a [110] pour une preuve.

THEOREME 3.2. Soit Ry un systéme d’ordre q tel que Rgyy est un fibré vectoriel. Si g, est
2-acyclique et s 7.*3"'1 : Rgp1 = Ry est un épimorphisme, alors Ry est formellement intégrable.

PREUVE. Ry est un fibré vectoriel, donc il existe un fibré vectoriel Fo = Jy(E)/R, tel que
nous avons la suite exacte suivante:

0= B —i Lo B) = Fy—F O

Nous avons alors la suite exacte

0.—3 Rosi 9Tl B) 2 ()~ Fy —0,

ou F; = coker p;(®) est un fibré vectoriel car R44; est un fibré vectoriel (proposition 1.1).

Puisque ﬂg"' : Rg41 = Ry est un épimorphisme, nous avons le diagramme commutatif suivant

0 0 0 0
{ } + {

0— ggvy1 — S+1T*QFE il T"®F — F

{ 1 d 4
@
06— Raa — (B 295 #wm) — A —0
1) X} ! 1
r—1(®
i— B — JE = m — o
1] X’ 1
0 0 0
ot les deux derniéres suites horizontales sont exactes par définition. Une chasse dans le diagramme
montre que le fait que rgﬂ est un épimorphisme implique que la premiére suite horizontale est
exacte en T* ® Fy. Nous avons la suite exacte

(98) 0 — gg+1 — Rgy1 — R; — 0




3. COHOMOLOGIE DE SPENCER

avec Ry41 et R, deux fibrés vectoriels, donc go+1 est un fibré vectoriel. Maintenant, g, est 2-
acyclique et nous avons donc le diagramme commutatif suivant

0 0 0 0

I I I I
0— 9g+2 — Sq+2T* ®F — SoT™ @ Fy — T*® F

d, { ) |
0— T ® gg+1 — T"®SuT*"®F — T'T*"®Fy — T"®F
l 1) il
0— A’T* ® g, — ANT"®ST*®E — AT*®F
d {
0— AT*®S,_ 1 T*®E — AT*®S,1T*®F

ot les trois derniéres suites horizontales sont exactes (par définition de g, et puisque I’application
de T* a la suite exacte (98) conserve ’exactitude) et les suites verticales sont exactes grace a la
proposition 3.1 et au fait que g, est 2-acyclique. Une chasse dans le diagramme montre que la

premiére suite horizontale
(99) 0—)gq+2—>Sq+2T*®E—}SgT*®Fg—)T*®F1
est alors exacte. Nous avons donc le diagramme commutatif suivant

0 0
1 d

0— gpu2 — SpT*®E 2B s,mveF — T0R
| l

00— Ryp — Jg+2(E)
4 1

0— Rq+1 =} Jq+1(E)

0

ou la derniére suite horizontale est exacte, ainsi que la premiére suite horizontale (nous venons de
le montrer) et les suites verticales. Une chasse dans le diagramme montre que ﬂg_':_'f : Rgy2 = Rgq
est alors un épimorphisme. De la suite exacte (99) et de la proposition 1.1, nous déduisons
que gg+2 est un fibré vectoriel. Comme Rgy4; est un fibré vectoriel, de la suite exacte 0 —
gg+2 — Rg42 — Rg41 — 0, nous déduisons que Ry est un fibré vectoriel. Nous avons alors
Rg41, Rg4+2 deux fibrés vectoriels, rgif épimorphisme et g, 2-acyclique et, par récurrence, on
montre que 7§ =Ta{, 1 ©...0 73*! : Ry4r = Ry est un épimorphisme pour tout r > 0, d’ot
R, est formellement intégrable.

REMARQUE 3.2. Le théoréme précédent donne une condition suffisante mais non nécéssaire
pour qu'un systéme soit formellement intégrable. En effet, le symbole

vl =0,
()] Uy TV =V,
vs =0,
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du systéme R;, défini a 'exemple 2.10, n’est pas involutif, car le svmbole est résolu au maximum
par rapport aux vﬁ de classe 2 et le prolongement de ces équations par rapport a e donne, par
élimination, la nouvelle équation v?, = 0. De plus, g; n’est pas 2-acyclique sinon nous aurions la
suite exacte

T@ggi)AET*®gl — 0
et comme g2 = 0, nous aurions g; = 0. Cependant, nous avons vu dans I'’exemple 2.10 que R,
était formellement intégrable.

EXEMPLE 3.3. Nous avons vu dans 1’exemple 3.2 que le symbole g, du systéme Ry défini par
Y33 —yn =0,
Y23 =0,
Ry { y22 —yn =0,
y13 =0,
Y12 =0
était 2-acyclique (a = b =1 # 0). De plus, g3 = 0, donc 73 : R3 — Ry est un épimorphisme,
d’ou R; est formellement intégrable.
DEFINITION 3.3. Un systéme R,, associé a l'opérateur différentiel D = ® o j,, est involutif
si R, est formellement intégrable et g, est involutif.

EXEMPLE 3.4. Considérons le systéme suivant :

y§2 + y‘% = 01
=0
R2 Yao 1
‘yiz +a(z')y}, =0,
Y12 =0
Nous avons vu, dans I’exemple 3.1, que g> est un symbole involutif. Nous vérifions alors facilement
que 73 : R3 = Ry est un épimorphisme. Donc, Ry est un systéme involutif.

DEFINITION 3.4. Un systéme R, est dit suffisamment régulier si R,(;z, est un fibré vectoriel
pour tout entier r et s.

Le théoréme suivant montre que si un systéme suffisamment régulier R, n’est pas formelle-

ment intégrable, alors par prolongement et projection, on peut toujours obtenir un systéme Rgi),
formellement intégrable et ayant les mémes solutions que R,.

THEOREME 3.3. Si R, est un systéme suffisamment régulier, alors il eziste deuz entiers r et

s tels que le systéme R‘(;z,. est formellement intégrable (involutif) et posséde les mémes solutions
que R,.

PREUVE. La preuve est technique et utilise des arguments de noethérianité. Nous renvoyons
a [60, 110] pour plus de détails. De fagon algorithmique, nous procédons ainsi: on prolonge
suffisamment de fois R, pour obtenir un systéme R, ayant un symbole g, 2-acyclique. Cela est
toujours possible car, grace a la proposition 3.4, il existe toujours un entier r suffisamment grand

tel que gg4r est involutif donc 2-acyclique. Nous vérifions alors si s'rg:f:“ : Rgtr+1 = Rgyr est un
g+r+1

épimorphisme ou non. Si 7, . est un épimorphisme, alors Ry, est formellement intégrable et
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'on s’arréte. Sinon, on prend le nouveau systéme Rg_g,. obtenu en ajoutant a Ry, les nouvelles
équations d’ordre g + r obtenues dans la projection de Rg4r+1 sur R4y, €t on recommence la
procédure. O

EXEMPLE 3.5. Nous reprenons l’exemple 2.12

R {yzz“?}l-——ﬂ,
y12 = 0.

Va9 = D, 1. 2
est involutif car le prolongement v;2 par rapport a sa variable non-multiplicative z? est égal au

prolongement de vg par rapport a sa variable multiplicative z'. Cependant, nous avons vu dans
I'exemple 2.12 que R(zl) C Ry car:

Le symbole g,, défini par

) y—y =0,
R, yi2 =0,

y11 = 0.

)

Le symbole g( est défini par

v9g = 0, 1
V12 = 0, 1
1

v =0,

d’ou g( ) est de type fini et donc involutif. On vérifie alors aisément que Rgg} = Rg_l), c-a-d que
R,E, ) est alors un systeme involutif.

Soit R, un systéme involutif, alors nous avons
dimRyy, = dimRg_1+ Y ;_odimgg;s

(s+i-1)!

dimRy_1+ > .o Dic1 Sy TR o

_ (r+i4)! ;

= dimRg—1 + Y i, %
ot R,y = m_;(R,) et nous avons le théoréme suivant di a Janet, Cartan et Khiler [26, 74,
75, 76).

THEOREME 3.4. Si Ry est un systéme analytique involutif, alors il eziste une unique solution
analytique y* = f*(z) telle que jo—1(f)(z0) € 7]_,(Rg) C Jg-1(E) est un point donné. La
solution y* dépend alors de ag fonctions de z!,...,.z", de a;‘_l fonctions de z!,..., 2™, ..., et

de a; fonctions en z'.

EXEMPLE 3.6. Nous avons vu dans I’exemple 3.2 que pour a = b = 0, g est involutif. Nous
avons de plus d1m92 =6—-5=1et d1m92 =0, d’ou 0:2 =1et ocz =0 = dimgy4, = 1. D’ou:

dimRoyr =dimJ1(E)+2=3+2, Vr > 0.
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Toute solution analytique du systéme Ry dépend alors d'une fonction arbitraire de z!.

4. Suite de Janet - Suites de Spencer

DEFINITION 4.1. Un morphisme @ : J,(E) — F est régulier si le morphisme p;(®) : Jy1+-(E) —
J-(F) est de rang constant, pour tout r > 0.

EXEMPLE 4.1. Dans 'exemple 2.6, le morphisme p;(®) n’est pas de rang constant car son
rang change suivant que z2 # 0 ou que z? = 0.

DEFINITION 4.2. Soient @ : Jo(E) = F et ¥ : J.(F) = G deux morphismes de fibrés et
soient D : E — F et D' : F — G leurs opérateurs différentiels associés. Supposons que nous
ayons le complexe suivant

(100) E2rZa,

alors, la suite (100) est dite formellement ezacte si les suites de fibrés vectoriels

pf s(2) ps(¥)
i Jr4s( a—’) Js(G),
sont exactes pour tout s > 0.

DEFINITION 4.3. Une suite d’opérateurs différentiels E 2, F 2, G est localement ezacte
si pour toute section locale n de F telle que D’'n = 0, il existe localement une section £ de E
telle que D& = 1.

PROPOSITION 4.1. Soit D = ® o j, : E = Fy un opérateur involutif d’ordre q, alors il eziste
une suite formellement ezacte

(101)

n(®
B B —+ Tyl B) B

Qo . A0t pipy 38 5 —s0,

J (FG) Pﬂ 1(‘]’1) J.n I(Fl)p“ -2
avec D = ® o j,, F; fibré vectoriel et ¥; : J1(Fi—1) = F; morphisme de fibrés, pour i > 1.

PREUVE. Puisque R, = ker @ est un fibré vectoriel, nous avons alors la suite formellement
exacte suivante:

0 — R, — Jo(E) =5 Fy — 0.

Par prolongement, nous obtenons alors

O—+Rq+1 ——}Jq+1(E J](Fg) —}Fl —)U

ou F; = coker p;(®). Puisque ‘.rrg"'1 : Rg41 = R, est un épimorphisme, alors nous avons le

diagramme commutatif exact suivant
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0
{
0— gg+1 —0

1
U—} Rq+l

4
0— R, —

1
0

d’ou 'on déduit coker og(¥;) = Fi.
Supposons maintenant que nous ayons la suite formellement exacte suivante

r [ - v ‘Pr- r
s B = () BB gy PR pie ) I B i

alors, nous avons le diagramme commutatif exact suivant

0 0
\J \ \

0 gprrst — SpenT@E "2 | %)

¢ +
r4+1 P
U — Rq+r+1 =t JI.q'-+-'r-i-l(E) ﬂﬁ)
{ i

0— Rq+r — Jq—{»r(E)

1 {
0 0

pr_(‘i;}

ou F,., = coker p;(¥,). En raisonnant comme nous l’avons fait a la preuve du théoréme 3.2 (voir
suite (99)), on montre que I'involution du symbole g, implique que la premiére suite horizontale du
diagramme ci-dessus est exacte. Puisque la derniére suite horizontale est exacte, nous déduisons
que la suite du milieu est exacte. D’ou le résultat. O

THEOREME 4.1. Si D : E — Fy est un opérateur involutif, alors il eziste une suite formelle-
ment ezacte de longueur au plus n+1

0—0—EXRnIYpDy Dap 0

avec Dy = D et ot les opérateurs D; sont du premier ordre et involutifs, pour i > 1. Celte suite
est appelée suite de Janet de Dy.

PREUVE. Puisque D = ®o0j, est un opérateur involutif, alors il existe une suite formellement
exacte (101). De plus, R, = ker ® et Ry, pour r > 1 sont des fibrés vectoriels. Puisque R, est
formellement intégrable, alors nous avons la suite exacte 0 — gg4r — Rgyr — Rgir—1 — 0
et donc go4r est un fibré vectoriel pour r > 0. Notons alors les fibrés vectoriels B, = im p.(®) =
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Jo+r(E)/Ry4r et Ny = im0, (®) = (Sg4+T* ® E)/gq+r, pour 7 > 1. Nous avons alors le dia-
gramme commutatif exact suivant pour r > 1

0 0 0
1 d )

0— gy4r — S T"®E — N —0
B { I

0— Ryyr —  Jogir(E) — B, —0
$ { }

0— Rgyr-1 — Jg4r-1(E) — By —0,

X3 l {
0 0 0

avec By = Fy. On en déduit que B; est formellement intégrable. De plus, nous avons le diagramme
commutatif suivant, pour r > 1,

0 0 0

! 1 AN
g i - SesrT* @ E N,

16 16 16

)
A?2T* @ N,_,

14 )

0— AT*Q® 9g+r-2 A’T*® Sq+r—2T* @F
) () 14

0 — AT* ®ggir-3 NT*® S5, . T*®E AST* ® N,_3
() ) ()

—
0— T*®gg+r-1 T"®Sg4r-1T*®E — T*® Ny
—
—

) lé lé

0 — A"T™* ® ggir—n A"T* @ SgirnT* @ E APT* @ N,_,
i ! l
0 0 0

ou les suites horizontales sont exactes et ainsi que la premiére suite verticale, grace au fait que
gq est involutif. De plus, la proposition 3.1 implique que la deuxiéme suite verticale est exacte.
On en déduit alors que la derniére suite verticale est exacte et donc N, est involutif (en fait g,
(s+1)-acyclique = N, s-acyclique). Finalement, By C J;(Fp) est alors un systéme du premier
ordre, involutif et transitif (c-a-d, B; n’a pas d’équation d’ordre zéro ou, en d’autres termes,
B, — Fj est un épimorphisme). L'opérateur différentiel correspondant au systéme B, est alors
D) = ¥y 05;. On peut faire de méme que précédemment en remplacant R, par B;, pour obtenir
un opérateur Ds : F} — F5 du premier ordre, involutif et transitif. Pour finir, remarquons que
nous avons le diagramme exact suivant
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0 0
4 l
T ® Nr_1 S | 0y ATT*® Fy — cokerd — 0
! i}
0— ST*®F, T*®S,_ T*®F ... AT*®F —
l _ 4 {
0— S T*®R PR JTEGTy ok v b 0
!

ot coker § = ATT* ® Fy/8(A"™"T* ® N;). Une chasse dans le diagramme montre que:

(102) F, 2 AN'T*® Fp/6(AT"'T* ® Ny).

D’on, la suite d’opérateurs se termine par D, = ¥, o 71, ce qui conclut la preuve.
REMARQUE 4.1. Nous avons par définition Ny41 = Sgir+1T* ® E/gg4r+1, d’ol

(g+n—-i-1)!
twﬁq—nun~a!_“)

r+1)!
)16 - 1)

n
dlm Nr+l — dlm Sq+r+1T* ®E - dimgq+r+1 = Z (r -}—(
i=1

e (r+1)! ;
"Zﬁ1&+1ﬂ@—n!@

En particulier, dim N; = E?=1iﬁ;. Ceci est bien en accord avec la remarque 3.1, dans laquelle
nous avions montré que g,4 était défini par ﬁ; + 263 + ...+ n 7 équations indépendantes.

EXEMPLE 4.2. Soit 'opérateur D : E — F' défini par:
héE-€E=1',
& =17
HE+E=1n,

Le systéme R; correspondant est défini par

n—-y=0,
Rl Y2 = 01
ys+y=0,
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et son symbole par:

vy =0, 1
g1 Vg = 0. 1
V1 = 0. 1

Le symbole g; est de type fini, donc involutif. On vérifie alors que R, est involutif. En mettant
un second membre z aux équations de R; et en dérivant ces équations par rapport aux variables
non-multiplicatives du symbole, nous obtenons les conditions de compatibilité du premier ordre
suivantes :

2 — 23+ 0,
B { 2 -2+ 2% =0,
2

~
23 — 2{ — 0.

2
1
2

Le symbole de B; est alors

U%—U%Z‘O. 1
N { vi—0¥=0, 1
1

1 2
1}2_”1—0,

et 'on vérifie facilement que N; est involutif. Donc le systéme B; est du premier ordre, involutif
et transitif, et 'opérateur différentiel correspondant est D; : Fy — Fj, avec:

3n:— &’ +n° =,
ant-on*+nt —n*=_2
don' =0 —n? =%

De méme, en mettant un second membre ¢ aux équations définissant B;, en dérivant la troisiéme
équation par rapport a la variable non-multiplicative z°, nous obtenons alors 'unique condition
de compatibilité d’ordre un:

t3-t2+t]+t' +3=0.
L’opérateur correspondant Ds : F; — F5 est alors défini par
¢ - +a+ +=0
Nous obtenons finalement la suite de Janet suivante:
0—)E—>Fg F1—+F2->0

EXEMPLE 4.3. Soit I'opérateur j, : E = Jy(FE) involutif car de type fini. D’apreés le théoréme
4.1, nous avons alors la suite formellement exacte suivante

0—ESoE Bamr... By o, (B —o,

avec Co(E) = Jy(E). D’apreés la formule (102), et en utilisant le fait que Ryy; = 0 = By =
Jo+1(E), et donc N} = S,41T* ® E, nous obtenons alors les fibrés vectoriels suivants:

Cr(E) = A'T* ® J,(E)[§(A""'T* ® Sy T* ® E).

Ceci prouve en particulier que la suite de Janet de l'opérateur j, est toujours de longueur n + 1.
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DEFINITION 4.4. On appelle opérateur de Spencer D, 'opérateur différentiel défini par

D:J,(E) — T*®Jy(E)

(108) €e+1 — D(&+1) = (10 73t — p1(idy)) &g41 = J1(&q) — &g,

et nous avons le diagramme commutatif suivant :

0t LB . @)

yagt )
0— Jy(B) — Jo(E) — 0.

Nous étendons I’opérateur D a un opérateur D : AST* ® J,41(E) = A*TT* ® J,(E) défini par:
D(w ® &g41) = dw @ 7d} (€441) + (—1)°w A D(g41)-
En coordonnées locales, si w = fﬁ‘,(z) dz!, alors:
(104) (Dw)i = (8:€) 1(2) = &y, 1(2) da* Ada'.
Alors, on montre facilement que D induit un morphisme (voir [113] pour plus de détails) :
D : A*T* ® Ry1(E) = A*T'T* @ Ry(E).
Nous avons alors la suite suivante, appelée premiére suite de Spencer:
(105) 0 — O  Resrin 2 T* @ Rpprinsi —2b orr —2b AT © Ry — 0.

EXEMPLE 4.4. Considérons l'opérateur j; : E — J;(E) défini par
¢k =k
{ 8; ¢k =nf.
Toutes les conditions de compatibilité de j; sont données par le systéme suivant

ok —nk =0,

alors que l'opérateur D : J;(E) = T* ® E est seulement défini par 9;n* —n¥ = ¢¥. Donc, la suite

d’opérateurs 0 — E 2 L(E) L, T*® E n'est pas formellement exacte.

L’exemple précédent montre que la premiére suite de Spencer (105) n’est pas formellement
exacte. Cependant, on peut montrer que la premiére suite de Spencer est localement exacte (voir
[59, 113, 144]). En introduisant les fibrés vectoriels suivants

C; = A'T* @ Ry/6(A™'T* @ gg1),
nous avons alors la seconde suite de Spencer (voir [59, 113, 144)])
(106) 05825025 ¢ ... B8 0, —0,

avec Cp = Ry. On montre alors que la suite (106) est formellement exacte mais n’est pas en
général exacte. De plus, la suite de Janet d'un opérateur involutif D = ® o j, : E = Fy d’ordre
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g et la seconde suite de Spencer du systéme R, = ker ® sont liées par le diagramme commutatif
exact suivant :

EXEMPLE 4.5. Considérons l'opérateur différentiel D : E — Fy défini par:
él_,_é?. _451 _252 =n1’
£~ 26 —282 =9,

L’opérateur D est formellement surjectif, c-a-d, il n’admet pas de conditions de compatibilité.
Nous avons donc la suite formellement exacte suivante :

0—)@——+E£}F0—)0.

Puisque le premier opérateur de Spencer D; est du premier ordre, la seconde suite de Spencer
revient 4 mettre le systéme © = ker D au premier ordre. En effet, la suite médiane du diagramme
ci-dessus devient alors

(107) 0—s B -2 C(E) 2 CiE) —0,
avec l'opérateur js : B — Co(E) = Jo(E) défini par

La seconde suite de Spencer est alors la restriction de la suite (107) au systéme:

1 2 1 2

+yi—4y -2y =0
109 Y 1 )
(100 {yfl—y%-2yl~2y2=0-
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" . . " 3 ] z -
Du systéme (109), on peut exprimer les inconnues principales yi, et yi, en fonction des inconnues
paramétriques y1,y?,y',y? et, en utilisant 'opérateur j, nous obtenons alors:

=y 29—
8 =294 + 4% + 244,

L'opérateur D; : Co(E) — C)(E), restreint a Ry, devient alors D; : Co = Ry — C, défini par:

=3
=
5 — 4y =241 + 4% =72,
(71’7274’)’}‘—?' — % =78,
=29l =42 — 244 =74,

Le systéme défini par

1+£2—4fl—2§2=0,
2 61_261_2€2=03

—47 +27 +79° =0,

est alors équivalent au systéme

—27 —7 2244 =0.

1
2

d 3
dt 4
5

ou les relations entre £ et 7y sont données par (108).

EXEMPLE 4.6. Considérons I'opérateur involutif D : E — Fp défini par
81 6 b 7}‘1,
=17,
BE=n
Nous avons alors la suite formellement exacte suivante
0—>E—>F0 F;———>F2—>0

correspondant a la suite “grad-rot-div”, ot D : Fy — F; est défini par

"'337,?2‘*'327?3:C11
' — o n =3
&' + o1 7* = (5,
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et ot l'opérateur D : F; — F; est défini par 0 ¢4 02 ¢? 4053 = 7. La suite de Janet médiane,
c-a-d la suite de Janet pour 'opérateur j;, : E — J,(E), défini par

= A,
61£= 441.
02§ = Ay,
636=A3!

est donnée par

D, D

0 — E 25 Ji(B) 25 Ci(E) 25 11(E) =5 Cy(E) 25 Cs(E) — 0,

ou Dy : Ji(E) = C(FE) est défini par

[ 0 A— A, = B,
02 A— Ay = By,
03 A — Az = Bj,
01 Aa — 0, A; = By,
03 A} — 0y A3 = Bas,
| 02 A3 — 03 Ay = Bag,
I'opérateur D5 : C1(E) — Ca(FE) est défini par
01 By — 82 B, + Byp = Cy,
03 By — 0y B3 + By3 = Cy3,

02 B3 — 03 By + Ba3z = Cag3,
01 Baz + 02 B3 + 03 B12 = Chas,

et ou 'opérateur D3 : Co(EF) — C3(F) est défini par:
01 Ca3 + 02 C13 + 03 C12 — Ch23 = Dio3.

La restriction de l'opérateur D; : J;(E) — C;(F) au systéme R; défini par

n =01
y2 =0,
y3=01

correspond & poser A; = A; = A3z = 0 dans 'opérateur D;. Nous obtenons alors 1'opérateur
D, : Cy — Ci, défini par
31 A - Bl:
A o 32 A= Bg,
03 A = B,
et nous remarquons que l'opérateur D, est en fait le gradient. De plus, comme nous avons alors
B9 = B3 = Bag = 0, 'opérateur D5 : C; — C> est alors défini par:
01 By — 02 B; = Ca,
(B, B; B3) — 03 B, — 6, B3 = Ch3,
02 B3 — 83 By = Cag3.
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Nous retrouvons le rotationnel. Pour finir, nous avons Cj23 = 0, ce qui implique que l'opérateur
Dy : Cy — C3 est défini par:

(Cia Ca3 Ci3) — 01 Ca3 + 02 C13 + 93 C12 = Dia3.
Nous retrouvons alors la divergence. Ainsi, la seconde suite de Spencer
0 — 0 25 TUE) 25 G =25'Cyp =25 Gy —5 0,

est aussi la suite “grad-rot-div”.

5. Variété caractéristique

DEFINITION 5.1. Soit D : E — F un opérateur différentiel d’ordre g, défini localement par:

£ (z) n'(z) ¢'(z)

@) | — | 7@

§™(x) 7'(z) §m(z)
Soit x = Y1 Xi dz' € T* un covecteur, nous appelons alors matrice caractéristique de I'opéra-
teur D, la matrice définie par
Z ag" (2) Xu)s

Inl=q
ot xu = (x1)** ... (Xn)*". Nous pouvons alors définir I’application suivante:
oy(D): E — F
§ — Alz,x)é=n
On appelle alors 'application oy (D) le symbole de D en x € T™.
REMARQUE 5.1. La définition ci-dessus, adoptée par Spencer [144], est la seule qui puisse
s’adapter a la situation de I'algébre différentielle ou 1'on a un corps différentiel de base K a la

place de la variété de base X, et ou la notion de variable indépendante n’a donc plus de sens.
Pour une autre définition, voir 85, 93, 107].

EXEMPLE 5.1. Considérons l'opérateur D : E — F' d’ordre g, défini par:
831: + 80 +9' =1,

930 —317? 2_C
—on' +01n* + 7 —C‘°’-

Sa matrice caractéristique est définie par:

0 -x3 Xx2
A(x) x3 0 —-xi
=Xz X1 0

Nous avons alors det A(x) = —x1 x2Xx3 + X1 x2Xx3 = 0. Donc, le rang générique de la matrice
A(x) est 2.
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DEFINITION 5.2. Un covecteur 0 # x € T™ est dit caractéristique pour 'opérateur différentiel
D si 'application o, (D) n’est pas injective. Un opérateur D est dit elliptigue s’il n’existe pas de
covecteur x réel caractéristique pour D. Soit z € X, alors on note par

Ve={x€T*|30#£€E, A(z,x)§ = 0},
et V = UzexV: est appelée la variété caractéristique de 'opérateur différentiel D.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [59, 113, 144].

EXEMPLE 5.2. Nous avons montré dans ’exemple précédent que rk A(x) = 2 < 3, donc
V = T*. L'opérateur D : E — F défini par 01 £ + 022 & = 7 est elliptique car A(x) = x? + X3 et
donc, il n'existe pas de covecteur réel caractéristique pour D. L'opérateur D : E — F' défini par
011 & — 892 € = 1), a pour matrice caractéristique A(x) = x? — x3 et donc:

V={xeT"|x1—=x2=0tU{x €T | x1+x2=0}.

EXEMPLE 5.3. Considérons l'opérateur D : E — F, défini par

e -0+ +88 =17,
2 01 € + 21 € + R ¥ + 0% =1,

La matrice caractéristique est alors définie par

- +
Az ( X2 = X1 X1+ X2 )

z' (x1+x2) x1+Xx2

et

det Az, x) = (x2 — x1)(x2 + x1) — ' (x1 + x2)* = — (a1 + x2) (&' + 1) xa + (z' = )x2).
D’ou la variété caractéristique est définie par:
V={x€e€T"|x1+x2=0} Uzex {x €T*| (' +1)x1+ (z! = 1) x2 = 0}.
Si 'opérateur D est involutif et d’ordre g, alors grace a (96), nous avons la relation :

ag + 7 =m.

On en déduit alors facilement les relations suivantes:

ay = minyer+ dimker oy (D),
Py = maxyer+ dimimoy (D).

De la derniére équation du systéme précédent, on obtient :

By = maxyer+ tkoy (D).
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CHAPITRE 5

Identités de Bezout généralisées & Applications

Ce chapitre est formé de trois parties :

— la premiére partie est composée du papier “Generalized Bezout Identity”, co-écrit avec J.F.
Pommaret et paru dans le journal Applicable Algebra in Engineering, Communication and
Computing 9 (2) (1998), 91-116. Les identités de Bezout jouent un role important en théo-
rie du controle et en particulier dans le probléme de placement de poles, de stabilisation et
de réalisation (voir [81, 152] pour plus de détails). Cette partie montre les liens existant
entre les identités de Bezout généralisées et les suites exactes scindées, et en particulier,
entre les identités de Bezout et les relévements d’opérateurs différentiels. Des conditions
nécessaires et suffisantes en terme de modules sont données pour qu’un systéme de controle
multidimensionnel admette des identités de Bezout généralisées. Pour cela, nous donnons
des tests effectifs permettant de vérifier si ces propriétés sont vérifiées et le moyen effec-
tif de scinder de longues suites différentielles. De nombreux exemples concrets illustrent
P'effectivité des méthodes présentées.
la seconde partie propose deux applications des identités de Bezout : le placement de péles
[2, 3, 81] et le calcul des formes canoniques de Brunovsky [23] pour les systémes mul-
tidimensionnels. Des conditions suffisantes, en terme de modules projectifs, sont données
pour pouvoir placer les poles des systémes multidimensionnels. Ces résultats effectifs sont
liés a4 des travaux récents et indépendants, développés par Pillai et Shankar dans [108].
De plus, nous montrons que les formes canoniques de Brunovsky existent seulement pour
les systémes de controle engendrant un module différentiel libre. Elles sont alors données
par le premier opérateur de Spencer D; correspondant a I'opérateur injectif Dy qui définit
la paramétrisation du systéme de controle.
d’un appendice formé d’un exemple qui montre que la proposition 2.19 du chapitre 3 n’est
vraie que si la matrice définissant le module M est de rang maximal. Cet exemple ainsi
que les tests effectifs permettant de vérifier ce résultat sont tirés de la premiére partie.

Les résultats caractérisant en terme de modules I'existence des identités de Bezout généra-
lisées et les moyens de les déterminer (scission d’une suite exacte) sont vrais pour tout anneau
intégre A, comme nous le montrerons au chapitre 10. Cependant, nous disposons plus générale-
ment de méthodes effectives comme pour ’anneau des opérateurs différentiels.

1. Generalized Bezout identity

Abstract: We describe a new approach of the generalized Bezout identity for linear time-
varying ordinary differential control systems. We also explain when and how it can be extended
to linear partial differential control systems. We show that it only depends on the algebraic
nature of the differential module determined by the equations of the system. This formulation
shows that the generalized Bezout identity is equivalent to the splitting of an exact differential
sequence formed by the control system and its parametrization. This point of view gives a new
algebraic and geometric interpretation of the entries of the generalized Bezout identity.

Keywords: Generalized Bezout identity, controllability, parametrization, Janet sequence,
formal integrability, D-module, commutative algebra.
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1.1. Introduction. Let us denote s = j‘?, Rls] the polvnomial algebra in s and M, the
set of m x p matrices with entries in R[s]. It is well known that if

(110) P(s)y + Q(s)u = 0,

is a left-coprime polynomial system, i.e. controllable [9, 41], where P € Mpmm. det P(s) # 0 and
Q € Mp,, then we can find six polynomial matrices X € Mpmm, X, Y € Mpm, P € Mpyp,Y,Q €
M, such that

P(s) Qs) ][ X(s) B(s) ] _
(L) [7(3) ?(S)HY(s) @(s)]*‘"

where I is the (m+p) x (m+p) identity matrix. This identity, generally called generalized Bezout
identity, is useful in control theory [81, 152, 165].

Recently, it has been shown in [39, 41, 42, 86, 104, 113, 115] that controllability of a
control system was a “built-in” property of the system and thus did not depend on a separa-
tion of the system variables between inputs and outputs. So, we are led to revisit the gene-
ralized Bezout identity with a more intrinsic point of view. For controllable surjective linear
time-varying control system, the generalized Bezout identity is reformulated in terms of the
splitting of a short ezact differential sequence formed by the system and its parametrization.
Moreover, in [43, 102, 113, 115, 116, the algebraic and geometric concepts of ordinary diffe-
rential control theory (OD control theory) have been extended within the framework of partial
differential control theory (PD control theory) or delay control theory, that is, linear or non-
linear input/output relations defined by systems of partial differential equations or differential
and delay equations. See also [86, 104] for a n-dimensional control systems theory. Then, we
can wonder if such a generalized Bezout identity exists for PD control systems. However, the
existence of the generalized Bezout identity for (110) is deeply based on Bezout theorem which
is not true in general for multivariable polynomial algebra. So (111) does not seem to have a
generalization for PD control systems. We shall show that its existence only depends on the
algebraic nature of the differential module determined by the equations of the system. Such a
generalized Bezout identity exists for a surjective linear PD control system generating a free
differential module. In this case, the generalized Bezout identity can be reformulated in terms of
the splitting of a short exact differential sequence made by the system and its parametrization.
In case the differential module is no longer free but projective, then only the upper part of (111)
is satisfied, or in other words, the system admits a parametrization and a right-inverse. Finally,
if the system is controllable, i.e. if it generates a torsion-free differential module, we only have
the right upper part of (111), that is, the system admits a parametrization. Tests are known
for checking whether a finitely generated differential module is torsion-free, projective or free
(115, 116, 163, 164]. Thus for linear PD control systems, we are able to know which parts
of the generalized Bezout identity exist and to compute them. Moreover, the extension of the
generalized Bezout identity in the case of non surjective linear OD and PD control systems is
obtained. In this case, we have to build and split a long exact differential sequence. Many explicit
examples will illustrate the main results.

1.2. Controllability. The use of the module language for control systems was initiated by
Kalman thirty years ago [84] and it took a new insight with Blomberg and Ylinen [9]. Recently,
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its use seems to have given new results on structural properties of the system like controllability,
observability, poles and zeros, motion planning... See for example (17, 39, 41, 42, 102, 104,
113, 115]. We recall a few results.

DEFINITION 1.1. A differential field K with n commuting derivations dy,... ,0y, is a field
which satisfies Va,b € K, Vi, =1,... ,n:

- 3,‘ a € K,

-t 8;—(a+b) = 0;a+ 0; b,

— g;(ab) = (8, a)b+a 0; b,

S 31' a} — BJ 6:.

See [87, 113, 132| for more details.

In the course of the text, we will always consider differential field K containing Q. We form
the ring of linear differential operators with coefficients in K and denote it by D = K[dy,... ,d,].
Any element of D has the form ) ¢ ... a* d,, where p = (p1,... ,4n) is a multi-index with length
| p|=p1+...+ pn and @* € K. D is a non commutative integral domain which satisfies

Ya,be K :ad; (bdj) = abd{d_,- +a(6‘i b)dj,
and possesses the Ore property: V (p,q) € D?, 3 (u,v) € (D\0)? such that up =vg.

d
EXAMPLE 1.1. The field of rational functions R(t) is a differential field with derivative @
Indeed, Va(t),0 # b(t) € R(¢), we have:

a(t) b(t) — a(t) b(t)
b3(t)

d ,a(t)

= (3 =

dt " b(t)
When D = lR(t)[d—‘i] is the ring of linear operators with coefficients in R(t), every element p € D

has the form p = 3 4 e a,‘{t)(ai‘%)’:, with a; € R(t).

€ R(2).

We introduce the differential indeterminates y = {y* | k = 1,... ,m} and denote by Dy =
Dy' + ...+ Dy™ or by [y] = [y}, ...,y™] the left D-module spanned by the set y. Every element
of Dy has the form 3 ... ak d,, y*. If we have a finite set R of linear OD or PD equations (ODE
or PDE), we form the finitely generated left D-module [R] of linear differential consequences of
the system generators and the differential residual D-module M = [y]/[R]. See [7, 93, 107] for
much details on D-modules.

REMARK 1.1. In the examples of this paper, we shall use either the language of jet theory
for systems of PDE or the language of sections for operators [113]. In the first case, we have
d; yﬁ = yﬁ +1, While in the second case d; must be replaced by &; on sections.

DEFINITION 1.2. We call observable any element of M, or in other words, any linear com-
bination of the system variables and their derivatives satisfying the equations of the control
system.

Only two possibilities may happen for an observable: it may or may not verify an OD or a
PD equation by itself. An observable which does not satisfy any OD or PD equation is called
free. We find in [113] the following definition of controllability.

DEFINITION 1.3. A system is controllable if every observable is free.
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A characterization of the controllability in terms of differential closure is shown in [113]. In
[39, 41, 86, 102, 104, 113, the equivalent notion of torsion-free D-module has been used for
linear time-varying OD, delay, n-dimensional and PD control systems. We recall the definition.

DEFINITION 1.4. A torsion element m of a D—module M is an element which satisfies 3 0 #
a € D such that am = 0 [135]. We denote by ¢(M) the submodule of M made by all the torsion
elements of M. A module is torsion-free if t(M) = 0.

From Definition 1.3 and Definition 1.4, we obtain the following theorem.

THEOREM 1.1. A linear OD or PD system is controllable iff the D-module M determined
by its equations is torsion-free. In any case, M /t(M) is a torsion-free module, a result leading to
the concept of minimal realization [49, 86, 104, 113].

Let us give an illustrating example.

EXAMPLE 1.2. We take D = R[] and let M be the residual D-module of Dy' + D y? with
respect to the D-submodule generated by i' + 3! + ¢! — 3% + ay?, #° +y® —y' — >, In the
language of systems of ODE (see remark 1.1), we have the two equations:

{ §'+yl —y? +ay’ =0,

112 %
( ) y2+y2_yl_y3=0_

— For a = —1, if we substract the first equation from the second of (112) and set z = y' —y?,
we find Z + 2z = 0. The image of z in M is a torsion element.

~ For a = 1, if we add the first equation to the second of (112) and set z = y! + %2, we find
Z = 0 and thus the image of z in M is a torsion element.

We recall two other definitions of module properties which will be at the core of this paper
(see [135] for more details).

DEFINITION 1.5. 1. A D-module M is free if there is a set of elements which generate
M and are independent on D. Such a set is called a basis.

2. A D-module M is projective if there exist a free D-module F' and a D-module N such
that F = M & N. Hence, the module N is also a projective D-module.

REMARK 1.2. It is quite easy to verify that a free D-module is a projective D-module and
that a projective D-module is a torsion-free D-module, which can be summed up by the following
module inclusions:

free C projective C torsion-free.
Moreover, any submodule of a free D-module is a torsion-free D-module. We will see that the
reciprocity is true and we will describe a way to construct a free D-module containing a given
torsion-free D-module (see the Torsion-free Test described in the section Formal Tests and p. 18
of [85]).

In [42, 102], the basis of a free D-module determined by a control system is called flat output
or linearizing output and plays an important role for the motion planning. We have the useful
theorem [135].

THEOREM 1.2. 1. If D is a principal ideal ring (for example K[%]) the D-module M 1is
torsion-free iff M 1is free.
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2. Over a polynomial ring k[x1,... ,Xn], where k is a field, any projective module 1s also a
free module.

The last part of the previous theorem has been conjecturated in 1950 by Serre and demons-
trated independently in 1976 by Quillen and Suslin [135, 164]. We can find in (102, 163, 164]
tests permitting to know if a finitely generated k[d}, ..., dn]—module M, with k a field of constants
(i.e. Va € k : Vi = 1,...,n, 8;a = 0), is respectively torsion-free, projective and free (see [106]
for deeper results). Remark that in this case, we can use the Quillen-Suslin theorem and any
projective module is a free module. Recently, formal tests have been found in (113, 116] permit-
ting to treat the more general situation of D = K|dy,...,dy] where K is a differential field with
subfield of constants k (for example D = R(z!,...,z")[d\, ..., dn]). We will recall these tests.

1.3. Linear Differential Operators. From a geometric point of view, a linear PD control
system with n derivatives may be defined as a linear PD operator D; : Fy — F} where Fy, F) are
vector bundles over a manifold X of dimension n, with local coordinates z = (z?,...,z™). In other
words, D; is a PD linear operator acting on sections of Fyp, i.e. acting on functions 7 : X — Fp.
We define its sheaf of solutions by D; 7 = 0 (see remark 1.1).

REMARK 1.3. A fundamental idea is to associate to each operator D; : 7 — ¢ the D-module
M = [n]/[D1n] and we shall say that the operator D; determines the D-module M.

EXAMPLE 1.3. Let us take the operator D; : n — ( defined by:

{7:?:14'7?1"’?2'5' (gn3=cl’
i+ —nt —n° =%

The operator D; determined the D = R[Z]-module M = [}, 7%, n°)/[ii* + n* —n* + an®, i +
n* —nt —n°].

By an abuse of language, we shall say that an operator D; is controllable if the D-module
M determined by D) is torsion-free.

DEFINITION 1.6. 1. An operator D, is formally injective if Din=0=n=0.

2. The operator D; is formally surjective if the equations Dyn = 0 are differentially in-
dependent (see [87, 132]), i.e. independent on D, or equivalently if D;n = ¢ has no
compatibility conditions, that is, if there does not exist an operator D such that Dy =
(=D2(=0.

In the course of the text, we shall say injective (resp. surjective) operator for formally injective
(resp. formally surjective) operator. Moreover, a control system defined by D; will be called
surjective (resp. injective) if D is a surjective (resp. injective) operator.

EXAMPLE 1.4. - The operator D; : n — ( defined by

5':281 N = Cl$
_62 nN= (2s

where (z!,z2) are local coordinates on X, is an injective operator as we may easily verify

that n = —(22)28, (? — 28, ¢* + ¢* — z2¢*. Thus, (¢*,¢?) = (0,0) = 7 =0.

(113)
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- We take the Spencer operator (see [144] for more details) D; : n — ¢ defined by:

ot —n? = ¢,
(114) Sont —n® = (%
dn?—0on =3

It is not a surjective operator. Indeed, if differentiating ¢! with respect to d, and ¢? to &,
and substracting them, we find 9; (% — 2 ¢! — ¢3 = 0. The operator D, : { — x, defined
by the compatibility condition 8; (? — 82 ¢! — (3 = x of Dy, is surjective because it has
only one equation.

— The operator D; : (y,u)! — ¢ defined by

P(s)y+Q(s)u=¢(,
with det P(s) # 0 is a surjective operator.

We recall that a differential sequence of operators {D;, i = 0,... ,l} is locally ezact if ker
D11 = im D;. We have in particular Vi = 0,... ,l : D;4; o D; = 0. A differential sequence is
called formally exact if each operator generates all the compatibility conditions of the preceding
one. Such a situation is met in particular if all the corresponding sequences on the jet level at any
order are exact [113, 144], but the converse may not be true (see example 1.12). An injective

operator D will be denoted by the following formally exact differential sequence 0 — E et ;58
whereas the formally exact differential sequence E 2, F — 0 will mean that Dis a surjective

operator.

DEFINITION 1.7. The formally exact sequence 0 — E D, Fy Dy, F; — 0 is said to be a
split exact differential sequence if we have one of the following equivalent properties [135]:

- there exists an operator P; : F; — Fy such that D; o P; = idp,,
- there exists an operator Py : Fy — E such that Py o Dy = idg,
- Fy = E ® F; (on the level of sections).

A system of partial differential equations D17 = 0 is said to be formally integrable whenever
the formal power series of the solutions can be determined step by step by successive derivations
without obtaining backwards new informations on lower-order derivatives [113, 121, 144]. For a
sufficiently regular operator D;, we are always able to add to its equations new equations, made
by differential consequences of the given ones, in order to have a formally integrable system
with an involutive symbol (see [113, 121, 144] for more details). Such an operator is called
involutive. In the course of the text, we shall always suppose that these regularity conditions
are satisfied. We can find in [138] a symbolic package which completes a system of PDE to an
involutive one, using algorithms based on the formal integrability theory, or some other packages,
based on Janet-Riquier theory [74, 131], can be found in [55, 56, 129]. See also the symbolic
packages in [12, 32, 33] using the effective methods of differential algebra [87, 132]. Now, if D,
is an involutive operator, then the sequence starting with D; and in which each operator exactly
describes the compatibility conditions of the preceding one is finite and stops after at most n+ 1
operators where n is the dimension of X. This sequence

D D D Dn
Fo—=3F = .. =3 F, =8 Fay1 —0,
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is formally exact and it is usually called the Janet sequence of D; [113].

REMARK 1.4. As both the initial (not involutive) and final (involutive) operators have the
same solutions, if the original operator D, is injective, then the final equations contain the zero
order equation = 0 which can therefore be a differential consequence of the initial equations.
Thus, we have obtained a left-inverse n = P;( which is however not uniquely determined. Indeed,
we can take P} = P; + Qo D, with Py oDy = idp, and Q : F> — Fy any operator and we easily
verify that P} o D) = Py o D) = idp, (D20 Dy =0).

We recall the duality for differential operators [113, 115]. We denote by E a vector bundle
over a manifold X, T* the cotangent bundle of X, E* the dual bundle of E and E = A"T* ® E*
its adjoint bundle. This is the right generalization of the concept of tensor density in physics
[113].

_ DEFINITION 1.8. If D, : Fo = Fy is a linear differential operator, its formal adjoint D; :
F| = F, is defined by the following formal rules equivalent to the integration by parts:

~ the adjoint of a matrix (zero order operator) is the transposed matrix,
— the adjoint of 9; is —0;,
— for two linear PD operators P, Q that can be composed: Po Q = QoP.

We easily verify that ’131 = D,. It can be proved that, for any section A of F,, we have the
relation

<\ Dyn>—< DA n>=d()

expressing a difference of n-forms (A € A"T* @ F} =< A, D1 >€ A"T*), where d is the
standard exterior derivative. Equivalently, we can directly compute the adjoint of an operator
by multiplying it by test functions on the left and integrating by parts.

EXAMPLE 1.5. We compute the adjoint operator of the Spencer operator (114). We multiply
D n on the left by a row vector A = (A1, A2, A3) and integrate the result by parts, we obtain the
operator D; : A — p defined by:

=0 A1 — BA2 =
(115) =223 — A1 = pa2,
0123 — A2 = p3.

DEFINITION 1.9. We call an operator D; parametrizable if there exists a set of arbitrary
functions £ = (£1,... ,£7) or “potentials” and a linear operator Dy such that all the compatibility
conditions of the inhomogenous system Dy & = 7 are ezactly generated by Dy n = 0, i.e., if the

sequence E L3 Fy 25 F; is formally exact.

1.4. Formal Tests. We can find in [102, 163, 164] tests to know whether a finitely gene-
rated k[x1, ..., Xn)-module M (k is a field) has torsion elements or if it is respectively torsion-free
or free. We give formal tests which can check those module properties over rings D of the form
D = K|[dy, ..., d,] where K is a differential field containing Q (for example R(z?, ..., z")[d1, ..., dn]).
All the calculations can be effectively performed by means of existing symbolic packages.
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1.4.1. Torsion-free D-modules. We describe a formal test checking if the operator D; deter-
mines a torsion-free D-module M or not (compare with p. 18 of [85]):

Torsion-free Test:

1. Start with D;. i
2. Construct its adjoint D;. X )
3. Find the compatibility conditions of D1 A = u and denote this operator by Dy.

4. Construct its adjoint Do (= D).
5. Find the compatibility conditions of Dy £ = 7 and call this operator D;.

We are led to two different cases. If D; is exactly the compatibility conditions D] of Dy, then
the system D; determines a torsion-free D-module M and Dy is a parametrization of D; in sense
of the definition 1.9. Otherwise, the operator D; is among, but not exactly, the compatibility
conditions of Dy. The torsion elements of M are all the new compatibility conditions modulo the
equations Din = 0.

ProoF. The operator 1’?9 describes exactly the compatibility conditions of the operator D,
and we have in particular Dy o D; = 0 = D; 0 Dy = 0. Hence, D; is among the compatibility
conditions of Dy, which are described by the operator D]. Now, computing the rank of the
operators D] and D, we find that rank D] = rank D; (see [116] for more details). If D, is
strictly among the compatibility conditions of Dy, then any new single compatibility condition
¢’ in Df is a differential consequence of D; (rank D] = rank D;) and we can find an operator
g € D such that ¢(’ = 0, whenever D; n = 0. Hence, any new single compatibility condition of
Do (not in D;) determines a torsion element. If D, describes exactly the compatibility conditions

of Dy, i.e. the sequence E Do, Fy By, F; is formally exact, then the D-module M determined
by D, is torsion-free because M C D¢ and D¢ is a free D-module (see remark 1.2). O

We can represent the test by the following differential sequences where the numbers indicate
the different stages:

In the preceding sequences, only the dual sequence and the sequence made with Dy and D] are
formally exact. Thus, the defect of controllability of the operator D; may be seen as a defect of
the formal exactness of the upper sequence formed by Dy and D;. This fact will lead to a future
introduction of the functor Ext (see [13, 85, 106, 135]) in control theory, organized around the
following two central results obtained one from the other by reversing the arrows:

1. Controllability of D; amounts to the cancellation of the first extension of the D-module
determined by D; with value in the ring D of differential operators.
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2. Observability of D; amounts to the cancellation of ext! (M, D), the first extension of the
D-module M determined by D; with value in the ring D of differential operators.

In this framework, an operator is naturally controllable (observable) iff its formal adjoint is

observable (controllable).
Using theorem 1.1, we obtain the following useful corollary.

THEOREM 1.3. A linear PD control system is controllable iff it is parametrizable.

PROOF. The operator D; is controllable iff it determines a torsion-free D-module. By the
previous test, D; determines a torsion-free D-module iff there exists an operator Dy : E — Fp

) . D D .
parametrizing D, i.e. the sequence E —> Fy — F} is formally exact. O

We now illustrate the test by an example.

EXAMPLE 1.6. We wonder if the Spencer operator (114) determines a torsion-free D-module

M (see example 1.3). The adjoint operator of the Spencer operator is (115). Differentiating the
second equation of D1 with respect to 0;, the third with respect to d; and adding them, we
obtain the operator Dy : p — v defined by —0 2 — opz + p1 = v. We multiply Do by € and
after one integration by parts, we obtain the operator Dy : £ — 1 defined by:

§=n',
(116) €=’

BE=1
We find the compatibility conditions of Dy by differentiating the second equation by &, the
third by 0; and subtracting them, we obtain the third equation of D,. Differentiating the first
equation of Dy by respectively 8; and 8, and subtracting it by respectively the second and the
third equation, we obtain the first and the second equation of D;. Thus, all the compatibility
conditions of Dy are exactly generated by D; and the Spencer operator determines a torsion-free
D-module M.

We now describe how to compute the torsion elements if D; does not determine a torsion-free
D-module M.

Computation of torsion elements:

1. Compute D} and check that D is strictly among Dj.
2. For any new single compatibility condition of the form Djn = ¢’ of D}, compute the
compatibility conditions of the following system:

D] n= 0,
1n = ¢’ (one equation only).

3. We find that ¢’ is a torsion element of M satisfying ¢¢’ =0 with 0 # ¢ € D.
We now give a theoretical but non-trivial example of a computation of a torsion element.

EXAMPLE 1.7. We consider the system
i’ +a(t)i’ +a(t)n’ +i' —n' =0,
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where a(t) is a non zero function satisfving &(t) + a(t)?> — 1 = 0. See [117] for the general
situation. We let the reader check that the operator D} : n — (' is:

i +il a7 - S +n) = ¢

(be careful, the adjoint of a(t) y is —a(t) A—c(t) A). The compatibility condition of Dy is not the

operator D; and thus the system is not controllable. If we want to find the torsion element of the

associated D-module M, we only have to compute the compatibility conditions of the system:
{ % + alt)n? + a(t) n* + 7' —n' =0,

P +0! = a(t)n' - $F(n* +1') = ¢

After straightforward but tedious computations, we find that the torsion element ¢’ satisfies

a(t)' +¢' =0.

1.4.2. Projective D-modules. Let D; be a surjective operator with an injective adjoint D;.
As D, is an injective operator, among the differential consequences of the equations D) A = p,
we must find A = P, u (see remark 1.4). A natural way to compute P, is to bring D, to formal
integrability, that is, roughly speaking to saturate the system by lower order consequences of the
equations [113]. Thus, bringing D; to formal integrability, we form an operator P, satisfying
Py oDy =id: f,» Where ’dF is the identity operator of F. The operator P, is then a left-inverse
of Dy. Dualizing Py 0 D; = idg , we obtain D; o P; = idp, or, in other words, D; admits a right-
inverse P;. It is equivalent to say that the D-module M, determined by the surjective operator
D,, is a projective D-module [102, 116, 164].

THEOREM 1.4. A surjective differential operator D; : Fo — F) determines a projective D-
module iff its adjoint is injective, i.e., if there exists Py : F1 — Fy such that Dy o Py = idp,.

We shall represent the operator P; : F1 — Fp by the following upper left arrow:

P
(—

Fo 24 p—o.
ExXAMPLE 1.8. To illustrate what has been said, we show that the system
(117) &’ —z’01n' +n' =0,

where (z!,z?) are local coordinates on X, determines a projective D-module and we find a
right-inverse. Its adjoint D; : A — p is just (113), i.e

{ :1:231)\+A=,u1,
-0 A = pp.

Bringing this system to formal integrability by derivating the first equation with respect to &
and the second by 0,, we obtain the new lower order equation:

A = —(22)%0) pa — 2200 p1 + p1 — 2o
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Thus D, is an injective operator and D; determines a prOJectwe D-module. If we denote by
P, : u — A the operator defined by —(z2)20; p2 — z209 py + gy — T po = A then PioD; = dg,
and its adjoint P; : ( — 7, given by

20, + 2¢ = 0},

(2%)%01 ¢ — z%¢ =77,
is a right-inverse of (117). Indeed, we easily verify that D) o P = idp, .

In the general case, D, is no longer a surjective operator and a characterization of projective
module in the language of operator can be found in [13, 103, 116]. We recall it.

THEOREM 1.5. An operator D, : Fy — F, determines a projective D-module if there ezxists an
operator Py : F| — Fy such that Dy oPy oD, = D;. The operator P is then called a lift-operator.

PROOF. As D; is not a surjective operator, there exists an operator D; : F| = F; describing
the compatibility conditions of D;. The operator D; defines a projective D-module M iff there
exists an operator P; : F — Fp such that D) o P; = idjmp, = idr, modulo Dy, i.e., if there
exists P : Fo — F such that Dy o Py + P20 Dy = idp,. However, Dy o Py = idijmp, is equwalent
to:

(118) D] OP] 0D1 =TH.

Indeed, the direct way is trivial whereas the reciprocity can be demonstrated as follows. From
(118), we have (idg, — Dy 0 P1) o Dy = 0 and thus idp, — D; o P; must factorize through D, (see
p. 150 of [111]), that is to say, there exists an operator P, such that

(119) DyoP1+ProD; =idp,
which proves the inverse way. O

Moreover, the identity (119) implies Do0P20Dy = D, and D; defines, in its turn, a projective
D-module. In a similar way, all the successive operators of compatibility conditions define a
projective D-module. Now, if we dualize (118), we obtain 'Dl oProD; = D1 and thus D; defines
a projective D-module. Moreover, we have ProDy +Dy0Py = idg and D, 0 Dy = 0. The first
identity shows that im D, C ker D,, whereas if we take A\ € ker Dl, the second one shows that
D, (PoA) = A and thus A € im Dy = im Dy = ker D,. Hence, we have the following locally exact
sequence:

o Py . D e
Fy + F| ¢ F>.

For a non surjective operator D;, we give a test checking whether the module M determined by
the operator D, is a projective D-module or not [116].

Projective Test:
1. Construct the Janet sequence starting with D;.
2. Check if the adjoint of the last operator of the sequence is injective.
3. Check if the backward sequence, made with the adjoint of the operators of the Janet
sequence of Dy, is a formally exact sequence.
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ExAMPLE 1.9. The Spencer operator D; is not a surjective operator as we have seen in the
example 1.4. The operator D; : ( = x defining the compatibility conditions of D is

(120) -8 -C=x

and it is surjective. Dualizing the operator D, by multiplying it by 8 and integrating the result
by parts, we obtain the injective operator D, : § — A defined by:

0 B = Ay,
=01 B = Ay,
-8 = A3.

Thus, we only have to check that all the compatibility conditions of the operator D are exactly
defined by the operator D;. Up to a change of sign, it is the same as verifying that all the
compatibility conditions of Dy are defined by D; (see the example 1.6). We conclude that the
Spencer operator determines a projective D-module M. As the Spencer operator is a PD system
with constant coefficients, then according to the theorem of Quillen-Suslin, it determines a free
D-module. Indeed, the D-module M determined by the Spencer operator is equal to the module
D¢ = Dn' which is a free D-module (see the parametrization (116) of D).

Let us describe now how to compute the lift-operators P;. Let D; be an operator defining a
projective D-module. Thus, we have the two following locally exact sequences:

D D D D
Fy=5F =3%...3F, 2% Fiuu—0,

Dp+1

T .
Fg(—lF1<—2...'(—nFn(—Fn+1¢—0.

As D, 4 is a surjective operator with an injective adjoint D1, there exists an operator Ppy;
Fny1 — F;, such that Dpyy 0 Pryy = idp,,; = D41 © Ppy1 © Dpy1 = Dpyy- Let us denote
Qn = idp, — P41 © Dpy1. We have Dy 0 Q@ = Dpy1 — Dpg1 © Ppy1 © Dpy1 = 0 and thus
Qn s o T = 0. However, we have D, o yn_H = 0 which implies that Q.. factorizes through f?n:
Qn = ‘ﬁn °Dp = Qn=DpoPpn=>DpoPp+Pry10Dp41 = ian = DnoPpoDp=Dp.Ina
similar way, we can find P; for i € {1,... ,n} satisfying D; o P; oD; = D;. Hence, the lift-operator
P;—1 can be computed as follows:

Computation of the lift-operators P;:
1. Compute an operator ’}5,,.,.1 such that ?-’,,ﬂ o f)n+1 = idﬁﬂ+1 and take its adjoint Ppy;.
For i=n+1, ..., 2:
2. Compute Q;_; =idp._, — PioD; and Q;_;.
3. As before, Q;_, must factorize through D;_1 and we find P;_; such that Q,-_1 =Pi_1 o’ﬁ-_l
and dualizing, we have P;_,.

EXAMPLE 1.10. We have seen that the Spencer operator defined a projective D-module. We
show how to compute P;. We easily find that Ps : x — ( defined by

(121)
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is a right-inverse of Dy. We start by defining Q) = idr, — P2 o Dy. The operator Qy : ( — 7y is

thus:
Cl -— ,.\,1

(=,

1 ¢?- 8¢ =+
Taking its adjoint, we obtain Qi:A— ¢

O2A3 + A1 = ¢,

= A3 + A2 = ¢,

0= ¢3,

whereas D, is given by (115). We easily find that P, is defined by

—H2 = (;ﬁla
—p3 = P2,
0=¢31

and we have the operator P; : { = n given by:
(122)

We let the reader check that D, o P; o Dy = D;s.

1.4.3. Free D-modules. We have seen in 1. of theorem 1.2 that for a principal ring D (for
example K[4]), a torsion-free D-module is a free D-module. Hence, we state a very useful
theorem [113, 115].

THEOREM 1.6. A surjective linear time-varying OD control system is controllable iff its ad-
joint s injective.

PROOF. In a principal ring, the notions of torsion-free and projective module are equivalent.
Thus, a linear OD control system is controllable iff the D-module M is projective. The operator
D, is surjective and its adjoint D, is injective, then D; determines a projective D-module M
and the system is controllable. Conversely, if D, is not injective then we can find a test vector
A # 0 which satisfies DiA = 0. Thus < A, Dyn > is a total derivative of an observable which is
therefore a torsion element, as its derivative is null as soon as 7 is a solution of the system and
the system is not controllable. O

REMARK 1.5. Even in the case of time-varying system, we deduce that there is a bijective
correspondence between torsion elements and first integrals of motions.

EXAMPLE 1.11. We take again example (1}2). Multiplying it by a row vector A = (A1, A2)
and integrating the result by parts, we obtain D; : A —= u defined by:

AL+ A1 = A2 = p,

X2+ Ao — Ay = pa,
Ao +a )\ = us.
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Differentiating twice the zero-order equation and substituting it, we obtain
(a + 1)(& - 1)/\1 - 0,
and the operator D, is injective i.e. controllable iff @ # —1 and «a # 1.

THEOREM 1.7. An operator D; determines a free D-module M iff there erists an injective
parametrization of D.

PROOF. Let Dy & = n be a parametrization of Dyn = (, then we have M C D§. Now, if
Do € = n is an injective parametrization of Dj, then there exists a left-inverse Py of Dy such that
E=PyoDyl e E=Pyn=DEC M. Thus, M = D€ and M is a free D-module. The converse
is obvious. O

EXAMPLE 1.12. The operator D, : { — X, generating the compatibility condition of the
Spencer operator, is defined by 8; ¢ — 8 ¢! —¢® = x. We know that the operator D, determines
a free D-module (see example 1.9). However, the operator D; is a parametrization of D, which
is not injective. We have in (115) the relation p; = 0ju2 + Gopu3 and if we take only the second

and the third equations of D, as a new operator D¥;, we easily see that its adjoint ’Dg 0= (,
defined by

_91 = Cl

_92 = CQ

-0 6% + 3291 = (;3,
is an injective parametrization of D,.

1.5. Split Exact Sequences. The following theorem is at the core of the generalization of
the generalized Bezout identity for non surjective operators. It shows how we can construct the
lift-operators in order to split a long formally exact sequence of differential operators.

THEOREM 1.8. Let D; : Fy — F) be an operator determining a projective D-module and let

D D D Dn+1
Fo 5 F =3...3F =5 Fpu1 — 0,

be its Janet sequence. Then, there ezists lift-operators P; : F; — F;_ such that the sequence

P P P, P
o R & ... & Fpy &8 Fpy —0,

is locally ezact and Vi=1l..n+1:P;oD;oP; =P;.

PROOF. Let D : Fy — F) be an operator determining a projective D-module M and let

; D D D D,
Fo=HF=...BF 23 Fpy—0,

be the Janet sequence of D;. Let us suppose that we have found operators P; such that D; o
PioD; = D; fori =1...n and Dp4y © Ppyy = idF,,,. Let us focus, only for the moment, on

. . D,‘ I’i .
the locally exact differential sequence F;_; — F; ~1 F;1, with D;y1 0 Piy1 0 Diy1 = D

and D; o P; o D; = D;. We have Vn € F; : Djy; o (id}?‘. —Pir1 0 D{+1)T} = 0:=3f € F_y :
(idg, — Pis10Djit1) n = D; € as the sequence formed by D; and D;4 is locally exact. However, we
have V€ € F;_; : (DijoP;—idg,)oD; € =0 = (D;oP;—idg;) o (idp, = Pi+10Di+1)n =0,V € F;.
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Finally, we obtain the new identity idr, = Djo P; + Pis1 © Diy1 — Di 0 Pi 0 Piy1 © Dy, This

identity can be rewritten under the two different following forms 1.

'P: — Pi [s] (idf“ — p]'-q-], o Df-l-].)u
{123) { idF; :‘D£O‘P:+?3'+1O'Di+l!
or
(idg, — D; o P;i) © Pita,

; t+l =
(124) { ld}-“ - D UP +p1+1 © Lj41-

Now, let us suppose that P;,10D;110P;+1 = Pit1, then we have P{oP; 1 = 0 => im P;4; C ker Pi.
Let us take n € ker P! then, from the second equation of (123), we have 7 = Pit1(Dis1n) = n €
im P;4; showing that

‘P l+1
Fi1 «— F; +— Fy,,

is a locally exact differential sequence. Moreover, from the second equation of (123), we have
P! o D; o P! = P;. For showing that P;4; © Di4+1 © Piy1 = Pit1, we only have to prove it for 7 = n
(the above demonstratlon has shown that Pp,oDpoPr =P =P, _10Dp_10P;_; =Pp_q )
However, Dp41 © Ppy1 = ldF,,.H = Pn+1° D410 Pny1 = Ppya-

Finally, we have shown that, starting with Pp+), we can change P, into another lift-operator
P}, according to (123), in order to have the sequence formed by Pp+1 and P, locally exact.
Now, starting with P}, we can change P,_; using (123), in which we have substituted P, by
P!, to have the sequence made by P, and P, _, locally exact. We can do similary for all the
lift-operators P; and we obtain the following locally exact differential sequence

P P; Pr Pn
Fg(—Fli—z (—F +1Fn+1+—0,

COROLLARY 1.1. Let D1 Fg — F1 be an operator determining a projective D-module, then
there ezists an operator Dy : E — Fy and lift-operators P; : F; — Fi_; such that the sequence

P P P: 'P!l Pﬂ
E L Fypel Fi & ... €2 Fp €2 Foy1 +—0,

is locally ezact and Vi=0..n+1:P;oD;oP; =P;.

PROOF. As D, determines a projective D-module, there exists a parametrization Dy : E —
Fy and D; determines a projective D-module. Thus Do and Dy determine also a projective D-
module, which implies the existence of a lift-operator Py such that Dy o Py o Dy = Dy. Applying
the previous theorem, we have the locally exact differential sequence

p’ ‘pf ipf lp
F{)i“*'l-'-F](—z(—ﬁFn 221 Fn+1+—"'-0

with P! o D; o P; = P;. As in the previous proof, we can prolong this differential sequence to
obtain the following locally exact differential sequence

P} P P, _ Pa
E(—Fo(—F} A2 By &2 Bty +—0,

withDOO'P{]O'DO=Dga.nd'Pongo‘PG=‘P0_ O

1. On peut trouver les identités (123) et (124) plus simplement: on remarque que idp;, = D; o P; +
Pit10Dis1 = D 0 Pi = Di 0o Pio D; 0 P; + D; 0 P; 0 Pigy 0 Dig1 = Di o Pi o Piyy 0 Diyy =0, d'otl les identités.
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1.6. Applications to the Generalized Bezout Identity. We now explain the link of
the preceding results with the generalized Bezout identity.

1.6.1. PD Control Systems with Variable Coefficients. The following theorem is the genera-
lization of the generalized Bezout identity for non surjective operator D; describing the control
system. We insist on the fact that everything that follows can be computed explicitly using
symbolic packages. See the examples illustrating the main results.

THEOREM 1.9. Let D; : Fy — F; be a PD control system with variable coefficients.

1. If Dy determines a free D-module M, then there exist three operators Dy : E — Fy,
Py : Fy — FE and Py : Fi = Fy such that:

Di 0Dy =0,
Poo Dy =idg,
DyoP,oDy =Dy,
ProDyoPy =P,
P00P1=0.

The differential sequences 0 — E Do, Fy D, Fy and 0 +— FE Do Fy it 8 Fy are locally
ezact.

. If D; determines a projective D-module M, then there ezist three operators Dy : E — Fy,
Po: Fp = FE and P; : F1 — Fy such that:

([ D1oDp =0,
Dy o Py o Dy = Dy,
Po © Dg o Py = Py,
DyoPyoD, =Dy,
ProDyoPr =P,
Poo P =0.

.

The differential sequences E Do, Fy Py F, and E o, Fy b F, are locally ezact.
. If Dy determines a torsion-free D-module M, i.e. Dy is controllable, then there ezists one
operator Dy : E — Fy such that:

Dl o DO =0.
The differential sequence E s, Fy Dy Fy 1is formally ezact.

EXAMPLE 1.13. Let us take again the Spencer operator D; defined by (114). We have shown
that D, determined a free D-module and that the following differential sequence

(125) o—E R 2p 2p e
was locally exact, where Dy and D are defined respectively by (116) and by (120). The operator

P> defined by (121) is a right-inverse of D, and P, defined by (122), satisfies D, o P; 0Dy = D;.
We let the reader check that P} = P; and Py = Py : 7 — & defined by ! = ¢ satisfies
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Po o Dy = idf,. Thus, we have:

D, 0Dy =0,

Dg o D] =10

Po o Dy = idE,

Dl o'Pl OD] =D1.
ProDyoPy =Py,
Dy 0 Py = idp,,

Pi OPQ =),

PD OP1 = U

Moreover, the differential sequence
P
0<——E43°—FD<P—1F1<-—‘—F24——0,
is locally exact.

In the case D; is a surjective operator, the previous theorem leads to the existence of the
generalized Bezout identity.

COROLLARY 1.2. Let D, : Fy — F; be a surjective PD control system with variable coeffi-
cients.

1. If the operator Dy determines a free D-module M, then we have

D id 0
[P;]Q[Pl DO]=[OF1 idE])

and the generalized Bezout identity is equivalent to the splitting of the following locally
ezact differential sequence:

Po P
{_..._ {_

0—E 2 R 2% B—0
2. If Dy determines a projective D-module M, then we have:
[Di]o[P1 Do ]=[idr 0].
3. If D, determines a torsion-free D-module M, then we have:
D1oDy =0.
In the next example, we illustrate each situation for a surjective operator.

ExXAMPLE 1.14. 1. The system &, n' — 220, > — n® = 0 determines a free-module and
we have:
62 —1261 -1 0 -1 0
-1 0 0 0 0 1 =1
0 1 0 -1 -8 -z%24
2. We have seen that the system (117), defined by 8 n? — £20; n* + n' = 0, was generating
a projective module and we found a right-inverse. We let the reader check that:

1269 + 2 z23§ + 20,

[==*a+1 & ]o| (225 22 (22288, — 228y~ 1

= [1,0}.
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3. The system & n° — '8, n* + n' = 0 determines only a torsion-free module and we have:

- r , —0o
[—ﬂfldl-f'l d2]0|:—17161+1j|=0'

REMARK 1.6. Projective module and right-inverse are useful if we want to know whether a
system of polynomial equations admits solutions. Indeed, the Hilbert theorem claims that the
system of polynomial equations

( Pi(Xx15 -y Xn) = 0,
Pa(x1, -1 Xn) =0

\, Pm(Xlr--w Xﬂ) = 01

where Py,... ,Pn € k[x1,--- ,Xn], has no solution iff there exist Q1,...,Qm € k[x1,--- , Xn]
such that:
PQAQ+PQ+...+PpQm=1

We can reformulate the Hilbert theorem saying that the system of polynomial equations (126)
has no solution iff the adjoint of the surjective operator D; : = ( defined by

Pi(1,.-,00) 0" + ...+ Pn(61,---,00) 0™ = ¢,

where we have substituted x; by 9; in Pj, is injective, i.e., the module M determined by D, is a
projective and is thus a free D-module (Quillen-Suslin theorem).

We give an example.
EXAMPLE 1.15. We search the common solutions of the following set of polynomials:

P =x3+xix3+1,
(127) P> = x4 + X2X3»
Py = x5+ x1.

We define the operator D; : n — ( by:
(83 + 8185 + 1)n' + (85 + B205)0° + (83 + Bu)n° = ¢.
It is quite easy to see that we obtain from D1\ = p the equation:
A = py + O3 p2 — G2 p2 + 03 3.
Thus, the operator P; : { — 7, defined by
¢=n,
6'2 C . 83 C = '?2=
“_63 C = 713:
is a right-inverse of D), i.e. D o P; = idp,. We have
P+ Py(x2—x3)—Pixa=1,

and the system (127) has no solution.
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1.6.2. Time-varying OD Control Systems. The following theorem leads to the existence of
the generalized Bezout identity.

THEOREM 1.10. ~ Let Dy : Fy — Fy be a controllable time-varying OD control system,
then there exist three operators Dy : E — Fy, Py : Fo = E and P; : Fy — Fy such that:

D10D0=U,

Po o Dy = idg,
DyoPy oDy =Dy,
ProDyo Py =P,
'Puo'pl = {);

Moreover, the differential sequences 0 — E B Fy 2, F, and 0 +— F & Ey il 31
are locally ezact.
— If Dy is a surjective operator, then we have
D, _|idp, O
[Po]o[pl DO]_[O idg |’
and the generalized Bezout identity is equivalent to the splitting of the locally ezact diffe-
rential sequence:

Po Pi
— —

0—E 2% R 2% F—o0.

We now give examples of a computation of the generalized Bezout identity for a time-varying
OD control system.

EXAMPLE 1.16. 1. If we start with the left-coprime system (110), i.e. controllable [9,
17, 41], we can rewrite it under the form Dyn = ¢ where D; = [P(s),Q(s)], s = &
and = (y,u)". The assumption of det P(s) # 0 amounts to the surjectivity of D; (see
example 1.4) and, by theorem 1.10, we have (111).

. We compute a generalized Bezout identity for the following time-varying OD control sys-
tem
it +a(t)i' +n' — 7% — a(t)n® =0,
with a a function of time. We take the surjective operator D; associated with the previous
system and dualizing it, we obtain the operator D : A — p defined by:

{ A—a(t)h—at)A+ A= m,
A —a(t)\ = ps.

It is easy to see that D, is an injective operator as we obtain, by saturating the preceding
OD system by low-order equations, the zero-order new equation:

A= —fig + .
The operator P; : 4 — A defined by
—fi2 + p1 = A,
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satisfies P, o D; = id; and thus the adjoint of P, is the operator P, : { = 7

{2

¢ =1,

and we let the reader check that P, is a right-inverse of D;. Substituting A = P u in Dy,
we find the following operator Dy : p — v defined by:

fiz — a(t)p2 + po — 1 + a(t)u = v.
Dualizing Dy, we obtain a parametrization Dy : £ — 7 of D;:

{ £+a(t)€ =1,

E+at)E+(1+at)é=n"
This parametrization is injective as we have
£=—-0'+77,

and we have a left-inverse of Dy given by:
Pon=—-0'+n’ =¢.

Hence, the module M is a free D-module with basis £ = —ni' + 7. We easily check
that Py = Py generates exactly the compatibility conditions of P;. Finally, we have the
following generalized Bezout identity

1,

s2+a(t)s+1 —s-a(t)]0[1 s+ alt)

s sf+a(t)s+(1+a) |~

where the time derivative of the coefficient «(t) explicitly appears. This situation is more
general than the classical one (constant coefficients systems), where the composition of
matrix operators is just the ordinary multiplication of polynomial matrices.

-8 1

1.7. Conclusion. We have seen how the generalized Bezout identity could be extended to
non surjective linear time-varying OD control systems. If the linear time-varying OD control
system is defined by a surjective operator, we have shown that the generalized Bezout identity
was, in fact, the well-known algebraic notion of the splitting of a short exact sequence made with
the system and its parametrization. We have seen when and how it could be extended for general
linear PD control systems with variable coefficients. We have shown that it only depended on the
algebraic nature of the differential module determined by the system. This new formulation has
the advantage of bringing the generalized Bezout identity and its computation closer to algebraic
and geometric concepts. In particular, we have made clear that it did not depend on a separation
of the system variables between inputs and outputs. The formal tests, developped in this paper,
can be used for any control systems over the ring of polynomial k [x1, ..., Xn] with k a field (delay
control systems, n-dimensional systems, ...). Applications of the generalized Bezout identity for
the parametrization of controllers [152, 165] will be treated in future communications.

2. Applications

This part is the complement of the previous paper. This section deals with applications of
the Generalized Bezout identity (GBI) to poles placement and Brunovsky canonical form.
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2.1. Parametrization of multidimensional controllers. In the course of this section.

we shall use the notation s for a‘—if and My, for the set of n x m polynomial matrices in s. We

start with the following left-coprime polynomial system [81]

(128) P(s)y+ Q(s)u =0,

where P € My, det P(s) # 0 and Q € Mp,. The system (128) admits the following generalized
Bezout identity [81],

52 83][26 B

where I is the (m +p) x (m + p) identity matrix and X € Mmm,X,Y € Mpm, P € Mpp, Y, Q €
Mp,. The system (128) can be rewritten under its controller form [81], that is to say,

{ P(s)¢ =y,
Q(s) € = u,

where € is called partial state [81]. Now, let C be a left-coprime controller given by
(131) A(s)y+ B(s)u=0,

where B € My, det B(s) # 0 and A € Mpy,. Substituting (130) in (131), we obtain T'(s){ = 0,
where the p X p matrix T'(s) is defined by:

(132) T(s) = A(s) P(s) + B(s) Q(s).

The modes of the closed loop are determined by the zeros of det T'(s).

Now, let us fix the dynamic of the closed loop by imposing T'(s) and let us find the corres-
ponding controller C. Hence, we have to find (A(s) B(s)) satisfying (132). Using the generalized
Bezout identity (129), we find the well-known parametrization of the controller C, usually called
the Youla parametrization for polynomial controller C

{ A(s) = T(s) X (s) + K(s) P(s),
B(s) =T(s) Y(s) + K(s) Q(s),
where K(s) is any p X m matrix with entries in A = R[s]. The parameter K (s) is the degree of

freedom of the parametrization of the controller C and it can be used for disturbance rejection
for example [2, 3|. The system (133) can be written as:

(129)

(130)

(133)

[ A(s) B(s) ] =[ K(s) T(s)] [ ;;(((?) %3 ]

Using (129), we obtain:

[k 7= [40 56 ][ 5 53]

The purpose of this complement is to show how we can reformulate the parametrization of the
polynomial controllers (133) in a more algebraic point of view and to extend it to muldimensional
systems.
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2.2. Simplified proof on the existence of a GBI. The following proposition will be
important for the rest of this section. See [111] for a proof.

D D)
PROPOSITION 2.1. Let E 20 Fy N F, be a formally ezact sequence and let E —» Fy —

F| be a complez of differential operators, 1.e. D} oDy =0, then there erits an operator Cy : F; —
F| such that C, o Dy = D}, or equivalently, we have the following commutative diagram:
EZ R R
| 1G
lD.f
Fo — F.
EXAMPLE 2.1. Let us consider the operator Dy : E — Fj defined by
1¢_ 6 ¢l
{ af-azb=n,
“LEF (G HnE=r?,
where a is a non zero function of time satisfying & + a® — 1 = 0. The condition of compatibility
of this operator is defined by D, : Fy — F}, given by:

i . (83
¢+nhﬂm“—g¢+nﬁ=0

Let the operator D] : Fy — F| be defined by

i’ +an +an’ +i' —n' =,
then we easily verifies that D} o Dy = 0. Thus, using proposition 2.1, there exists an operator
C, : F} — F] satisfying C; o D; = D|. We let the reader check by himself that C, is defined by:

aC+¢=¢.
We have shown in the beginning of this chapter that we can reformulate, for more general
situations, the Generalized Bezout identity into the concept of splitting exact sequence. Let us

give a simpler and more direct proof on the existence of a generalized Bezout identity in the case
of surjective operator D;.

THEOREM 2.1. Let D; : Fy — F) be a surjective PD control system with variable coeffi-
cients.
1. If the operator D, determines a free D-module then the generalized Bezout identity is the

ezact splitting of the following locally ezact differential sequence:
Po P

(134)
0— E 2% R 24 p—o.

Hence, we have in particular:

(135) [gg]o[’pl ’D0]=[:)dF1 ?dE].

In particular, if D; is a controllable time-varying OD system, then we have (134) and thus
(135).
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2. If D, determines a projective D-module, then there exist three operators Dy : E — Fp.
Po: Fy — E and P, : Fy = Fy such that:

[D1]o[P1 Do]=[idr 0].

Moreover, the sequences E 20, Fy 31-) F, - 0and E Kol Fy &L F; «+— 0 are locally
exact.
. If Dy determines a torsion-free D-module, then we have the following ezact sequence of
operators: E 29, Fy Dy, Fy. Hence, we have:
Dl o Dg = 0.

ProoOF. Let D; : Fy — F; be a surjective operator.

— If the operator D; determines a torsion-free D-module M, then we have seen that there
exists an operator Dy : E — Fp such that E 2o, Fy Zx, F; — 0 is a formally exact
sequence and we have 3.

If the operator D; determines a projective D-module M then, in particular, there exists
an operator Dy : E — Fp such that E Lo, Fy 2, F; — 0 is a formally exact sequence.
Now, as M is a projective D-module, then there exists an operator P, : F; — Fp such
that D; oP; = idg,. Let us define the new operator Qg : Fy — Fp as Qo = idp, — P10 D;.
We have D; o Qg = 0 and thus Qp © D1 = 0. But, M is a projective D-module which

implies that the sequence E 22 F 2L F, is formally exact and thus Dy represents all
the compatibility conditions of D,. This means that the operator Qo factorizes through
Dy by proposition 2.1: there exists Py : E — Fy such that @y = Py o Dy. Taking the
adjoint, we obtain the identity:

idg, = P10 Dy + Dy o Py,
where Py : Fyp — E. From (136), we have: Dy o Py o P; o D; = 0 and thus

Pp = Po o (idg, — P10 Dy),
idFo =P1oD; +Dg O'Pé

We let the reader check that E <p—° Ey o, F; +— 0 is a locally exact sequence. Moreover,
we have Pg o Dy o Py = Py.
Finally, if D; determines a free D-module, then we take an injective parametrization Dy
of D;. As before, we can find P; : F; = Fp and Py : Fy — E such that (136) is satisfied.
From (136), we have Dgo Py oDy = Dy and Dy o PyoP; = 0. The injectivity of Dy implies
Po oDy = idg and Py o P; = 0. The last identity with (136) implies that the sequence
04— F Fy & F; «— 0 is locally exact. Thus, we obtain the splitting sequence
(134) which concludes the demonstration.

O

EXAMPLE 2.2. Let M be the D-module determined by the Maxwell equations:

ot A - 92 - 7=0,
divD—p=0.
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One can easily show that the D-module M, determined by the Maxwell equations. is free with
basis H and D. Thus, the Maxwell equations admit a generalized Bezout identity.

COROLLARY 2.1. Let us consider the following splitting differential ezact sequence
Po P1
— —

Do Dy

0— E FrF — F, —0,

If we denote by
Pr=P1+DgoQ,
Po="Po— Qo Dy,
where Q s any differential operator from Fy to E, then the differential sequence
Py P,
" e —
(137) D il
0— E =3 Fy =5 FL—0,
1 again a splitting ezact sequence. In particular, we have
D] _ idF] O
where Q : Fy — E 1s any differential operator.

ProoF. The dual of the operator P, is a left-inverse of 151 because it satisfies P, oD; = id P
This left-inverse P; is not unique as we easily verify that
ﬁ; = 751 i 2 Q o ﬁﬂa
where Q is any differential operator from E to F}, satisfies at its turn ’15{ oD = idg, . Dualizing,
we obtain that P{ = P; + Dy o Q is a right-inverse of D;, where Q : F; — E is any differential
operator. We take, as in the previous proof, Py = P o (idg, — P; © D1), i.e.
Po=Po— QoDy,

we easily check first that Py o Dy = idg, i.e. Py is still a left-inverse of Dy. Moreover, we have
PyoP; =0and DyoPy+ Pj oDy =DyoPy+ Py oD; =idp, and thus the differential sequence

lpl‘ pf
O— E+~Fy—F, +0,

is a locally exact sequence. Finally, we obtain the splitting sequence (137). 0O

The arbitary operator Q will be shown to be the degree of freedom in the Youla parametri-
zation of polynomial systems. See remark 2.2 (see also corollary 2.2 and corollary 2.3).

EXAMPLE 2.3. Let us take again example 1.16 and, in particular, the system defined by:
i +a(t)i' +n' —7° - a(t)n® = 0.
We have found the following generalized Bezout identity:

2+a(t)s+1 —s—aflt) 1 s+ af(t) i I
-5 1 °l s 2+a(t)s+ (1 +a(t) | *
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Thus, we obtain a family of generalized Bezout identities defined by

s +a(t)s+1 —s — a(t)
—(r(s®>+a(t)s+1)+s5) r(s+alt)+1

1+ (s+aft)r s+ alt)

s+ (P +al)s+1+a(t)r s2+alt)s+(1+a() | =2

(o]

where r € D.

2.3. Homotopy. Let us give the definition of homotopy into the framework of differential
operators.
DEFINITION 2.1. 1. A differential operator of complezes C : X — X' is a commutative
diagram
(. 5
TCa 16
X ...— F;, &rF,- — e,
that is, differential operators C; : F; — F! such that D} oC;—; = C; o D;.
. A differential operator of complexes C : X — X' is homotopic to zero if for all k there
exists an operator Py : Fr — F|_, such that Cx = D} o Py + Pi4+1 © Di41.
. Two differential operators of complexes C,C’' : X — X' are homotopic if C —C' is homotopic
to zero.
4. A differential operator C : X — X' is an homotopy equivalence if there exists C' : X' — X
such that C' oC —idx and C o C' — idx+ are homotopic to zero.
5. A complexe X is said to be homotopic to zero if idx is homotopic to zero.

EXAMPLE 2.4. Let
(138) Xi0—=EB2% 5 32 P —0
be a formally exact sequence. Then (138) is a splitting ezact sequence if and only if the operator
idy : X — X is homotopic to zero, i.e., we have the following diagram:

0— E 2 R 2 B —o0
PN I APAN
0— FE ﬂ) Fy &} F, — 0.

THEOREM 2.2. Let the operator D, determine a free D-module M, Dy an injective parame-
trization of Dy and 0 — E 2 Fy 2, Fy, — ... a formally ezact sequence. For any formally
eract sequence E ﬁ Fy E} F{ — ..., there exzists a differential operator C; : F; — F] such
that C; = D; o P; + Pit1 © Diy1, where Py : Fy = E is a left-inverse of Dy and P; is an operator

from F; to F!_,. Hence, the differential operator of complezes C; : F; — F] is homotopic to zero,
and we have the following exact diagram:
Do

DJ
E — F, — F — ... —F_,

D, : T
n, !
= Fﬂ' iy Fnl +1 o

I NP tGNPLTCG N 1T T N 161N PntCi\\Pry1 TCana

D D D D
s B = B 2 B 3 . =3By =B B 28 PBlii=s...
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PRroOF. The operator Dy is an injective operator, thus there exists Py : Fp — E such that
Py 0 Dy = idg. Thus, the solution of Cy o Dy = Dy is given by Cp = Dy o Py + Py o D;, where
P, : F} — Fj is any operator. Now, we have

C,oD, =DjoCy=Djo(DyoPy+ProDy)=DjoP,oDy,

and thus (C; — D} o P,) o D; = 0. The operator D; generates all the compatibility conditions of
D, and, using proposition 2.1, there exists P, : F; — F] such that C; — D} o Py = Py o Dy, i.e.,
CQ=D';O',D]+PQODQ... 0

We shall see at the next section, how this corollary can be used to make poles placement.

DF
THEOREM 2.3. Let the operator D} determine a projective D-module and let F; -4 Fl —

‘Dr
L — P F} . ,—0 be a formally ezact sequence. For any formally ezact sequence Fy 24

FR—...—F =5 F! . ,—0, there ezists a differential operator C; : F; = F such that

Ci = Pis1 © Diy1 + D! o P;, where P, : F, ., — F, is a right-inverse of Dn41 and P is an
operator from F; to F_,. Hence, the differential operator C; : F; — F is homotopic to zero, and
we have the following ezact diagram:

D' v D!
I 1 ' , ] n ' n+1 ] ;
F(] Fl P Fu—l Fn. ? n+1 0

1GNP TG N 1 t AN TG-1 NP TGN Pra

D Dhn Dn
Fpb =% FF — ... —mFpy = F, =23 Foy —0

PROOF. The operator D] determines a projective D-module, then there exists an operator

1t Fpy1 — Fy such that D, 0Py = idp . Thus, the solution of Dy, 0Cp = Dpyy is

given by Cp, = P, ., © Dpy1 + D), o Py, where P, : F, — F, is any operator. Now, we have:

D,oCay =CroDp=(Pii10Dns1+D,oP.)oDp=D,oP,oD,

n

= (Cn-1 = PpoDy) oDy = 0.
But, the operator '12’1 determines a projective D-module, thus ﬁn_l generates all the compati-
bility condition of D},. Using proposition 2.1, there exists an operator P;,_, : Fj,_, = F}_, such
that P,_; 0 Dl,_; = (Ca—1 — P, 0 Dy), and thus C,_; = P, 0 Dy + D,_, o P.,_;. Then, we have
Dy 9005001 0P =Dh 6P 10 Dpayin O

2.4. Poles Placement. Let D, : Fy — F) be a system and Cp : Fy — Fj a controller. We
can represent these two previous operators by the following diagram

Fy
1 Co
F2 p
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and the closed loop is therefore defined by:

{ Dyn =0,

(139) Com =0,

PROPOSITION 2.2. Let D, be a controllable system and Dy : E — Fy a parametrization of
D; such that the sequence

(140) EZE 2R

is locally ezact at Fy. Then, the closed loop is defined by the following system

Do & =,
/Taf =0'.|

where To = Co o Do. Hence, the closed loop 1is totaly determined by the differential operator Tp.

(141)

PRrOOF. Let us suppose that the system D; is controllable and the existence of a parame-
trization Dy : E — Fy of D; such that the sequence (140) is exact at Fy. Then, we have the
following diagram

E B F

I T Co
E2> rpn 2 R,

with 7o = Cp o Dg. Hence, Dy € =n < Din =0 and Con = Co(Do &) = To € = 0 easily prove the
assertion. O

REMARK 2.1. If D; determines a projective D-module, then the sequence E Do, Fy B F
is locally exact at Fy (this sequence splits). In particular, we can apply the previous proposition
to any system which determines a projective or a free D-module.

EXAMPLE 2.5. We easily see that operator D; defined by

{Bro-meg
il i o e

determines a controllable system. We easily find that an injective parametrization Dg : £ — n of
D, is given by:

3 + £= ’71!

_E =+ ‘E = ﬂ21

E+&E=1".
If we define a controller Cy : 7 — 7 by 7° + 35! — n? = «, then the dynamics of the closed loop
is given by the operator:

Tof=E+4E+3E=(s+1)(s+3)€E=1.
EXAMPLE 2.6. Let us consider the system defined by:

011 €22 + Oap €11 — 2012 €12 = 0.
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We can prove that a parametrization of the above system is given by :

o1 &1 = e,
201 &2 + B &1) = €,
02 &2 = €22.
We recognize that parametrization of the stress tensor by the displacement in elasticity theory

. : : D, D ;
(two dimensions). It is well-known that the sequence E = Fy =% F is locally exact at Fj
because this sequence is isomorphic to the Poincaré sequence which is locally exact (see chapter
9). Thus, the system

O11 €22 + Onp €11 — 2012 €12 = 0,

(0‘+2ﬁ)61£11 +£!61 622+2ﬁ62612 =)

2)381 612+0:67_€11 +(Oz+26)32622 =0,
is equivalent to the system:

01 & = e,

30162+ 32 61) = €12,

02 &2 = €2,

(a+B)01 (D& + b)) +BAEL =0,
(a+B)02 (& +02&)+BAL =0.

We notice that the two last equations are just the Navier equations.

Let us suppose now that we want to find Con = 0 in such a way that the following system

Con =0,

is equivalent to a prescribed system. Using theorem 2.2, we have the following corollary.

{Dln=01

COROLLARY 2.2. Let Dy : Fy — F; be a differential operator which determines a free D-
module and let Dy : E — F, be an injective parametrization of D,. Then, for any differential
operator To : E — Fy, the differential operator Cy : Fy — F; which satisfies the relation

To = Cop o Dy,
1s given by
Co=TooPo+Ky0Dy,
where Py s a left-inverse of Dy and K, is any differential operator from F; to Fy.
REMARK 2.2. If moreover, D; is a surjective operator, then we have the following splitting
exact sequence
ron
Do ™
0— E — F, — F,—0,
and the generalized Bezout identity (135). Then, using the identity

6=t e (7 )

and (135), we obtain:
(K1 To) =Coo (P1 Dy).
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EXAMPLE 2.7. We take again the operator D; : n — ( defined by
{ At +n?—nd =l
ﬁz—ﬂl"'ﬂg ZCQ.‘
and we want to determine a controller Cg : 7 — 7 such that the dynamic of the closed loop is given
by To& = (s+1)(s +3) £ = 4. We know from the previous corollary that Co = 7p 0 Py + K, 0 Dy,
where K; is any operator from Fj to Fyj and we find Cy defined by

S5+ 1)(s + )0 +77) +pE) + 72 =) + a(6) i — n* +0°) =,

with p(s) and g(s) any elements in D. We choose p(s) and ¢(s) in order to lower the order of the

controller Cp. If we take
{ p(s) = —3(s +5),
q(s) = —3(s +3),

EXAMPLE 2.8. See example 6.1 of chapter 9 for another OD example and links with linear
quadratic methods and spectral factorizations.

we obtain Con=n>+39! —n? =1.

Now, we can also look for a controller of the form C_;y = 7 instead of the form Cyn = 0.
Thus, we have the following diagram

FF 2 R

tCa |
T-
F, = F,
where T_1 = D, o C_;.
EXAMPLE 2.9. Let us consider the differential operator C_; : v — 7 defined by:

n = 'r;,
=7, .
n’ = -39+,
then, we obtain the differential operator 7_; : v — ( defined by:
.1 1
v +37 =0,
(142) { ,'}.2_4,7] +,.),2=0_
Using theorem 2.3, we obtain the following corollary.
COROLLARY 2.3. Let D, : Fy — F) be a surjective differential operator which determines
a projective D-module and Dy : E — Fy any parametrization of Dy. Then, for any differential
operator T_, : F_1 — F}, the operator C_, : F_; — Fy which satisfies the equation

DioC1=T4

15 given by
C.1=P1oT_1+DpoK_y,
where P, is a right-inverse of P, and K_, s any differential operator from F_, to E.
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REMARK 2.3. If moreover, D; determines a free D-module, then we have the generalized
Bezout identity (135). Then, using the following identity

C_1= (P, D)o ( E—_ll )

we obtain:
-1\ _( D
(2)=(%)ee

EXAMPLE 2.10. We easily verify that a right-inverse P; : ( — 1 of the operator D, defined
in example 2.9, is given by:

An injective parametrization Dy : £ — 1 of D, is given by:
E+&=17,

—{+¢= n :

E+E=n
Then, all the controllers C_; : vy — n which satisfy D; o C_; = T-;, where 7_; is defined by
(142), are given by:

3G +7 —7 +92) + (s + 1)(a(s)¥! + b(s) ¥ + c(s)7®) = 7',
(7 +4%2 =y +92) + (—s + 1)(a(s) 7! + b(s)»* +C( )7Y?) =7,
-1+ A+ Ty - )+(s +1)(a(s)y* +b(s)7¥* +e(s)®) = n*.

We easily verify that if we take a(s) = b(s) = 3 in order to lower the order of C_; : vy = 7, we
obtain:
n' =7,
7 =7,
,‘,?3 - _3,.?,1 + 72_
Similar computations can been done for multidimensional systems but it becomes more dif-
ficult to perform them by hand.

2.5. Brunovsky Canonical Form. We denote by j, : E — J;(E) the operator defined by

8, &5 (z) =ni(z), k=1,..,m =dimE, 0< |u[ < g,

and by D, : Co(E) = J,(E) = C\(E) the compatibility conditions of jg 2.
THEOREM 2.4. Let D; be an operator determining a free D-module M and Dy a q-order

injective parametrization of Dy. Let X : 0 — E Da, Fy Dy Ff — ..and X' : 0 — E 25y

Jy(E) 2 Ci1(E) — ..., then there ezists a differential operator C : X — X' such that C is a
homotopy equivalence.

2. See chapter 4 for more informations about the operators j, and D,
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PROOF. From 1 of theorem 2.3, there exists a differential operator C; = jo 0Py + Ky 0D :
Fy — J4(E) where Py is a right-inverse of Dy and K; any operator from F; to J,;(E). Similarly,
there exists a differential operator C] = DyooPy+KjoD; : J,(E) — Fy, where Py is a right-inverse
of j, and K} any operator from J,(E) to F;. We have

61061 —idpoZDOO(P60K10D1)+(P1+K:;OD10K:1)0'D1.

where P; satisfies idg, = Dy o Py + P; oDy (M is a projective D-module). Thus, the differential
operator Cj o C; — idF, is homotopic to zero. In a similar way, we obtain C; o C} — id, (g) which
is homotopic to zero. O

REMARK 2.4. Let us take n = 1, then the operator j, : E — J,(E) is defined by:

dv{()-ﬁwLOSiSmlskSm.

Then the compatibility conditions of j, are described by the operator D; : J,(E) — Cj, defined
by:

3 bz~ k(@) = H@), 0<i<q-1,1<k<m

Finally, if E € ker D; then we have the following system

() 001 ..00 nt(z)

1
n5 (z) 000 . .00

000 ..01 1— (
\nq_ \00o0..00)/\"l
which is in the Brunovsky canonical form [23].

EXAMPLE 2.11. Let us determine the Brunovsky canonical form of the controllable system
it +a(t) it +n' =i —a(t)n® =0,

taken from the example 1.16 and where « is a function of time. We have shown in the example
1.16 that a parametrization Dy : £ — 7 of the operator D; was given by:

{ E+a(t)=n!,
E+alt)é+ (1 +a(t)€E=n

This parametrization is injective because we have:
E = "T}l + "‘?2!
Thus, there exists a left-inverse Py : n — £ of the operator Dy, defined by:

-0t +7° =¢.
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Applying theorem 2.4, we obtain Cy = j2 0 Py + Ky o Dy, where K, is any differential operator
form F; to Jo(E). The operator Cp : 7 — - is then defined by

—1_';1 + f.r;f: + a(s) (7! + a(t) T?l + 1! =92 —a(t)

=it + 77 + b(s)(i* + a(t) 7' +n' — 7% — a(t)

-t + 72 + e(s) (i + a(t) 7t +n' —7% — af

where a, b, ¢ are any scalar differential operators. In particular, if we set a(s)
s — a(t) in order to lower the order of Cp, we finally obtain:

(143) at)nt +n' —alt)n® =+° _
(a(t) — a(t)? +1) 7! —a(t)n* + (—a(t) + a(t)?) n? = +°.

This operator shows how to transform 7 into -y to change Dy into the operator jz : £ — < defined
by

£=1",
£ =172
£=7°,
or equivalently, how to transform 7 into 7 to change D; into the operator D, defined by
{ =72 =0,
'},2 - 73 =0,

that is to say, into the following Brunovsky canonical form [23]:

L)-(23)(3)+(2)»

Moreover, we can invert the operator (143) to obtain the transformation of -y into #:
{ Nt =7 +a(t)7,
n? = a(t)¥' + 4% + (a(t) + 1)~

We can do similarly for any system of PDE which determines a free D-module. Let us give
an example.

ExXAMPLE 2.12. Let D; : n — ( be an operator defined by:
dun’® — dizn' — 2a% O1n* + 2% &' + (2°)%n — ' = (1,
Bon® — Bon' — 2 Bom* — 217 = (2.
We let the reader check by himself that D; is parametrized by the operator Dy : £ —+ 7, defined
by:

Gr€ =n’.
The parametrization Dy is injective because we have ¢ = 8y 72 — & n' — 27?2, and thus Dy has
a left-inverse Py, given by:

{ 51§-$2§=7}1»

on® — don' — 2’ =¢.
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Hence, the operator Cy = j; © Py + K1 o Dy : n — v, where we have chosen K; : { = -y to be
0=7,
—(P =47,
C? ::73
in order to lower the order of Cy, is defined by:
on? — 8gn' — 20 = 4,

9 9
z201n* — 2°0n' — (&%)*n* +n' =7
=7

Finally, the operator Cy transforms the control system D; n = 0 into
E=7'
81€:= 721
Bt =77,
or equivalently, into Dy = 0:
Ayt =2 =0,
67 =7’ =0,
&Ry -7 =0.

3. Appendice

Nous avons montré a la proposition 2.19 du chapitre 3 que si une matrice R, de rang générique
maximal, détermine un module projectif, il en est alors de méme pour toute matrice formée d'un
certain nombre de lignes de R. L’exemple suivant montre que ce résultat n’est plus vrai si la
matrice R n'est pas de rang maximal.

EXEMPLE 3.1. Soit M le D = R(z!,z?)[d;,d>]-module défini par I'opérateur différentiel D,
suivant :

2200 + (2%)% 012! + 28,72 + 32201 — 228! — ! =¢
(z%)? 02 n® + (2%)° Qu ' — 22 By ® - 2(z*)* B ' + 220! —

Nous avons alors la résolution libre du D-module M suivante

0— AR 2B 2,0,

'=g2,

avec

_ [ (2%)%012 + 3220 —2°82 — 1 z%890 + 28,
Ry = (-2’01 +1 &), R = ( (22)%8y; — 2(22)20) + 22 (22)2813 — 2285 — 1 ) ;

car R, correspond aux conditions de compatibilité de D;. On montre alors qu’une paramétrisation
de D, est donnée par 'opérateur Dy : E — Fy, défini par (voir I’exemple 3.7 du prochain chapitre
pour plus de détails):

~z? %€ -2 =1,

()2 € —22E =1
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L'opérateur Dy est injectif car £ = 8on® + 22 din' — n'. D’ou, M est un D-module libre, donc
projectif. Si I’on retire maintenant une ligne de la matrice R, par exemple la deuxiéme. alors le
D-module M’ est défini par la présentation finie suivante

0— A5 42 M —50

ou R} = ((22)20y2 + 3220, — %02 — 1 %029 + 205 + 28;). Le module M’ n’est alors plus un
D-module projectif, car I'adjoint de I'opérateur D] : n — ¢, défini par

200 n? + (22)2 810! +280n* + 32201 ' — 22 B! — 7' =,

est donné par:

200 = H2-
En rendant formellement intégrable le systéme suivant

(£2)2010) — 2201\ + 2200 = 0,

72090 = 0,
on montre alors que l'opérateur ‘ﬁ’l n’est pas injectif, d’ou 'on conclut que M’ n’est pas un
D-module projectif.

{ [I2)?812)\ — ;8281/\ + Ir“}ag)\ = U1,
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CHAPITRE 6

Controélabilité des systémes multidimensionnels

Ce chapitre est composé du papier intitulé “Localization and Paramatrization of Linear Mul-
tidimensional Control Systems” co-écrit avec J.F. Pommaret et paru dans le journal Systems and
Control Letters, 37 (1999), pp. 247-260.

Le but de ce chapitre est de rappeler tout d’abord une définition algébrique et intrinséque de
la controélabilité des systémes multidimensionnels. Cette notion de contrdlabilité est traduite en
terme d’absence d’élément de torsion du D-module M associé au systéme de controle. Fliess a
montré dans [40] que pour les systémes de controle, définis par des EDO linéaires a coefficients
constants, l'absence de torsion du module M est équivalente & la contrdlabilité en terme de
behaviour, défini par Willems dans [158, 159]. Ce résultat a été récemment étendu par Pillai et
Shankar aux systémes de controle définis par des EDP linéaires a coefficients constants [108]. Le
théoréeme 2.2 du chapitre 3 nous donne deux moyens de calculer la partie de torsion t(M), soit par
I'utilisation de ext},(N, D), soit par celle de tor? (K/D, M), lorsque K = Q(D). Nous donnons
ici une méthode effective, basée sur 'intégrabilité formelle et I'utilisation de 1’adjoint formel des
opérateurs différentiels, pour calculer extb(N,D). Plus précisemment, si D; : Fy — F; est un
opérateur différentiel entre des fibrés vectoriels triviaux Fy et F; de dimensions respectives lg et
l;, définissant le systéme de controle, alors le D = A[d),...,d,]-module & gauche M, engendré
par Dj, est défini par la présentation finie suivante:

Dh By plo s M — 0.

Nous avons alors, par transposition, le D-module & droite NV, défini par la suite exacte:

(144) 04— N «— D" &~ Db« homp(M, D) +— 0.

Le probléme est qu’il n’existe pas d’interprétation en termes d’opérateurs différentiels des D-
morphismes a droite entre D-modules libres. Donc, N ne peut pas étre vu comme provenant
d’un opérateur différentiel. Le seul moyen d’obtenir une telle interprétation est de transformer
la suite exacte (144) en une suite exacte de D-modules a gauche par multiplication par A" T,
ou T est le A-module T = D,/Dy, muni du crochet [P,Q] = PoQ - Qo P, VP,Q € D, ou
{D;}r>0 désigne la filtration correspondant a l'ordre des opérateurs de D. T est alors un A-
module libre avec pour base {dy, ...,dn}, o0 d; est la classe de d; € D; dans T'. Nous obtenons
alors la présentation finie suivante du D-module & gauche Ny = A"T ®4 N

04— N «— AT ®,4 D" &L A"T @, D™,
ot D; est I’adjoint formel de 'opérateur différentiel D;. Nous avons alors:
exth(Ny, D) = A"T ® 4 exth(N, D).

Changeant de notation pour le choix des indices de maniére & utiliser les propriétés spécifiques
des suites de Janet, & toute suite de Janet

Dp-1

0—}8—>E3>F0&)F123>.. —+F,,_1&>F,,—>O

correspond la résolution libre du D-module M suivante

0 — DBy pha-rDagr | Paph Dy phPapm_ 51—,
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ou l; (resp. m) est la dimension de la fibre des fibrés vectoriels F; (resp. E). Ces deux remarques
permettent alors de déterminer de maniére effective exth, (N, D) et donc de déterminer si un
systéme linéaire multidimensionnel est contrélable ou non.

Les justifications mathématiques des manipulations précédentes sont délicates et seront dé-
crites au chapitre “Analyse algébrique des systémes de controle” (voir aussi [8, 96, 93, 107|
pour plus de détails). Les équivalences précédentes permettent d'utiliser seulement le langage
des opérateurs différentiels pour déterminer effectivement les ext’, (N, D), en n'utilisant que I'ad-
joint formel et les conditions de compatibilité. Nous donnons un algorithme effectif du calcul du
ext}J(N, D), ainsi que de nombreux exemples. Si le systéme est controlable, alors I'algorithme du
calcul du ext},(N, D) nous donne une paramétrisation du systéme, tout comme on paramétrise
en géométrie algébrique certaines variétés algébriques. Nous montrons un résultat délicat qui
prouve que tout opérateur D; : Fy — F}, définissant un D-module sans-torsion, admet une para-
métrisation minimale, c-a-d, une parameétrisation comportant un nombre minimal de fonctions
de n variables arbitraires. Dans le cas n = 1, cette paramétrisation est appelée habituellement
la forme contréleur du systéme [81]. Nous donnons une preuve utilisant seulement les modules
différentiels, une autre utilisant seulement les opérateurs différentiels, et enfin, nous montrons
que ce résultat est vrai pour tout module de type fini sur un anneau noethérien.

Nous nous intéresserons aussi, dans ce chapitre, au lien entre les paramétrisations obtenues
par le calcul du exth (N, D) et les paramétrisations obtenues par utilisation des procédés de locali-
sation des D-modules. Nous rappelons que la localisation est un moyen algébrique permettant de
retrouver, dans le cadre des modules, la notion de matrice de transfert des systémes de controle.

Nous I’étendons de maniére effective aux systémes EDP a coefficients variables en utilisant le tra-
vail de Kashiwara [85]. Notons pour finir que la localisation de 'anneau A = R[# , 6] par rapport
4 un certain élément 7 € R[d], appelé polyn6éme libérateur, est utilisée dans [43, 44, 102] pour
rendre libre un A-module sans-torsion. Ceci permet alors d’appliquer les techniques développées
dans [42] & certaines classes de systémes linéaires & retards. Pour l'anneau ]R[%,él,...,é,], des
résultats sur de tels polynémes libérateurs # € R[dy,...,d,] sont développés dans [127] et en
particulier leur calcul effectif.

LOCALIZATION AND PARAMETRIZATION OF LINEAR
MULTIDIMENSIONAL CONTROL SYSTEMS

Abstract: We study the link existing between the parametrization of differential operators
by potential-like arbitrary functions and the localization of differential modules, while applying
these results to the parametrization of linear multidimensional control systems. We show that
the localization of differential modules is a natural way to generalize some well-known results
on transfer matrix, classically obtained by using Laplace transform, to time-varying ordinary
differential control systems and to partial differential control systems with variable coefficients.
In particular, we show that the parametrizations obtained by localization are simpler than those
obtained by formal duality but are worse in the sense of Palamodov-Kashiwara’s classification
of differential modules.
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Keywords: Controllability, controller form, transfer matrix, minimal realization, parametri-
zation of differential operators, localization, formal integrability, differential module, homological
algebra.

1. Introduction

Recently, the language of differential modules has been introduced in control theory to un-
derstand intrinsically the structural properties of control syvstems. Qur approach is guided bv
the wish to have a tool, which should formally look like the Laplace transform, but which could
permit a better understanding of the concepts of controllability and observability. For instance,
the system §§ — §y — 2y — @ + 2u = 0 becomes, by the Laplace transform, y = %ﬂ,
where we denote by y,% the Laplace transform of y,u. The transfer function of the system is
H(s) = (s_fﬁ—("'f)-_z“) = 1, after the cancellation of the common factor (s —2). In 1960, Kalman
was the first to understand that such a cancellation led to the loss of the system controllability
[82]. The use of differential modules prevents any cancellation 9, 38, 39, 41, 104, 113]. Indeed,
we write the system as (% - 1)((% —-2)y— (C% —-2)u =0, i.e. (% —2)((% + 1)y —u) = 0. The last
equation leads to the existence of a torsion element, i.e. an element z = (3‘% + 1)y — u satisfying
the non zero equation [% — 2) z = 0. Thus, the controllability of control systems can be seen as
the lack of any torsion element, that is to say, in the algebraic language, the differential module
generated by the control system is a R[] torsion-free module [135]. Hence, the use of modules
permits to give an intrinsic definition of controllability and it provides a clear understanding
of the previous cancellation, a fact that cannot be done with the Laplace transform techniques
involving vector spaces over ]R(d—dt). A first purpose of this paper is to recall these facts. The
first step of Palamodov-Kashiwara’s classification of modules (see the exact sequence (149) and
[85, 106]) says that every torsion-free differential module can be embedded into a free differential
module, which means, in the operator language, that the operator D; defining the controllable
system can be parametrized by an operator Dy. We shall point out that the parametrization Dy
is just the generalization of the controller form for time-varying ordinary control systems (OD
control systems) [81]. We shall show then how to use the formal duality (see paragraph 3.2) and
the formal integrability theory (see [26, 60, 74, 96, 113, 144, 131]) to check whether a control
system is controllable or not and to compute effectively the operator Dy. In the nonlinear case,
we shall also show how to look for constrained observables and prove that such a search, in the
general framework, supersedes the search for first integrals, in the ordinary differential case (see
remark 3.2).

The use of modules over a ring of operators is too restrictive because we sometimes need, in
this framework, to invert certain elements of the ring. In fact, this is the well-known algebraic
concept of localization of modules and that was first noticed by Oberst in [104] for multidi-
mensional system with constant coefficients and by Fliess [41] for time-varying ordinary control
systems. The second goal of this paper is to show how to make effective computations in loca-
lized partial differential control systems (PD control systems) with variable coefficients and to
show, by means of a localization, another way to compute a parametrization Dy of a controllable
system D;. We shall show that the localization approach is the natural way to generalize certain
results given by the Laplace transform techniques to the time-varying OD control systems or PD
control systems with variable coefficients.
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Finally, the main novelty of this paper is to use operators rather than modules in order
to establish a link between these two approaches. In particular, we shall see that even if the
parametrization found by localization is sometimes “simpler” than the one computed by using
the formal duality, it is generally “worse” in the sense of the Palamodov-Kashiwara’s classification
of modules. Many explicit examples will illustrate the main results.

We stress out the fact that our approach is in the line of the extensive literature on linear
multidimensional control theory [86, 104, 160, 163, 164, 168] and not in the line of the
distributed parameter control theory pioneered by J.L. Lions in 1970 (see also [44]).

2. Differential Modules

Let Fy and F} be two trivial vector bundles over a manifold X of dimension n with local
coordinates z = (z',...,z"). In the course of the paper, we shall use X = R". Let D, be a linear

b

partial differential operator of order g defined by

F 2w

(I»Tik(x)) F—% {x,CT(I) = ZOEngq.lﬁkSm a;p(x)aﬁ nk):

with 1 < k < m,1 <71 <1, m (resp. l) is the fibered dimension of Fp (resp. Fi) and p =
(i1, .oy i) is @ multi-index of length |u| = p1 + ... + pin.
Let us recall a few definitions (see [87, 93, 132, 113] for more details).

DEFINITION 2.1. 1. A differential field K with n commuting derivations 8,...,0, is a
field which satisfies: Va,be K, Vi=1,... ,n:
- Bia S K,
- 0i(a + b) = G;a + 9;b,
= a;'(ab) = é@,ab)b -+ gab,-b,
a iab— ad;
- 61(3) - T:b % 0,
- 0;0; = 05 0;.
2. Let K be a differential field containing @Q, with the set of derivations {&,,...,8,}, and
let us denote by D the K-algebra K [dy,...,d,] of the differential operators of the form
2 lul<oo @@y, where a# € K. It satisfies:
(a) did; = d;d;,
(b) Va€ K :dija=ad; + 0;a.
We shall denote by k the differential subfield of constants of K, i.e. k = {a € K |8;a =
0,Vi = 1,...,n}. The ring of differential operator D is a non-commutative integral domain
and a left Ore algebra, i.e. ¥V (p,q) € D?,3 (u,v) € (D\0)? such that up =vq.

. Introducing the differential indeterminates y = (y%,...,y™), we denote by Dy the left D-
module Dy! + Dy? + ...+ Dy™ and by M the finitely generated left D-module determined
by the operator D), i.e. M = Dy/(D,y), where (D,y) is the D-submodule generated by
the formal linear differential components of D;y.

REMARK 2.1. We shall use either the language of jet theory for systems of partial differential
equations (PDE) or the language of sections for operators [113]. In the first case, we write
d,-yﬁ = yﬁ +1,» Whereas, in the second case, d; must be replaced by J; on sections. We shall use
the notation 8;; = 0; ;.
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REMARK 2.2. In this framework, we can study the following types of systems:
. D = k[£] = k[x] : ordinary differential systems with constant coefficients.
. D = K[4] : ordinary differential systems with variable coefficients (e.g. K = R(t)).
, D= k[%, 01,...,0n] : delay differential systems.
. D =k[x1,..., Xn) : n-dimensional systems with constant coefficients.

EXAMPLE 2.1. Let us consider the following control system, adapted from a delay differential
system presented in [102] but interpreted as a partial differential system (0 = 6,0 = %):

Byl —oy' + 2yt +2y° —281y° =0,
Qoy' +02y® — O1y° = 0.

We associate to this system the following differential operator D; : n — ( defined by
(145) { 32??1 —317?;—2313?73+227?1+2??2=C1a
Gon” + Gam® — O1n” = (7,
and the D-module M = Dy/(ys — y} — 2y + 2y* + 242, y3 + y3 — y}) where D = R[d;, d2] and
y= (v, 9% 9°).
We recall certain properties of the D-module M defined as above, and thus, for finitely
generated module over D (see [135] for more details).

DEFINITION 2.2. — A D-module M is free if M is isomorphic to D" for a certain r.

— A D-module M is projective if there exist a free D-module F and a D-module N such
that: F=M @& N.

— We call torsion submodule of M, the D-module defined by ¢(M) = {m € M|30# a €
D, am = 0}. The D-module M is torsion-free if {(M) = 0 and M/t(M) is a torsion-free
D-module.

It is quite easy to show that every free D-module is projective and every projective D-module
is torsion-free. This can be summed up by the following module inclusions:

free C projective C ... C torsion-free.

We shall see in the next section how to check whether or not a finitely generated left D-module
is respectively torsion-free or projective and we shall give a characterization of free modules. We
have the following theorem, where part 2 is the famous Quillen-Suslin theorem (see [135, 164]
for more details).

THEOREM 2.1. 1. If D 1s a principal ideal ring (for ezample D = K[%]), then every
torsion-free D-module 1s a free D-module.

2. Every projective module over a polynomial ring k[x1,..., Xn], where k is a field, is free.
Hence, over D = k|d,,...,dy), any projective module is free.

Now, if we consider a differential operator D, : Fy — F) and a section { of Fi, then all the
necessary conditions for the local existence of a section 7 of Fp, satisfying the inhomogenous
system D;n = (, are of the form Dy ( = 0. The operator D, only depends on the operator D,
and is called the compatibility conditions of D;. A historical problem was to construct effectively
the operator D, [26, 74, 131]. We can construct the operator D, by bringing the operator
D; to involutiveness and starting anew with D,. The procedure has to stop after at most n + 1
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steps, where n is the number of partial derivatives (see 60, 113, 128, 144] for more details). We
obtain a formally ezact sequence (that is to say, each D, represents exactly all the compatibility
conditions of D;) of differential operators D; on the “right” of D; and depending only on D;:

Dn+1

(146) 00— @ —5 K 2 y 2o O B0,

where © denotes the solutions of D;. We can reformulate this result into the framework of D-
modules [96, 98, 128]. Corresponding to (146), we have the following free resolution of the
D-module M (see e.g. [135]), i.e. the exact sequence of D-modules:

(147) 04— M« Do pri B2 2ol pravic g,

where r; is the fibered dimension of F; (rg = m,r; =1[) and . D; means that we let operate a row
vector of D™ on the left of D; to obtain a row vector of D™. Following Spencer’s work [144], it
can be shown that the last operator Dy4; determines a projective D-module. For more details
and applications, see the forthcoming publication [120]. We recall that a complete knowledge of
M is given by the free resolution (147) and that the length of the exact sequence (147) explains
why, in general, it is difficult to treat multidimensional systems with two or more independant
unknows (see discussions in [160, 163, 168]).

3. Parametrization

Dually, if we have a system of partial differential equations Dy & = 0, it is useful to know
when the solutions of the systems can be parametrized by certain arbitrary functions called
“potentials” (for example, curly = 0 = 3¢ such that grad€ = 7). The new problem is the
following: starting with an operator D; : Fy — Fj, can we find a criterion to decide about
the existence of an operator Dy : F; = E — Fp such that D;n = 0 represents exactly all the
compatibility conditions of the inhomogeneous system Dy é = 5. If such an operator Dy exists,
we say that Dy parametrizes the operator D;. Starting anew with Dy, we can try to construct a
formally exact differential sequence, on the left of D; and depending only on Dy,

(148) Fop D__—’; Fy 'Dip D_—g F_, Do, Fy Dy, A,

in which each operator exactly describes the compatibility conditions of the previous one. This
criterion exists for syzygies. It was first provided in the seventies by Palamodov for linear partial
differential operators with constant coefficients [106] and was extended by Kashiwara for analytic
ones [85]. In the framework of D-modules, the criterion says that the obstructions to embed the
D-module M into the following exact sequence of D-modules

(149) 0— M — D™ 23 pr2 23 P prown

are given by:

- for k=0, the injectivity of the canonical map M 2, homp(homp(M, D), D) defined by
Vz € M,Vf € homp(M, D) : ¢(z)(f) = f(z),

— for k=1, the injectivity and the surjectivity of ¢,

— for k > 1 (in this case M is said to be reflezive), the injectivity and the surjectivity of ¢
plus other conditions on the vanishing of certain extension modules [135] (Vi =1,...,k—1:
extij(HomD{M, D),D) =0).
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The exact sequence (149) is the algebraic counterpart of the formally exact sequence of differen-
tial operators (148). This is a beautiful but delicate and powerful tool of homological algebra
which is, in its general form, out of our scope now. See [120] for applications of (148) to linear
multidimensional control systems. We shall only be interested here in the first step of (149),
i.e. the embedding of M into a free D-module, and we shall give an example of a D-module
embedded into an exact sequence of two free D-modules.

As far as we are concerned, the quite abstract and previous results of Palamodov-Kashiwara
seem to be unknown in control theory, in applied mathematics or in physics. It is not evident, at
first glance, that the differential operator D;, which defines the control system, is parametrizable
by an operator Dy if and only if the control system is controllable in the sense of controllability
of multidimensional systems [86, 102, 104, 113, 118, 160, 168]. See also [39, 41, 49]. Let us
show this result.

3.1. Controllability. We find the following definition of controllability in [113, 118] which
is even working for nonlinear analytic control systems but which is not the one now adopted for
distributed parameter systems.

DEFINITION 3.1. Let D, : Fy — F) be a differential operator and let M be the D-module
associated with D;.

1. We call observable of the control system any scalar function of the inputs, outputs and
their derivatives up to a certain order.

2. A system is called controllable if every observable of the system does not satisfy by itself
any PDE.

For example, the nonlinear system uy — @& = a = cst is controllable in the previous sense if
and only if a # 0. If @ = 0, it admits the observable z = y — log u satisfying z = 0, a reason for
dealing with analytic functions (see [113] and remark 3.2).

In the linear case, an observable is an element of M and we may give the following corres-
ponding definition which agrees with the one now adopted for multidimensional control systems
[86, 102, 104, 160, 168|.

DEFINITION 3.2. A control system, defined by an operator D,, is controllable if the D-module
M determined by D; is torsion-free.

As a byproduct, the control system defined by the D-module M/t(M) is always controllable.
This algebraic definition of controllability is the intrinsic formulation of the concept of “factor
primeness in the generalized sense” (“minor primeness”’) for matrices of (surjective) operators
with constant coefficients [160, 163, 164, 168]. This fact first appeared for applications to
control theory in [104]. For a more general classification of algebraic properties of D-modules
(torsion-free, reflexive, ...., projective) and the different concepts of primeness, see [120].

EXAMPLE 3.1. 1. Let the OD control system be defined in Kalman form by

i | 2 3
== =0,
(150} { ,,:}2 __,ql +0n3 = O,

where a is a constant real coefficient. For @ = —1, the element z = 7! — ? satisfies
z+4+ 2z = 0 and z is a torsion element in the corresponding D-module M. Moreover, if
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a = 1, we have z = n! + n? satisfying 2 —z = 0 and z is a torsion element of M. At least
for two values of the parameter a, the control system is not controllable.
2. Let us consider the following control system, adapted from a delay differential svstem
presented in [102] but interpreted as a partial differential system (8 = 0,8 = 4):
{ Syt —0 Yt + 2yt + 242 —20,4° =0,

(151) 32?;‘1 & a2y2 — B0 y.'} —

This system is not controllable because the observable z = y! satisfies Gpoz — 9122 = 0.

3.2. Torsion-free D-Modules. We denote by E a vector bundle over a manifold X, by 7™
the cotangent bundle of X, by E* the dual bundle of E and by E = A" T*® E* its adjoint bundle.
The adjoint bundle E is the right generalization of the concept of tensor density in physics [113].

REMARK 3.1. This is the true reason for which, in physics, certain quantities (deformation,
electromagnetic field) are tensors whereas the dual quantities (stress, electromagnetic induction)
are tensor densities, even if a background metric is not specified.

_ DEerFINITION 3.3. If Dy : Fy — F) is a linear differential operator, its formal adjoint D, :
F, — Fj is defined by the following formal rules that are equivalent to an integration by parts:
— the adjoint of a matrix (zero order operator) is the transposed matrix,
— the adjoint of g; is —8;,
— for two linear PD operators P, @ that can be composed: m =QoP.

We can easily check that 131 = D;. It can be proved that, for any section A of Fy, we have
the relation

<ADin>—-<Di A n>=d()
expressing a difference of two n-forms (A € A"T* Q@ F}' = < A, Dy > € A"T*), where d is the

standard exterior derivative. We can directly compute the adjoint of an operator by multiplying
it by test functions on the left and integrating it by parts.

EXAMPLE 3.2. 1. Let us compute the adjoint of the operator (145). We multiply D;n
on the left by A = (A1, \2), we integrate the result by parts and we find the operator

D; : A — u defined by:

=01 + O1 A1 — Bo A + 2 = py,
(152) =022 +2A1 = pa,
200\ + O1 A2 = 3.

2. In electromagnetism, if A is the 4-potential 1-form and F the electromagnetic field 2 form,
the compatibility condition d F = 0 describes the first set of Maxwell equations while the
adjoint of F' = d A describes the second set of Maxwell equations.

As we have noticed in the introduction, it is sometimes useful to parametrize a system of
PDE by certain “potentials” considered as arbitrary functions. It leads to the following definition.

DEFINITION 3.4. We say that an operator Dy : E — Fp formally parametrizes the operator
D, : Fyp = F, if D1 n = 0 generates exactly all the compatibility conditions of Dy ¢ = 7.
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Let us describe the formal test for checking whether a D-module M is torsion-free or not
(113, 118]. If M is torsion-free, then we give a way to compute a parametrization, i.e. a way to
embed M into a free D-module (first step in Palamodov-Kashiwara'’s classification).

Torsion-free Test & Parametrization:

. Start with D;. i
. Construct its adjoint D;. i )
. Find the compatibility conditions of D;A = p and denote this operator by Dy.

4. Construct its adjoint Dy (= 230).
. Find the compatibility conditions of Dy & = 7 and call this operator Dj.

This led to two different cases:

- If Dy is exactly the compatibility conditions D] of Dy, then the system D; determines a
torsion-free D-module M and Dy is a parametrization of D;.

— Otherwise, the operator D; is among, but not exactly, the compatibility conditions of Dy
and we shall write D; < Dj. The torsion elements of M are all the new compatibility
conditions modulo the equations Dyn = 0.

PROOF. The operator Dy describes exactly the compatibility conditions of the operator D,
and we have in particular 350 oDy =0 = Dy oDy = 0. Thus, D is among the compatibility
conditions of Dy, which are described by the operator D}. Now, computing the differential rank
of the operators D} and D, we find that diff rk D] = diff rk D; (see [113] for more details). If D,
is strictly among the compatibility conditions of Dy, then any new single compatibility condition
¢’ in D] is a differential consequence of D (diff rk D} = diff rk D;), and we can find an operator
g € D such that g’ = 0 whenever Dy n = 0. Thus, any new single compatibility condition of Dy
(not in D;) determines a torsion element. If D; describes exactly the compatibility conditions of
Dy, then the D-module M determined by D, is torsion-free because M C D¢ and D€ is a free
D-module. O

We can represent the test by the following differential sequences where the numbers indicate
the different stages:

D, p
4 EBR B R
3 EE&F & B 2
EXAMPLE 3.3. Let us try to know whether the operator given by (145) is controllable or not.
We have already computed the adjoint operator (152) of (145). The operator (152) admits only

one compatibility condition of second order which defines the operator Dy : u — v:

022 3 — O12 p3 — O12 p2 + 2012 p1 — 011 p2 + 201 py — 20 pp = v.
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Taking its adjoint, we finally find the operator Dy : £ — 7 defined by:

23125-2515=7}1~ )
(153) —012 -0 &+201 € =1n°,

O & —O12€ =7
We let the reader check that the operator D; exactly generates the compatibility conditions of
Dy and thus D; determines a torsion-free D-module. Hence, we have found a parametrization
(153) of the operator (145).

We now describe how to compute the torsion elements of a D-module M determined by an

operator D;.

Computation of torsion elements:

1. Compute D] and check that D is strictly among Dj.
2. For any new single compatibility condition of the form Din = (' of Dj, compute the
compatibility conditions of the following system:

Din=0,

D] n = (' (one equation only).
3. We find that (' is a torsion element of M satisfying a(’ = 0 with 0 # a € D.
We give an example of the search of torsion elements.

EXAMPLE 3.4. Let us consider the operator D; : n — (, defined by the system (151). Its
formal adjoint D, : A — u is defined by:
—GoA1 + 01A1 — B A2 + 2A1 = g,

=02 + 2A1 = g,
201\ — 01222 = p3.

There is one compatibility condition —8; 2 + ¢3 = 0 and thus the operator Dy : p — v is given
by:

—O\p2 + p3 = v.
We find the operator Dy : £ — 7 defined by
0=n',
0€ = ??21
£=n’,
and we find the following operator D] : n — (’

(154)

Thus, the D-module determined by D; admits torsion elements which can be computed by finding
the compatibility conditions of the systems

g =(,

Gy’ — oin' —201n° + 20 + 20 =0,

12n° — Bon' — Bon* = 0,
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31??3 - "?2 = CFQT
St — ont = 201m° + 2t + 202 =0,
d1om® — Ban' — Bon® = 0,

and we find the two torsion elements satisfying

¢t =,
{ B¢t =012¢ =0,

and!
{2 =it
022 C’Z — 012 C’g =0.
EXAMPLE 3.5. When D; describes the n(n + 1)/2 components of twice the Einstein tensor
multiplied and linearized

w"? (aijQrs o+ arsQ:'j - ariﬂsj a 8szﬂ') — Wiy (wrswuva’_sﬂuv i i wruwsva”qu] =0,

where Q is a perturbation of the Minkowski metric w = diag(1,1,1,—1) produced by the gra-
vitational field, one easily checks the self-dual relation: D; = D,. It follows that Dy is the well
known covariant divergence and thus Dy is the Killing operator. As the corresponding linearized
curvature D] is generated by n?(n? —1)/12 equations and n?(n?—1)/12 > n(n+1)/2, whenever
n > 4, it follows that D; < D; strictly whenever n > 4 and therefore Einstein equations cannot
be parametrized by a potential whenever n > 4 [114].

Let us recall the concept of minimal realization for multidimensional control system [86, 104]
and let us generalize it for the variable coefficients case.

DEFINITION 3.5. Let the operator D, : Fy — F) determine a D-module M. Then, we call
a minimal realization of the system, corresponding to M, any operator Dj : Fy — F| which
determines the D-module M/t(M), i.e. M/t(M) = Dy/(D}y), as a specialization of M.

THEOREM 3.1. IfD; is the operator determining the D-module M, then a minimal realization
of the system, or of M, is the torsion-free module M' = M/t(M) determined by the operator
D) : Fy — F{ computed in step 5 of the formal torsion-free test.

EXAMPLE 3.6. A minimal realization of the control system (151) is given by the system
corresponding to the operator (154).

3.3. Projective & Free D-modules. We only give here a characterization of a projective
D-module determined by a surjective operator D, i.e. for an operator D; with no compatibility
conditions. We refer the reader to [116, 118] for the general case and for their applications
to the generalized Bezout identity [81]. The algebraic definition of a projective module is the
instrinsic formulation of the concept of zero left-coprimeness for matrices of surjective operators
with constant coefficients [104, 120]. See also [42, 102, 163, 164, 168].

THEOREM 3.2. 2 A surjective operator Dy : Fy — F, determines a projective D-module M iff
its adjoint D, is injective, i.e. iff there exists an operator P; : F1 — Fy such that Dy o Py = idp,,
where idr, is the identity operator of F.

1. Nous avons la relation ¢'? = 1 (82" — 8:¢"* +2("") entre les deux éléments de torsion (' et g
2. Ce théoréme est la version opérateur différentiel de la proposition 2.8 du chapitre 3.
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PROOF. If the operator D, is injective, then differential algebraic consequences of the equa-
tions Dy A = 0 are A = 0. Hence, we have DiA = u = A = P p and thus P, 0 D) = dg, =
D, o P, = idp,. The operator P; : F; — Fj is a right-inverse of D; and we have the following

splitting ezact sequence [135]
0 M« D™ & Dley,
2,

that is to say, D™ = M@ D' and D; determines a projective D-module. Conversely, the preceding
sequence splits and there exists a right inverse of D;. O

Finally, we have the following theorem.

THEOREM 3.3. An operator D, determines a free D-module if there ezists an injective para-
metrization Dy, i.e. if there exists a left-inverse Py of the operator Dy.

PRroOOF. If D has an injective parametrization Dy, then Dy has a left-inverse Py and we have
the following exact diagram:

0
1

0— M « D™ & p
1 I

0+ D+ & pm 2 pi
1 B
0

where the two horizontal sequences are exact and thus we have M = D"-!, which means that M
is a free D-module. O

EXAMPLE 3.7. Let us consider the following operator Ds : { — =, defined by:
(155) 8¢t -220, ¢+ =
Its formal adjoint Ds : k — A is given by

220 K+ K = A,
_32K=A21

and we easily see that D, is an injective operator as we have

(156) k= —220 A\ — (22)%0, A2 — 22X2 + .

Thus, the operator D, generates a projective D-module, and taking the adjoint of (156), we
obtain a right-inverse Ps : m — ( of Da:

{ 287 + 21 = (1,

(z?)26) 7 — 2w = (2.
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We let the reader check that Dy 0P, = idf,. We obtain the operator D; : A = u, by substituting
(156) in D3, and we find:

{ (22)2012 M1 + (22)3011 A2 + 2(2%)%01 Mg — 2201 Ay + 220 Ay + 22X = pa,

(157) 2B Ay (2205 2220y Do 128 N = 1hs.

Dualizing D;, we obtain a parametrization D; :  —  of Dy:

22 B n? + (¢%)2 2’ + 28, ° + 322y ' — 22 B! — ' = (1,

(2%)? O + (z2)* Oun' — 220y n® = 2(z%)* Oy’ + 220! —n® = (2.
We see that we can parametrize the operator Dy by a non trivial parametrization with two arbi-
trary functions n' and n?. We start anew with the operator D; and we try again to parametrize
the operator Dy, i.e. to check whether it determines a controllable system. We take the adjoint
of D; defined by (157) and we find only one compatibility condition between p; and puo:

(158)

220 gy — (2%)%0) p2 — 2%u2 — py = 0.
We obtain the operator Dy : p — v defined by

220y i1 — (2%)%0y pg — T p2 — p1 = v,
and dualizing it, we find the operator Dy : £ — 7:

{ -z 3¢ -2¢ =17,

(z?)? 0 £ -z E =77
The operator Dy is an injective operator, as we have
¢=dn* +2*810' —n',
and D; determines a free D-module, with £ for basis. Hence, the operator D, admits a parame-
trization D; which itself admits a parametrization Dy, i.e the D-module determined by D» can

be embedded into an exact sequence of two free D-modules and it is therefore reflexive. We have
the following formally exact sequence:

0—)E&}F1&)F2&>F3—?0.

Let us give a useful corollary of theorem 3.2, which leads to the generalized Bezout iden-
tity [81] for OD control systems. See [118] for the existence and effective computations of the
generalized Bezout identity for linear multidimensional control systems.

COROLLARY 3.1. A surjective OD operator D, defines a controllable system iff its adjoint is
injective, t.e. iff it exists a right-inverse Py of D;. If D, is an operator defining a controllable
system, we can find an injective parametrization Dy which-s the controller form of D;.

PROOF. A D-module M, determined by an OD operator, is torsion-free iff it is a projective
D-module (see theorem 2.1). Thus, applying theorem 3.2, M is a free D-module iff the operator
D, is injective, i.e. D; admits a left-inverse P;. By duality, D; is controllable iff D; has a
right-inverse P;. Moreover, in this case, M is free and by theorem 3.3, there exists an injective
parametrization Dy of D;. This is the generalization of the controller [81] for non-surjective
time-varying OD control systems [118]. O
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EXAMPLE 3.8. Let us test the controllability of the OD control system (150). The operator
D, defined by (150) is surjective and its formal adjoint is given by:
—):\1 = A2 =y,
—A2 — A1 = pa,
—A1+aX =3

Let us investigate the injectivity of Di. Differentiating the zero order equation and substituting
it in the others, we find the new zero order equation:

(1=a)(l1+a)r2 = jfi3 — p1 + @pup — a p3.

We can easily verify that D, is injective and thus D; is controllable iff (1 — @)(1 + @) # 0 that
is & # 1 and a # —1. Finally, we obtain the following tree of integrability conditions:

l1-a)(l+a)=0 l1-a)(l+a)#0
not controllable controllable

See [117] for more general trees of integrability conditions for multidimensional control systems.
Let us show the link between torsion elements and first integrals of motion. If & = 1, the operator
D; is not injective and the solution of D; A = 0 is, after one integration,

M (t) = Ao(t) = €A1 (0).

Moreover, we have < A, Dyn >=< DiA,n > +%(z\1nl + Aon?) and if we take (n, ) satisfying
Din = 0 and D1\ = 0, we obtain %(Aml + A2n?) = 0 and thus we obtain a first integral of
motion:

{ Z(t) = e (0)(n' (2) + *(2)),
Z(t) = 0.

We let the reader do the same for @ = —1.

We have the following theorem for local solutions of sufficiently regular analytic ordinary
differential operators.

THEOREM 3.4. If D; is a surjective operator defining a non controllable system, then the
following numbers are equal:

1. The number of solutions of Dy that are linearly independent over the constants k of K.
2. The number of torsion elements which are linearly independent over K.
3. The number of first integrals that are linearly independent over k.

COROLLARY 3.2. In the case of Kalman type systems like (150), the preceding number is

equal to the dimension over K of the jet space of order zero of the corresponding adjoint system
DA =0.
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PROOF. If we multiply —9+ Ay + Bu = 0 on the left by a row vector of test functions A and
integrate by parts, we find the kernel of D;:

A+AA=0,
AB =0,

a result directly leading to the controllability matrix. If now A, B are depending on time ¢, we get
AMB=0=AB+AB=0=\AB—-B)=0= \A’B—-AB - 2AB+B) =0... The concept of a
controllability matrix still holds and its rank over K provides the number of equations of order
zero that are linearly independent over K as we just need to use the fact that A = —AA. a

= AMB=0= 2B =0,...

Hence, we would like to point out the importance of torsion elements compared to first
integrals in view of the following two comments:
1. The search for torsion elements is purely algebraic while the search for first integrals is
purely analytic (integration needed).
2. The concept of torsion elements can be extended to the PD case as the concept of first
integrals is only restricted to the OD case.

REMARK 3.2. In the nonlinear framework, a similar comment is still valid but is out of the
scope of this paper devoted to linear systems. Shortly, we study here the case of an affine OD
system § = a(y)+>_;_, bi(y)u;. It havs already been indicated in [113] that the number r of func-
tionally independent constra.med observables, that is, observables satisfying at least one OD equa-
tion, is equal to the corank of the strong controllability matrix generated by by, [b;, b;], [a, bi]...,

because each observable must be killed by this distribution. If we denote by zi,...,2, such a
functionally independent set, we notice that the derivatives z,...,2, are still constrained ob-
servables and we have, according to the impiicit function theorem % = ¢i(z1,..., 2r). Hence, if
Z = f(t,2,..., 2r) is a first integral, we have Z = m +Z, 1 3z qb, 21,...,2r) = 0. Hence, we find
by integration (as in the linear case indeed), exactly r functlonally independent first integrals
Z1, ..., Zy killed by the vector field gf +3in qb,‘(z)g%. Once more, we notice that z; = g;(y) only
depend on y while Z; = h;(t,y) explicitly depend on ¢ in general. Of course, we notice that first
integrals are trivially constrained observables. See [115] for more details.

REMARK 3.3. The interest of the previous test is that it may work even if the system is not
in Kalman form and with variable coefficients.

EXAMPLE 3.9. (See also [117]). Let us consider the second order SISO control system
i+ a(t) g+ a(t)y +ii —u=0.
The kernel of the adjoint system is defined by:

i-a=0,
X —a(t)h =0,

A=A=0,
a(t) A=A =0.

1. If @ = 0 then A = 0 and the system is controllable.

or equivalently
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2. If @ # 0 then differentiating again and substituting, we get (& +a? — 1) A = 0 and the
system is again controllable if and only if & +a® —1 # 0.
Such an example proves that controllability is not always a generic property of a system in the
sense that a system may be controllable even for non-generic values of the coefficients (here
a=0).

4. Localization

It is useful to have the possibility, in the D-module framework, to invert certain elements
of the ring D. This can be done by localization of the D-module. We show how the localization
procedure formally extends the Laplace transform to time-varying ordinary OD systems or to PD
systems with variable coefficients and we give effective way to compute localization in D-modules.

4.1. Definition-Properties. Let us recall some results about the localization in the general
framework of D-modules. See [85] for more details.

DEFINITION 4.1. Let S be a multiplicative subset of D, i.e. a subset of D satisfying the
following properties:

1. 1€,

2. Vs, teS=>st€S

3. Vae D,s€ §=3be D,t € S such that ta = bs.
Let M be a D-module, then we define the S~!D-module S~'M as the quotient of the sets
(s,z) € S x M by the equivalence relation defined by:

(s1,21) ~ (82,72) < s}, sh, € S such that
881 = shsp and sjz; = shza.
We denote by s~ !z the equivalence class of the pair (s,z) and such a procedure is called “left
localization”. We have S™1M = S~'D ®p M.

In particular, if we take S = D\ 0, we obtain S~'D = Q(D) the left field of fraction of D
and we have the following exact sequence

0 — t(M) — M 5 S~IM = Q(D) ®p M,

where t(M) is the torsion D-submodule of M. So, if the D-module M is a torsion-free D-
module, then the homomorphism ig is injective and M is embedded into the Q(D)-vector space
Q(D)®p M. The torsion elements vanish in Q(D) ® p M, a fact which is similar, in the constant
coefficients case, to the cancellation in a transfer function. The following theorem extends the
passage from left-coprime to right-coprime used in classical control theory, i.e. for D = k[s].

THEOREM 4.1. If S = D\ 0 then we have:
FiD=Dg\

Let us give an effective proof of this theorem, which makes clear the link between localiza-
tion techniques and the use of duality through the formal test for checking whether a module is
torsion-free or not.




4. LOCALIZATION

PROOF. Let @ € S and b € D, we have to show that 3p € D, ¢ € S such that a='b=pg~!.
If b = 0, then the result is obvious. Let us suppose that b # 0. We denote by D; : n — ( the
operator defined by:
ant —bn? =(.
The adjoint D; : A — p is defined by:
aA=p,
{ b= 1o.

Now, using the fact that D is a left Ore algebra, we can find one compatibility condition f){) :
i — v defined by

pPpr—qp2 =V,
with ¢ # 0 and thus p # 0. Dualizing, we obtain the operator Dy : { — 1 given by :

{ pé =1,
g€ =7
Hence, £ = ¢-'n? = n' = pg~!n?. Finally, the kernel of the operator D; is defined by an' —
b’ =0, a#0=n' =a"'bn? and thus a~' b = pg~!, which concludes the proof. O
We have the following corollary.
COROLLARY 4.1. D is a right Ore algebra, i.e., ¥ (a,b) € D?,3(p,q) € (D\0)? such that
ap = bg.

If we start with an operator with constant coefficients, which determines a torsion-free D =
k[dy, ..., d,]-module, then we easily obtain a parametrization by means of localizations, using the
relation:

07109; = 9; 071
EXAMPLE 4.1. Let us find a parametrization of the divergence operator in R3, defined by
ain' +8m* + dsn’® = ¢,
by means of localizations. We have n® = —9;'(0in!) — 851 (8n?) = n* = —-a(87'n!) -

32(33_11?2). Finally, if we set
& =95yl
=05
we have the following parametrization of the divergence operator:
838! =7,
(159) €% = 1P,
-0 fl = 6252 = 7?3-
We notice that we do not find the “usual” parametrization of the divergence operator by the
curl. In fact, this new parametrization (159) cannot be parametrized in its turn whereas the
curl is parametrized by the gradient, a fact showing that the D-module determined by the
divergence operator is reflexive. We shall see it is a general fact that the parametrizations found
by localization are “simpler” than those obtained using the formal test, but they are “worse” in
the sense of Palamodov-Kashiwara’s classification of differential modules (149).
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The situation of operators with variable coefficients is more complicated. But, the proof of
theorem 4.1 shows how to use the formal duality and formal integrability to find a parametrization
of an operator, when it determines a torsion-free D-module.

EXAMPLE 4.2. Let us reconsider system (155). We can solve it with respect to ¢*:
¢2 =851 (228, — 1)¢.
We denote a = & and b = 22 §; — 1 and we search two elements p and g € D such that ap = bg.

This is equivalent to search p,¢ € D such that pa = ¢b, i.e. to find one compatibility condition
of the following operator:

_aQKZ’\].r
—z%01 Kk — K = Ao

This operator is injective as we have kK = 20 Xg — (22)%0, A\ — z2)\; — X2 and we find two
different compatibility conditions of this operator: the first is defined by

02 A2 + T?012 A1 + 201 A + B M =0,
whereas the second is given by:
—12812 A2 + (I2)2311 AL+ 2I261 M+ A=A+ A =0.

In the first case, we have p = 228;2 + 20, + 02 and § = 89, which give p = 28,3 — 8; — &» and
q = Oo9. Finally, we have
By(z*01a — Oy — &) = (&0 — 1)Baa,
and thus:
¢2 = 851 (220 — 1)¢! = (22012 — &1 — B2)05,1 ¢
Setting n = 85, ¢!, we obtain the parametrization:
822 1= CI'}
160 %

(160) {:r2312n—6‘1n—dw=§2-
Similarly, with the second compatibility condition, we shall obtain the parametrization:

z202m +201m — o = (',

(2%)2011n — 22201 n+n = (2
We are in the same situation as in example 4.1: we have obtained two different parametrizations
of (145) which are simpler than (158), in the sense that they only depend on one arbitrary
function 7 whereas (158) depends on two arbitrary functions. But these parametrizations cannot

be parametrized in their turn by an operator whereas (158) is parametrized by an injective
operator.

(161)

Let us explain why the localization technique gives a parametrization simpler than the one
of the formal test: the number of arbitrary functions in Dy is equal to the number of equations
of its adjoint Dy and when we compute parametrization, by means of localizations, we do not
need to compute all the compatibility conditions of D; but just a differential transcendence basis
[87, 132]. The surprising fact is that, if we only take a differential transcendence basis 1'55 of
Dy, it still gives a parametrization of D;. This result is explained by the non trivial following
theorem.
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THEOREM 4.2. Let D, : Fy — F) be an operator determining a torsion-free D-module and let
Dy : E — Fy be a parametrization of Dy with a kernel having a non zero differential transcendence
degree. Then, there erists a parametrization Dy : E' — Fy of Dy with a kernel having zero
differential transcendence degree. We call such a parametrization Dy a minimal parametrization

of D1 and a way to obtain D) is to take a differential transcendence basis D}y of Do.

Proor. If we denote by '13{] a differential transcendence basis of Dy, we have the following
sequence (not formally exact in general):

G B B
0 i— B 2 8 B

Introducing the differential ranks of operators (see [113] for more details), we have:
diff rk(D})) = dim(Fp) — diff rk(D,) = dim E'.
Recalling that diff rk(Dy) = diff rk(Dp), we obtain:
diff rk(Dp) = dim(Fy) — diff rk(D;) = diff rk(Dy).

The D-module M determined by D; is a torsion-free module and thus M can be seen as the D-
module determined by im(Dy). If we denote by M’ the D-module determined by im(Dj), i.e. the
D-module determined by the operator generating the compatibility conditions of the operator
Dy, then we have:

im(Dp) C im(Dy),

which leads to the following specialization:
M3 Mo

The differential rank of M is equal to the one of M’ and thus the kernel of ¢ is a torsion
submodule of M, which implies that ker(¢) = 0 because M is a torsion-free D-module. Hence,
we have: M' = M. O

Let us notice that, for once, the proof of this theorem in the framework of D-modules is easier
than the one in the framework of differential operators, which has been added in the appendix.

5. Conclusion

We hope to have convinced the reader that the localization technique is a tool which, at
the same time, is coherent with the transfer matrix approach in the case of ordinary control
systems with constant coefficients and can be extended to the variable coefficients or to the
partial differential case along a procedure which constitutes the core of commutative algebra.
The only difficulty met is to adapt such a procedure to the non-commutative case in order to use
the Ore property of the ring of differential operators. In this framework, we hope to have proved
that the corresponding duality technique, based on a systematic use of the adjoint operator, will
play a major constructive and effective role in the study of control theory for partial differential
operators and n-dimensional systems.
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6. Appendix

Let us give a proof of theorem 4.2 using differential operators: if the kernel of the parame-
trization Dy of D; has a zero differential transcendence degree, then Dy = Dy. Let us suppose
that the kernel of Dy has a non zero differential transcendance degree [87, 132]. Let us select a
maximal set of differentially independent compatibility conditions among Dy (the image of this
new operator ?5{) must produce a differential transcendence basis of the kernel of 15_1). We have
the commutative diagram

where by construction, the transcendence degree of the space of solutions 2 is zero (the cor-
responding differential module is a torsion module). We notice that the lower row may not be
formally exact at Fp. Taking the adjoint of all these operators, we get the commutative diagram:

0

!
0 B 2R Dy
{ e I
E, 23 B 2y R
Il 1 $

E, — E'" — 0.

S l
0 0

An easy chase proves that the full diagram is formally exact and then the upper row is formally
exact at Fyy as desired, that is, Dy is a parametrization of D; such that its kernel has a zero
differential transcendence degree.

7. Compléments
7.1. Autre preuve. Donnons une formulation en terme de module du théoréme 4.2.

THEOREME 7.1. Soit M un A-module a gauche sans-torsion, défini par la présentation finie

R : _ .R R_
A -5 AP — M — 0. Supposons que nous ayons une suite ezacte suivante A9 —— AP —3
Al — M; — 0 ou M, n’est pas un module de torsion, alors il existe une matrice R' | telle que

. 2 R R_ '
nous avons la suite ezacte suivante A9 —— AP — A" — M} — 0 avec M| un A-module de
torsion.
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PREUVE. Considérons le début de résolution libre du A-module a droite N

Oe—Ne— A& p 2 Al Lo,

ot L # 0. De la suite exacte 0 — L — A' — im R_;. — 0, nous obtenons rk4(imR_,) =
[ —rk4(L) et donc, on peut extraire une (I —rk4(L)) x p sous-matrice R’ ; de R_;, composée de
lignes A-linéairement indépendantes. Appelons I’ = | — rk4(L), nous avons alors le diagramme
commutatif suivant

0 0
T T
0+— N; +— AP
1 I
0+— N «— Ar

T
0

et, par le lemme du serpent, nous obtenons la suite exacte suivante:
0—L—rA"" — Nl — Ny —> 0.

Nous obtenons alors rk4(N;) —rka(Nj) =1’ =l +r1ka(L) = 0 et donc rk4(N;) = rka(N7). Nous
avons alors la suite exacte 0 — L —» N{ — N; — 0, ou L un A-module de torsion. Par
application de hom4(-, A) a la suite exacte précédente, nous obtenons Ni* = N}. En dualisant
le diagramme précédent, nous obtenons le diagramme commutatif exact suivant

0 0

I 1
0 0 A AT 40
1 1 \J !

0— Nf — AP A — M —0
. 4 ]

0— Ny — A° iﬁ A — M]; —0
{ 1 { {
0 0 0 0

U

donc, N{ = ker.R_; = im.R, car M étant un A-module sans-torsion, nous avons extfq (N,A) =0
ol N est le A-module a droite engendré par (R.). De plus, Ni* = ker .R} et donc, le défaut d’ho-

R ’
mologie en AP de la suite A? Ry 4P 2 AV est H(A?) =ker.R' ;/im.R =ker.R" |/ ker.R_; =
N*/N} = 0, donc la suite est exacte en AP, ce qui prouve le théoréme si 'on remarque que
i* =0 et donc M, est un A-module de torsion. O
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REMARQUE 7.1. La preuve du théoréme 4.2 donnée ci-dessus est liée a celle du paragraphe 4
par le diagramme commutatif exact suivant

0 0
L !

— Nf — N — NpP/Nf —0
| 4

— AP — AP — 0

! !

U—)ker¢—>M—¢+M'—>

{ \J
0 0

d’ou I'on obtient, en utilisant le lemme du serpent :
ker ¢ = N1*/N7y.

7.2. Exemples. Nous donnons quelques exemples supplémentaires de techniques dévelop-
pées dans ce chapitre ou dans le précédent.

EXEMPLE 7.1. Nous donnons un exemple d'un calcul de paramétrisation dans le cas d’un
systéme de la forme de Kalman. Cette paramétrisation est alors une forme contréleur du systéme
et la base est 1’état partiel.

Considérons le systéme, pris dans le livre [27], défini par:

(162) ; it

On lui associe 'opérateur différentiel D; : n — (, defini par:

_"1P”2+”22C;’ 2
-+ 0+ 4+ =%,
163
( ) _27}3_7?4_??5:C31
—??2—??3+2??5=C4-

Son adjoint formel D; : A — p est alors déterminé par

—{\1—/\1‘)\2=#17
—A2+ A2 — Ag = pg,

—A3— AL+ A2 — 273 — Ay = pg,
—A4 — A3 = pa,

A1+ A2 = A3 + 2 Mg = ps,
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et I'on vérifie que D; est injectif et donc que le systéme 162 est controlable. De plus, nous avons:
A= —Mgs) - “(12) = #(22) + H(32) = 2#{?} —H?) — fiy + 3 — 214 + 3 15 + 3 1 + S p2
—3 u3 + 5 pg + ps,
Ay = —fi5 — p1 — p2 + p3 — 2 pa,
A= —ul) — iy — fig + fis — 2jia + fis + i + 2 iz — fi3 + 2 fa — pia,
Ay = 5+u1+;u2—;13+2#4—;15*u1—2.u2+;u3—2#4-

Il n’est pas si simple de vérifier qu'il n’existe qu'une condition de compatibilité d’ordre quatre,
défini par 'opérateur 'operateur Dy : u — v suivant :

(

3
Ns)‘hu()

+ 08 = u$ + 20 + 20 4 2in + fip — 2 + 4ia — 2is — 201 — 5 fiz + 2 s

—3pq—3pi5s =3 —4po+2p3 —3pg— ps =v.
En dualisant Dy, nous obtenons 'opérateur Dy : £ — 7

—£® +26+2¢-36 =17,
—€£®) + £+ 5646 = n,
£G) —2£ —2£+2¢ =1,
—25@>+4£-+35—35 n',
€W —260) 28 +3¢ ¢ =1’.

Nous laissons le lecteur vérifier par lui méme que D; engendre toutes les conditions de com-
patiblités de Do Donec, D; est paramétrisable par I’'opérateur injectif Dy, d’mverse é. gauche
Pon = —(n' +n3) = £. Le systéme est donc un R[dt] -module libre, de base y = z! + z°, avec la
paramétrisation suivante:

y® -2 -2§+3y =2,

y® —j—5§+dy =2,

-y +2§+29 -2y =2,
2y — 4§ -39+ 3y =1z,
—y® +2¢yB3) 425 -39+y=u.

Si y = z! + 23 est la sortie du systéme de Kalman (162), alors on peut suivre en boucle ouverte

une trajectoire suffisamment réguliére donnée yo(t), en imposant comme entrée ug(t) = —y((;l) (t)+

2y(3)( t) + 24o(t) — 390(t) + yo(t). Cette idée est a la base des sorties plates développées dans
[42] pour les systémes non linéaires.

Les calculs de cet exemple ont été effectué a 'aide d’un programme développé dans [123] qui
utilise les techniques effectives de 1’algébre différentielle [87, 132].

Nous reprenons ’exemple 3.4 en utilisant le calcul du tor{! (K, M).

EXEMPLE 7.2. Nous avons calculé, a I’exemple 3.4, la partie de torsion du Systeme (151) a
I’aide du calcul ext) (N, A). Nous avons montré au chapitre précédent que t(M) >~ exth (N, A) =
tor{!(K/A, M), ou K = Q(A). Regardons ce qui se passe si 'on utilise tor{ (K /A, M) a la place
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de ext!, (N, A). Nous avons le diagramme commutatif exact suivant

0 0
\) XS

0— D2 By D3 —50

1) \)
0—  K? et RS —a0
iR o }a” 4
idg,p®p.R
0— L—s (K/D)? 253" (k/D)® — (K/D)®pM —0,
\ 4 J:
0 0 0
do —dy +2 2 —2d,
—dg —do d;dz
éléments de torsion z; = y! et zp = dyy® —y? satisfaisant Gy 21 — 1221 = 0 et Gog 20— B2 20 = 0.
En fait, une base des éléments de torsion de M est définie par z;, car nous avons la relation
Zy = %(82 z1 — 01 21 + 221). Une chasse au diagramme montre que (k; ko) € L C (K/D)? doit
satisfaire

avec R = (

). Nous avons alors t(M) = L. Dans M, nous avons les

do—di+2 2 —2d;
ki k =(1 0 0),
(ks 2}( —dy —dy dydy ) ( )

car m((1 0 0)) = z;. Nous obtenons (k; k2) = (1/(d2 — d1) 2/(d22 — di2)). En raisonnant de
méme avec 29, nous savons qu’il existe une solution [ = (I; lp) € (K/j_'))2 au systéme

dy—di+2 2 =24\ _ _
(L 1) ( —di I ) = (0 1 d,),

car 7((0 —1 dy)) = 2. Nous obtenons (I lz) = (1/(d2 — d1) (d2 — dy + 2)/(d3 — di d2)).
Réciproquement, on montre facilement que d(k) = 23 et §(I) = 22, ou d est le morphisme
connectant L a M.

Nous donnons un exemple instructif de calcul de paramétrisation d'un systéme controlable
multidimensionnel, a ’aide de la localisation.

EXEMPLE 7.3. Considérons I’exemple de la condition de compatibilité des déformations €;;
en élasticité de dimension 2. Cette condition de compatibilité est définie par

(164) 011 €22 — 2012 €12 + B2 €11 = 0.

De I’équation (164), on peut tirer 02 €12 = %(311 €22 + Ooo €11), d’ou par localisation, nous avons
€3 = %61_182_1(811 €22 + Oo9 €11). Nous obtenons finalement,

1
€12 = 5(31 32_1 €29 + 3231_1 €11)-

En posant ! = 61_1 enet&? = 62*1 €22, nous retrouvons alors la paramétrisation des déformations
€;; par les déplacements (£',£2) en grandes déformations:

3151 = €11,
3016 + 2 2) = €,
R E? = €.
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Mais, nous aurions pu nous y prendre tout autrement: on a aussi 0y €22 = 2012 €12 — Fap €1 et
par localisation, on obtient €z = 31_2(2 012 €10 — 022 €11) = — 099 61_2 €11 +20; 8]'1512. En posant
€1 = 972 € et €2 = 0% €1, nous obtenons alors:

3115‘l = €11,
011 &% = ez,
2019 €% — O €' = €.

On vérifie facilement que nous avons obtenu une autre paramétrisation du systéme (164). Si I'on
tire 099 €17 en fonction des autres variables dépendantes, on obtient finalement la paramétrisation
suivante:

B2 &' = enn,

Bp2 €% = €1,

2012 &% — 01 &' = en.
Ainsi, nous avons obtenu trois paramétrisations distinctes de (164). Cependant, il faut remarquer
que les deux derniéres, obtenues par localisation, sont d’ordres supérieurs a la premiére, que nous
avons obtenue aussi par localisation mais qui est la méme que celle donnée par le test du ext. En
conclusion, il faut garder & I’esprit que les paramétrisations obtenues a 1’aide de la localisation sont
minimales au sens qu’elles utilisent un nombre minimal de fonctions arbitraires de n-variables.
Dans les cas ou les nombres de fonctions arbitraires de n-variables dans les paramétrisations
obtenues par le test du ext et par la localisation sont égaux, alors les ordres des secondes peuvent
étre plus élevés que ceux des premieéres.
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CHAPITRE 7

Problémes d’élimination

Ce chapitre est composé du papier intitulé “Formal Elimination of Multidimensional Control
Systems”, écrit avec J.F. Pommaret et soumis a Journal Mathematics of Control, Signals, and
Systems.

Le chapitre précédent a montré comment les propriétés des modules différentiels étaient liées
a celles des systémes EDP correspondants. En particulier, nous avons montré I'importance de
l'intégrabilité formelle dans 1'étude des propriétés intrinséques des systémes. Le but de ce chapitre
est de préciser ces résultats dans le cas des systémes a coefficients variables ou indéterminés en
introduisant des “arbres” de conditions d’intégrabilités qui servent a ramener ’étude générale a
celle d’'un nombre fini de cas particuliers.

FORMAL ELIMINATION OF MULTIDIMENSIONAL CONTROL SYSTEMS

Abstract Following Douglas’ ideas on the inverse problem of the calculus of variations, the
purpose of this article is to show that we can use the formal integrability theory to develop
a theory of elimination for systems of partial differential equations and to apply it to control
theory. In particular, we consider linear systems of partial differential equations with variable
coefficients and we show that we can organize the integrability conditions on the coefficients
to build an “intrinsic tree”. Trees of integrability conditions naturally appear when we test the
controllability, observability, invertibility, ... of linear control systems with some variable or unk-
nown coefficients, or for linearized nonlinear systems. Many explicit examples will illustrate the
main results.

Keywords: Elimination, control systems with variable coefficients, linearized control sys-
tems, controllability, observability, invertibility, formal integrability, D-module.

1. Introduction

Expansion into power series of analytic or formal solutions of a system of partial differential
equations (PDE) has early been a powerful tool in mathematics, physics and engineering sciences.
In particular, the wish to have a theory which computes the dimension of the space of the analytic
solutions of a system of PDE, without integrating it explicitly, is not new, as Einstein explained it
in 1953 in [35] “... we need a method which gives a measure of the strength of an equation system.
We do as follows: we expand the field variables in the neighborhood of a point P, into Taylor
series (which presupposes the analytic character of the field), the coefficients of these series,
which are simply the derivatives of the field variables at the point P, fall into sets according
to the degree of differentiation. In every such degree there appears, for the first time, a set of
coefficients which would be free for arbitary choice if it were not that the field must satisfy a
system of differential equations. Through this system of differential equations (and its derivatives
with respect to the coordinates) the number of coefficients is restricted, so that in each degree
a smaller number of coefficients is left free for arbitrary choice. The set of numbers of “free”
coefficients for all degrees of differentiation is then directly a measure of the “weakness” of the
system of equations, and through this, indirectly, also of its “strength”.”
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This notion of “strength” or of “degree of generality” of a system of PDE was introduced by
Ch. Riquier [130, 131] and M. Janet [74, 76] in the years 1910 - 1930. They developped effective
algorithms in order to compute it without integrating the system explicitly. Their works have
inspired J.F. Ritt while he was creating differential algebra (see the last two chapters of [132]
for an exposition of Riquier and Janet works). More recently and indepently of these precursors,
the formal integrability theory has been developped in a intrinsic way by D.C. Spencer, using
fibered manifolds, jet theory, 6-cohomology, diagram chasing, ... [116, 144]. In the beginning of
the eighties, the formal integrability theory of PDE with Lie pseudogroups methods has given
new insight on mathematical physics (see [116] for more details).

In this paper, we are interested in elimination problems. We consider a system of PDE
with two sets of variables and our interest is to know under what conditions on the first set of
variables the system admits a solution. The solution of this problem was found by Seidenberg
in 1956 using differential algebra approach [137] . The purpose of this article is to show that
we can use the formal integrability theory to compute the resultants of a system of PDE. This
approach seems to be more intrinsic and permits to have a new point of view on the resultants.
In particular, following the Spencer-Goldschmidt criterion, only three kinds of inequalities may
appear in the resultants: the first ones appear for rank conditions (fibered manifold), the second
for the surjectivity of the restricted prolongations, and the third ones when testing a more
technical property, that is, the 2-acyclicity of the symbol of the system. In case of linear system
of PDE with variable coefficients, these inequalities on the coefficients can be arranged in order
to build an “intrinsic tree”. Each final leaf represents a formal solution of the system with its
degree of generality. Hence, we can study the variation of the degree of generality of the formal
solutions of a linear system of PDE with variable coefficients. Surprisingly, such a point of view
has first been adopted by J. Douglas (1941) in his study of the inverse problem of the calculus
of variations [31], using the ideas of M. Janet [74].

Recently, the theory of differential modules (D-module) has given a new insight for studying
the structural properties of control systems. See for example [9, 49, 86, 104, 102, 116, 111,
114, 117, 118, 160, 168]. Most of the intrinsic properties such as controllability, observability
and invertibility of control systems have been reformulated in terms of an algebraic nature of
a differential module (as torsion, torsion-free, projective, free D-module, ...). Formal tests have
been developped in [104, 116, 111, 114, 118, 160, 168| to know whether a finitely generated
differential module is respectively a torsion, torsion-free, projective and free D-module. Thus,
if we consider control systems with variable coefficients or linearized nonlinear ones, certain
trees of integrability conditions will naturally appear when testing these properties. Elimination
problems in control theory have been introduced by S. Diop in [32, 33], using effective methods
of differential algebra. These methods are in general more effective than those of the formal
integrability theory, but less intrinsic (dependence of coordinate system through the ranking,
choice of differential polynomials in characteristic set [87, 132]) (see [115]). Roughly speaking,
we can say that the effective character always competes with the intrinsic one.

2. Formal Integrability Theory

2.1. Introduction. We now introduce the main ideas of the formal integrability theory,
before exposing them, using more technical tools.
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Roughly speaking, if we want to compute the “degree of generality” of a formal solution of a
system of PDE, we have to know the number of “arbitrary” (“free”, “parametric”, ... depending
on the author) derivatives for each order.

Let us consider a system of PDE &7 (z, d,y*(z)) = 0 of order ¢, where 7 = 1,...,l, k=1,....m
and pu = (g1, ..., fbn) is a multi-index with length |u| = p; + ... + pn. We substitute the derivative
of the unknowns %* by jet coordinates with the same indice (8#3;“'(3;) — yﬁ)), that is to say, we
regard any derivative of the y* as new unknowns. We shall say that a jet coordinate with an
indice of length lower or equal to g is at the order ¢, and at the order strictly ¢ if the length of
its indice is equal to gq. Thus, ®7(z, '“yk(:.s)} = () is transformed into a pure equation relating
the jet coordinates: (I)T(.'c,yﬁ) = (. Let us suppose that these equations define a fibered manifold
R, (no relation among the = only) in the space of jet coordinates of order g. Using the implicit
function theorem, we can locally determine some jet coordinates in function of dim R, (the fibre
dimension) other jet coordinates (we try to write the greatest number of jet coordinates of order
strictly equal to ¢ in function of jet coordinates of lower order). We call the first ones “principal”
jet coordinates and the second ones “parametric” jet coordinates. Thus, we have made a partition
on the jet of order ¢ into two sets, principal and parametric, where the first one can be expressed
in terms of the second one.

Now, we remark that if we differentiate once the equations of ®7(z,d,y*(z)) = 0, with
respect to each z* (prolongation p;), and substitute again the derivatives by the jet coordinates,
we obtain:

) , 097 %™
(165) G =—+ Y —@;yﬁﬂi =0,

ozt
T lui<e Y
where ¢ = 1,...,n. Thus, the terms of order ¢+ 1 appear linearly with coefficients defined on R,
that is with jets satisfying ®7(z, yﬁ) = 0 (something well-known in differential algebra). This
simple remark will allow us to use linear algebra. Let us define Rq41 = p1(Rg) by

4o = 0,
(166) { 0 + & = o

i=1,..,n, 7=1,...,1. Now, let us call M, the vector space defined by

0o” .
(167) ) FElL =0 i=1nr=1..1
=g “H

in the jet coordinates of order strictly equal to ¢ + 1. There are q-Tl q!"'n"_!l 7 Jet coordinates of
order strictly equal to ¢ + 1 and if we denote by o1(®) the left member of (167), then we have
dim My4y = Zﬁ%ﬁ —rk 01 (®) parametric jet coordinates at the order stricly ¢ + 1. Indeed,
we can find in (167), rk o1 (®) lineary independent equations and by linear algebra in the upper
part of (166) and substitution of the principal jet coordinates of order g by the parametric ones,
we obtain rk o (®) principal jet coordinates of order strictly g + 1, which can be expressed with
dim My, parametric jet coordinates of order strictly ¢ + 1 and with dim R, ones of order g.
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Now, the trouble begins if rk o1(®) < I x n: we have certain equations of (167) which are
linear combinations of rk o1 (®) others. By eliminating the jets of order ¢+ 1 in the corresponding
equations of (166), we obtain equations of order ¢. Only two different cases may happen:

— Substituting the principal jet of order g in these new equations, we are led to 0, then we

have no new equations relating the parametric jet coordinates up to the order g. Thus, we
have determined for the moment the number of parametric jet coordinates of strict order
q + 1. If we put a second member 27 in the equations ®” = 0 and begin again the same
operations, we obtain: AF(z,yk)d;z” + B} (z,y)z" = 0,|u| < g. We notice that it leads
to compatibility conditions in the linear case.
Substituting the principal jet of order ¢ in these new equations, we are led to some non
identically zero equations ¥?(z, yﬁ) =0, |u| < g, relating the parametric jet coordinates
up to order g. This contradicts the fact that they are parametric jet coordinates. Then, we
have to add these new equations to the system ®” = 0 and start anew with the following
system.:

(168) R { 27(z,y) = 0,

0e(z,yp) = 0.

We have just shown how to compute the number of parametric jet coordinates of order q + 1.
Similary, it can be done for each order. We have seen that the feedback of informations on the
lower order derivatives (new equations W“(z,yﬁ) = 0) modifies the calculus of the number of
parametric jet coordinates and thus the calculus of the dimension of the space of solutions (the
parametric jet coordinates determine the initial conditions that we have to give to compute the
power series of the solutions). Hence, certain systems of PDE seem to be “nicer” than some
others, that is, those in which no feedback of informations on the lower order derivatives appears
when differentiating the equations of the system and projecting them on lower order jets space.
Hence, we shall call a system of PDE formally integrable whenever the formal power series of its
solutions can be determined step by step by successive derivations without obtaining backward
new informations on lower-order derivatives. We may wonder how to recognize when a system
of PDE is formally integrable, as we have to verify that no new lower order informations appear
at each order, that is, for a infinity of orders. So, we can ask: does it exist a finite algorithm
testing whether a system of PDE is formally integrable or not? In the case where the system is not
formally integrable, we have seen that we have to add new equations. So, does it exist a procedure
which adds enough equations to the system, in order to transform it into a formal integrable
system, with the same solutions? D.C. spencer and coworkers have given positive answers [144]
in the years 1960-1975. Their algorithms turn around the two following crucial points: first of
all, we have seen that in (165), the jet coordinates of order strict ¢ + 1 appeared linearly, a fact
permitting to use linear algebra. Thus, we feel that everything we have done precedingly can be
reformulated into a more intrinsic way, using homological algebra (ker-coker exact sequences) in
place of Cramer rules. D.C. Spencer has introduced the §-sequence and its cohomology to deal
with this problem. Secondly, backward informations on derivatives of order g have appeared after
we have projected R4 on the space of jet coordinates of order ¢: we have found more equations

in (168) than in ™ = 0 and thus the projection 'R.E;l) of R441 on the space of jet coordinates of
order ¢ is a strictly subset of R, (not always a submanifold). These remarks will lead (at best)
to a prolongation-projection procedure that we sketch.
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2.2. Main Results of the Formal Integrability Theory. We now expose the main
results of the formal integrability theory (see [144, 115] for more details). These results will be
illustrated in the examples of the next sections.

Let us denote by X a manifold of dimension n with local coordinates (z!,...,z"), by T(X)
and T*(X), its tangent and cotangent bundles. Let £ be a fibered manifold over X with fiber
dimension m and local coordinates (z*,y*). We define the g-jet bundle J,(£) as a fibered manifold
with local coordinates (z, yﬁ), u = (K1, ..y in), 0 < || < g and a nonlinear system of PDE of
order g as a fibered submanifold R, of J;(£), determined locally by @T(x,y:‘j) = 0. The r
prolongation of Ry is Rg4r = pr(Rq) = Jr(Rg) N Jr44(€) is obtained by substituting the jet
coordinates by the derivatives, differentiating r times and substituting again the derivatives by

jet coordinates. The projection 78 {1 " : Josr4s(E) = Jo4r(€) induces a projection of Rgyr4s 0N

Rg+r- We denote the image of this projection by Ré‘?,‘ Notice that R44, and Réﬂ, are not in
general fibered manifolds for any r,s > 0. The linearized system R, of R, is defined locally as:
o7
Ay

the symbol M, of R, as the family of vector space over R, by

IB™
169 vy =0, = 1y,
(169) Zay#

Yk = 0. It is a linear system in Y", with variable coefficients satisfying ®” = 0. We define

lul=q
and denote by o(®) the corresponding matrix. Then, the symbol My, of Ry, defined by

0P
370) Y. ﬂ”ﬁw =0,

lul=q,lv|=r 7

only depends on M,. We call 0,(®) = o(p,(®)) the left member of (170). Let us define the
d-sequence by

A°T*® Mq+r+1 _6‘* AS_H T"® Mq+r:

with (6(w )) = dz* A w#_,_l where w = vpfdz € A*T* ® Myyr41, dz! = da™ A ... A dz',
i w0y and |p| = g + r. We easily check that § o § = 0. The cohomology at A"’T* ® Mgy,
of the sequence

A YT 8 Mosrin =0 AT ® Mypr - A1 T* @ Mypr_i,

is denoted by Hy ., (M,).

DEFINITION 2.1. The symbol M, of R, is said to be s-acyclic if Vr > 0 : H;_,_,. = e
Hj., = 0. M, is involutive if it is n-acyclic. In particular, every system R, of ordinary differential
equations (ODE) has an involutive symbol. A symbol M, is of finite type if 3r > 0 such that

Mq+r — 0
THEOREM 2.1. Let M, be the symbol of the system Ry, then there exists an integer r large
enough such that My, is involutive.

A test checking the 2-acyclicity of the symbol is still lacking. Indeed, we have to check H, §+, =
0 for any r > 0 and thus, for an inﬁnity of orders. Only the case of finite type symbol can be
checked as we only have to verify Hq2 - H3+,.v1 = 0 where My, = 0 and My4r—1 # 0. But,
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we can test whether a symbol is involutive or not. However, it must be done only on “sufficently
generic coordinates”: the d-regular coordinates. Roughly speaking, the d-regular coordinates are
not the most generic coordinates but “generic enough” to give the right dimension of My,.

Let z = (z',...,z") be a system of local coordinates of X and let us order the multi-index
of length q: u < p' if there exists [ such that p; = p! for i = n,...,l 4+ 1 and g; < p;. The order
on the multi-index p implies a preorder on the 'uﬁ of Mg: p < ' = 'uﬁ < ‘Uﬁ:. We say that vﬁ is
of class i > 1 if 1 = ... = pi—1 = 0 and y; > 0 and of class 1 if 3 > 0. Now, using the equations
defining M,, we try to express the maximum number of vﬁ of class n, in function of the other
v!,. Next, we substitute these vﬁ in the other equations to make disappear the vﬁ of class n. We

respectively do the same for the vﬁ of class n — 1, ..., 1. We usually say that M, is in the solved
form. We associate a system of “dots” to these equations, as follows:

equations of class n 1
equations of classn — 1 1

equations of class?

equations of class 1

Though this classification looks like Janet’s original one, it is in fact quite different. For a detailed
study, we refer the reader to the reference [55, 56]. Moreover, let My be the vector space defined

locally by o(®) where we have equated to zero the vﬁ of class strictly lower than i. We call o(®)*

the left member of the defining equations of M;. We have dim M; = 210t — 1k o(®)F. Let
us call a; = dim Mé“l - dimMé, ==y s M

THEOREM 2.2. The symbol My is involutive if there ezists a sysiem of coordinates, called
d-reqular coordinates, in which one of the following properties is satisfied:

1. dim My = ag + 20} + ... +naj.

2. Prolongation with respect to the dots does not bring new equations.

Then, dim Mg4r = 3 00, :!+:__11)!! a";,,Vr > 0.

We have seen that a “good system” R, of PDE was a system in which no lower order infor-
mations appeared when projecting its prolongations Rg4r4+s = pr+s(Rq) on lower order jet space
Jg+r(€). Using the previous notation, it leads to the following definition.

DEFINITION 2.2. A system R, is said to be formally integrable if R4, is a fibered manifold

and the projection *rrgj_':"'s : Rg4r4+s = Rg4r is surjective Vr,s > 0.

A system R, is said to be involutive if R, is formally integrable with an involutive symbol.
We now give two key theorems. See [116] for the non trivial demonstrations.

THEOREM 2.3. If M, is 2-acyclic and My, is a vector bundle over Ry, then Mgy, is a
vector bundle over Ry, Vr > 1.

THEOREM 24. If RS is a fibered manifold and M, is 2-acyclic, then RY)

atrs Y7 2 0.
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These theorems lead to the following criterion.

Spencer-Goldschmidt criterion If M, is 2-acyclic and R44; is a fibered manifold such that

Rm Rq, then R, is formally integrable.

The reader have to keep in mind that the previous criterion gives only sufficient conditions
in order to have a formally integrable system.

EXAMPLE 2.1. The symbol of the system 0; {; + 9; {& = 0 is neither 2-acyclic nor involutive
but the first prolongation gives d;; £ = 0 and the system is formally integrable. More generally,
any homogeneous system is formally integrable even if the criterion is not satisfied.

We have the following corollary.

COROLLARY 2.1. Let R, be an involutive system and let us denote by Ry the projection of
Ry on Jy_1(E), then

dimRg4r =dimRy_1 + Z (r + i) o.rf;,.

i=1

See [116] for the proof. In particular, if we want to determine the analytic solutions of the

system R,, we have to fix a; functions in z!, ag functions in (z!,z?), ..., and ay functions in
(22427,

DEFINITION 2.3. A system R, is called sufficiently regular if:

1. Vr,s >0, 'Rglr is a fibered manifold.

2. Vr,s > 0 the symbol Mé+)r is induced from a vector bundle over X.

In the case where the system R, is not formally integrable, the following theorem shows
that there is a finite procedure which adds enough equations to the system, in order to obtain a
formally integrable system, with the same solutions.

THEOREM 2.5. If R, is sufficiently regular system, we can find two integers, r, s > 0, such

that R\,

Thus, we are led to the following algorithm [56].

is formally integrable (involutive) with the same solutions as R,.

Algorithm We start with R,. Find r > 0 such that Rg4, is 2-acyclic (involutive). Test whether

'Rgljr = Rg4r- If it is the case, then the algorithm stops, else, we start anew with 'R,f;_gr
(s)

we finally find two integers r, s such that Rq+,_ is a formally integrable system (involutive) with
the same solutions as R,.

Hence,

2.3. Formal Elimination Theory. Let us take a system of PDE defined by the equations
(171) o7 (z,yk, 2) =0, r=1,..kul < qlv| <p,
where y = (y1,...,4™) and z = (z!,...,2°) are two sets of unknowns. We would like to know
which conditions z has to satisfy in order to have solutions of the system (171). Regarding the




7. PROBLEMES D’ELIMINATION

system (171) as a system in the set of unknowns y only, with coefficients in z,
(172) ¥ (z,y,) =0,

we can study the formal integrability of (172). Roughly speaking, suppose that z is given, we can
try to find locally the formal solutions of (172) in bringing this system to formal integrability.
However, in bringing it to formal integrability, we have to compute certain determinants (testing
fibered manifold conditions, computing the dimension of the symbols, projections, ...) which may
depend on z. So, we are led to define family of resultants that z has to satisfy in order to have
formal solutions of the system (171). We have to notice that there are three kinds of inequalities
which can appear when we bring a system of PDE to formal integrability:

1. inequalities which appear when testing fibered manifold conditions,
2. inequalities appearing when projecting prolongations of the system on lower order space
Jet,

3. inequalities appearing when testing the 2-acyclicity (or involutivity) of the symbol.
However, the third kind of inequalities is a “technical one”. Indeed, the definition of formal
integrability does not use 2-acyclicity but only fibered manifolds and projections. However, most
of the time, we have to use the Spencer-Goldschmidt criterion in which the 2-acyclicity (or
involutivity) has to be tested.

We now give an example, in which the first and the second kinds of inequalities appear when
computing the resultants. This example is taken from [33] where the resultants were computed
using differential algebra techniques.

EXAMPLE 2.2. Let us consider the system defined by:

21 —u22 =0,

R 22—zl —uz2=0.
2l —y=0.

In the control framework, u is the input, 2z the state, y the ouput and we look for input-output
relations by eliminating z, called input-output behaviour. The system R; is not formally inte-
grable in z = (2!, 2%). As this system is a system of ordinary differential equations, we know that
the symbol M; = 0 is trivially involutive and we have only to saturate the system by lower order

equations. We have:

2l —uz? =

RY

uz? -9 =0,

and REU is a fibered manifold iff u # 0.
1. If u = 0 then REI) is defined by
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and REI) is a fibered manifold iff ¥ = 0. In this case, we have R?) = R(ll) and Rgl) i1s an

involutive system. Moreover, dim R(ll} = dim Mim + dim R(()l) =0+ (2~-1) = 1, where

R{[)l) is the projection of R(ll} on Jo(FE) (i.e., the zero order equations of the system R(ll)).
. If u # 0 then R(lz) G Rtli) where R{l2} is defined by:

2l —uz?2 =0,
22 -2l —uz2 =0,
R® | 1y 2o
uz? -9 =0,
(i +u?)2z? — ij + uy = 0.

Now, as u # 0, the last two equations lead to:

1 —uz?2 =0,

2 -2l —uz2 =0,

z
(2) .
Ry
i — (4 + u?)y — uy = 0.
R{lz) is a fibered manifold iff u # 0 and ujj — (& + u2?)§ — u?y = 0 and, in this case, R?) is
an involutive system. Moreover, dim R?) = dim Mlm + dim R,(J?) =0+(2-2)=0.
We can notice that the dimension of the fibre is generically equal to 0 and the dimension jumps

to 1 in the differentially algebraic set {u = 0,y = 0}. Finally, the input-output behaviour is the
disjunction of the two following systems:

U=0, u;f.‘[},
7 =0, uij — (i + u?)y —u’y = 0.

2.3.1. Trees of Integrability Conditions. It is well known that the “degree of generality” of
the formal solutions of a system of linear PDE, with certain variable coefficients, highly depends
on certain relations that these coefficients may verify or not. These relations are nothing else
than the resultants on the coefficients the system has to verify in order to have a solution.
These resultants naturally appear as formal integrability conditions when we study the formal
integrability of the system. We can organize those integrability conditions in order to build a
tree and each final leaf represents a formal solution of the system with its degree of generality.

EXAMPLE 2.3. Let us consider the following system (we recall that 8;,...0;, ¥y = ¥i,..i,.):

Y22 —a(z)y =0,
R
¢ { Y12 = 0.

First of all, the symbol of the system, defined by

vge =0,
Mo { vi2 =0,
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is involutive (differentiating with respect to the dot does not bring new equation) and so, we
only have to test if we have Ré” = Rs. We have:

W | v a(z)y =0,
RQ Yiz — 01
a(z) yn + d1a(z) y1 = 0.

1. lf a = 0, then R( ) = = Ry and R» is an involutive system. We easily see that 0:2 = 1 and
a3 = 0 which 1mpl:es that Vr > 0: dim Roy, = dim Msoy,+ dim R;=1+3=4. The
solution of the system depends on one function of z! and certain constants. Indeed, we
easily integrate the system and we find y = cz? + d(z!).

. If a # 0, then

M yo2 —a(z)y1 =0,
R, y12 =0,
yu + b(z) y1 =0,

where b(z) = d1a(z)/a(z l) = ( is trivially involutive and we have to compute R(f):

Y22 — a(z) y1 = 0,
y12 =0,

y11 + b(z) y1 =0,
G2 b(z) y1 = 0.

(a) If d2b(z) = 0, then R(22) = Rgl) and R,(zl) is an involutive system.. We have Vr > 0

dlmMéJr)r = 0 and the solution of the system depends only on constants.

(b) If 82b(x) # 0, then Rg’) = Rgz) and thus Rgz) is an involutive system:

Y22 =0,
Y12 =0,
y11 =0,
vy =0.

The solution of the system depends only on dim R&” = 3—1 = 2 constants. Indeed,
we easily integrate it and find y = cz? + d.




2. FORMAL INTEGRABILITY THEORY

We obtain the following intrinsic tree of integrability conditions.

. ala 61a
G(—) =0 Go(—) #0
a a
We now give an example in which the third kind of inequalities appears when bringing the
system to formal integrability. In particular, we are interested in knowing how the compatibility

conditions vary (number and order) with the variable coefficients of the system.
EXAMPLE 2.4. Let us define the following system
ys3—ayn =0,
Y23 = 0!
(173) Ry Y22 —byn =0,
y13 =0,
Y2 =0,

where @ and b € R. We have the following multiplicative variables:

v3z —avy =0,
v93 = 0,

(174) M2 1}22—51}11 =0,
v13 =0,
v12 = 0.

If we prolong with respect to the dots, we find two new equations: av;;; = 0 and bvy;; = 0.
Thus M5 is involutive if a = b = 0. Else, if we prolong once the symbol M5, we obtain M3 = 0,
i.e., M, is finite type and M3 is a trivial involutive symbol. In that case, we can easily check
whether the symbol M, is 2-acyclic or not: we have to compute the cohomology HZ(M>) of the
following sequence

0 — A2T* @ My -5 AST* @ T,
Thus, we only have to check under what conditions on a and b, é is injective:
Vw= vy:ide’ Adz? € A2T* @ My : §(w)y = (vu3.12 + V1,23 + vy2.31)dzt A dz? A dz®.

Thus J(w) = 0 with Vuk € M2 = 11,23 = V22,31 = V33,12 = 0= aviiie = 0, bU11‘31 =0and ¢ is
injective iff @ # 0 and b # 0. In this case, M5 is 2-acyclic but not involutive otherwise we would
have the exact sequence ... — A2T* ® M3 28T M; — 0 and thus M3 = 0= M, =0,
which is obviously not true.
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We obtain the following tree of integrability conditions:

a=0, max(|al, [b]) # 0, a#0,
b=0. min(|a/, |b]) = 0. b#0.

M, involutive M not 2-acyclic M 2-acyclic
M3 #0 Mj3 = 0 involutive M5 not involutive
M3 = 0 involutive

. In case a = 0, b = 0, M> is involutive and we easily see that R(zl) = Ry. Thus, Ry is an
involutive system. Moreover, dim MY=1, dim M}=0, dim M?=0 = o} = 1, a3 = 0 and
a3 = 0. Thus, dim Ma4,=dim Ry4,=1, Vr > 0. We find the compatibility conditions of

by derivating the equations with respect to the dots and projecting on the system Rs.
We find 6 homogeneous first order compatibility conditions:

(#-4=0,
2

i !

23_21 =

2 — 2

5 3 _
23— 2

\

We let the reader check that this system is involutive (it is a general property of involutive

systems [115]). Now, if we want to know the compatibility conditions of

[ 23— a3 =1, 2 3

z3 — z% = {2, 2

z; — zf = 2
2
2

! 1 -

5 3 _ 46

2
\
we still differentiate the equations with respect to the dots and project the results on the

system, we obtain 2 compatibility conditions:

t—t3+1 =0,
tS—t2+t2=0.

]
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This system does not have compatibility conditions. We have just built the Janet sequence
of the operator Dy : y — z defined by (175). We have:

00 E2p 22 rm -0,

where © is the kernel of Dy and the operators D; : z — t and D5 : t — s are defined by
(176) and (177) in which s is the second member.

. In case a # 0 and b # 0 (for example @ = b = 1) then M, is 2-acyclic and R(zl} = R».
Hence, the system is formally integrable. In this case, we can compute the compatibility
conditions of

Y3 —ayn = Zl,
Y23 = 229
Y22 —byn =z
13 :zq'}
Y12 =251

3

by computing Rg” = R,. We find only 5 homogeneous first order compatibility conditions,
defined by:

22—z —az} =0,

z3 — 25 +b23 =0,

73—z} =0,

bz —azy —bzl +az} =0,

zg - zf = 0.

. Finally, in case max(|al, |b])# 0 and min(|al, |b|)= 0, M> is not 2 acyclic and we have to

prolong the system and see whether or not Rgl) = R3, as we already know that M3 =0
is a trivial involutive symbol. We let the reader check that it is the case and Rj3 is an
involutive system. Let us suppose that a # 0 and b = 0. Computing the compatibility
conditions by differentiating with respect to the dots of M3 and projecting on Rj3, we find
6 homogeneous first and second order compatibility conditions:

¢ 4 1 7
333_2213‘0211-&
z3—2zE =0,
z—2z} =0,
3 —22 =0,
5 _

2
73—z —az} =0,

2§ — =1 =0.

.

We have to remark that R is formally integrable (Vr,s > 0 : Ro4r4s is a fibered manifold
and Ro4r4+s = Royr is surjective) even if the Spencer-Goldschmidt criterion is not satisfied

(see example 1).

Notice that a simple change of the parameters a and b has totally changed the compatibility
conditions of the system Rj (the number and the orders). Moreover, in that example, the 2-
acyclicity of My is a generic property. Obviously, we can find examples combining the three
kinds of inequations.
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3. Applications to Control Systems Theory

Recently, the structural properties of control systems have received a new insight with the
use of differential algebra, formal integrability theory and differential module (D-module) theory.
See for example [49, 86, 104, 105, 102, 116, 111, 114, 118]. Certain intrinsic properties of
the control systems have been reformulated in terms of the algebraic nature of its underlying
differential module (as torsion, torsion-free, projective or free module). Formal tests have been
found in [49, 86, 104, 116, 111, 114, 118, 160, 168] to test whether a finitely generated D =
K [dy,...,d,]-module (K a differential field containing Q) satisfies one of the above properties.
These tests only use formal integrability theory and thus, most of the structural properties of
control systems can be tested by bringing a system of ODE, delays, PDE or n-dimensional to
formal integrability (testing the surjectivity or the injectivity of an operator, computing the
compatibility conditions, ...). We are able to use the preceding results for control systems with
variable coefficients or for linearized nonlinear ones. It will lead to trees of integrability conditions.

We first recall a few statements and results on D-module and linear operators. For more
details, see [116, 114, 118]. In particular, the idea is to study how the algebraic nature of a
differential module, determined by a system of PDE, changes with the variable coefficients of the
system.

3.1. D-modules and Linear Operators. Let Dy : E — Fj be a linear operator, where
E and Fj are vector bundles over X and dim E = m. The operator Dy is injective if Dyn =
0 = n = 0 and it is surjective if the equations Don = 0 are linearly differential independent or
if Dgn = ¢ has no compatibility conditions, i.e., if it does not exist an operator D; such that
Don=¢ = D¢ =0][116].

Let K be a differential field with n commuting derivatives d,, ..., 9, containing Q. We denote
by D = K [dy, ...,dy] the ring of differential operators with coefficients in K where d; satisfies:

Va,b€ K : ad;(bdy) = abd; di + a(0; b)dy.

D is an integral domain which is a commutative ring only when K is a ring of constants (with
respect to the derivatives &;, i = 1, ...,n). However, it possesses the left and right Ore properties:
Y (p,q) € D? 3(r,s),(u,v) € (D\{0})? : rp = sq and pu = qv. Let n = {n},...,n™} be some
differential indeterminates and let us form the free left D-module generated by n and denote it
by [n]. Every element of [n] has the following form: 3~ g .e @k dun*, where p = (p1, ..., 4n) is a
multi-index. For all the algebraic concepts, see [135].

A fundamental idea is to associate with any operator D the left D-module M = [n}/[D 7).
We shall say that the operator D determines the D-module M.

DEFINITION 3.1. — An element 7 of M is called a torsion element if there exists a non
zero element of D which “kills” z, i.e., 3a € D, a # 0, az = 0. We note by t(M) the
submodule formed by the torsion elements of M.

— A D-module M is torsion-free if t(M) = 0. The D-module M/t{(M) is a torsion-free
D-module.

EXAMPLE 3.1. Let us consider the system Dn = 0 defined by

{ it +n! —n* +an®=0,
P+t —-n'—n*=0,
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where a € R and the D-module M = [n]/[Dn] determined by the operator D.
- For @ = —1, if we substract the first equation from the second, we find 2! = nl - 1{"
satisfying (di;; +2)2! = 0. The element 2! is a torsion element of M.
- For a = 1, if we add the first equation to the second, we find a torsion element z? = y! 43?2
satisfying (%25)32 = 0.
Except these two values of the parameter q, it is quite difficult to see that the D-module M is
torsion-free.

We now recall the duality of differential operators to give a formal test checking whether a
finitely generated D-module M is torsion-free or not. If M is not a torsion-free D-module, the
test gives the generators of ¢(M) and the operators killing them. We denote E* the dual bundle
of E and E = A" T* ® E* its adjoint bundle. If Dy : E — F is a linear differential operator, its
formal adjoint Dy : F — E is defined by the following rules:

— the adjoint of a matrix (zero order operator) is the transposed matrix,

— the adjoint of 9; is —d;, s

~ for two linear PD operators P, Q that can be composed: PoQ = Qo P.

We have the relation

< p, Do € >=< Do p, & > +d(*)
with d the exterior derivative. We can directly compute the adjoint of an operator by multiplying
it by test functions on the left and integrating the result by part.

EXAMPLE 3.2. Let us compute the adjoint of the operator Dy : £ — n defined by:
{ O € —a(z)01 €2 + €' =1,
O126% — o &' =7
Multiplying the system by (A1, A2) on the left and integrating the result by part, we find the
operator Dy : p — v:

{ 022 p1 — On1 pr2 + p1 = 11,4
012 p2 + a(z)01 p1 + 01 a(T)p1 = 12

DEFINITION 3.2. We call an operator D, parametrizable if there exist a set of arbitrary
functions & = (£1,... ,£") or “potentials” and a linear operator Dy such that all the compatibility
conditions of the inhomogenous system Dy £ = 7 are exactly generated by D;n = 0. In that case,

we will say that the sequence E 2o, Fy K F; is formally exact.

We describe a formal test checking if the operator D; determines a torsion-free D-module M
or not (see [116] and compare with [85]):
1. Start with D;.
. Construct its adjoint D;.
. Find the compatibility conditions of D;A = u and denote this operator by Dy.
. Construct its adjoint Dy.
. Find the compatibility conditions of Dy € = 1 and call this operator by Dj.
We are led to two different cases. If D] = D; then the system D; determines a torsion-
free D-module M and Dy is a parametrization of D;. Otherwise, the operator D; is among,




7. PROBLEMES D’ELIMINATION

but not exactly, the compatibility conditions of Dy. The torsion elements of M are all the new
compatibility conditions modulo the equations Dyn = 0.

We can represent the test by the following differential sequences where the number indicates
the different stages:

5

D(
— F|
EZE 24 R
4 1
BER & R
3 2
If the D-module M is torsion-free, then the operator Dy is the generalization of the controller
form for multidimensional systems [104, 118]. Hence, summing up the above results, we obtain
the following useful theorem.

THEOREM 3.1. A system D; determines a torsion-free D-module M iff the operator D is
parametrizable. Hence, for systems of PDE with variable coefficients, we have to construct two
trees of integrability conditions (one for D, and the other for Dy) to know whether Dy determines
a torsion-free D-module or not.

Such examples with two trees of integrability conditions are very rare. We take an example
from [117].

EXAMPLE 3.3. Let us consider the finite transformation y = f(z) satisfying the Pfaffian
system:
dy® — a(y?)dy' = p(z)(dz’ — a(z?)dz’).

Linearizing such a transformation around the identity by setting y = z +t£(z) +... and making
t — 0, after eliminating p(z), we discover that infinitesimal transformations are defined, through
the use of a correct geometric object, by the kernel of the differential system Do£ = n as following
(see p. 237 of [116]):

—a(z?)81 €' + 0, €% + L a(z®) (B &' + 2 €2 + B3 €3) — €2 Bra(z?) ',
—a(z?)dy &' + B €° 7%,
—a(2?)03 €' + 3563 — L (01 €' + B 2 + 85 63) 7.

From the theory of Lie pseudogroups [116], we can prove that the PD system Dy€ = 0 is formally
integrable if and only if & a(z?) = ¢ = cst, the “classical case” of contact transformations
corresponding to a(z?) = z? (= ¢ = 1). It follows that the only compatibility condition D;n =0
is

—a(z?)(Ben® — 831%) + 01 n° — o + B2a(z?)n® =0,

and the operator D) is surjective. The adjoint operator D, is defined by:

62 A = M1,
—a(z?)03 A — 01 A 1o,
a(z?)Ba X + 2c ) 3.
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As p3 — a(x®) p1 = 2c A, the operator D, is injective if and only if ¢ # 0. In that case, the two
independent compatibility conditions can be written:

B2 p3 — a(z®) By 1 — 3c = 2w,
{ —a(z?) 83(u3 — a(z?) p1) — B1 (3 — a(z?) p1) — 2cp2 —2(1 + a(z?) v3),

after introducting the adjoint Dy of Dy as follows:

La(z?)0) p1 + 01 p3 + a(z?) 83 p3 + a(z?) Do p2 + B2 a(z?) p2

—La(z?) o1 + 3 Ba 3 — 3 Boa(z?) i va,

—0 1 — 3 a(z?) B3 py — By pro — 5 O3 i3 = .
Now, let us start with the operator Dy depending on the arbitrary function a(z?) and let us
question about the algebraic nature of M = [u]/[Dou]. According to the general test, we must
construct the adjoint of Dy which is Dy and look for its compatibility conditions D;, a result
bringing out the condition 8 a(x?) = ¢, where ¢ is an arbitary constant. When ¢ = 0, we should
find the zero order compatibility condition pz — a(z?) 3 = 0 which is not a consequence of Dy
and thus Dy determines a D-module M with torsion elements. Indeed, we can easily verify that
the element non zero element z = u3 — a(x?) u; € M satisfies 8, z = 0 . When ¢ # 0, the adjoint
D, admits the compatibility condition expressed by Dy because we have, in that case:

a(z?)B3 vy — o vy + By 1o — a(z?) By vz — 2cv3 = 0,
which gives cv3 = (0 + a(x?) 83) va — 82 (1 + a(z?) v3), and M is a torsion-free D-module.
We recall the definition of a free D-module.

DEFINITION 3.3. A D-module M is a free D-module if there exists a basis of M, i.e., elements
of M which are independent on D and which generate M.

THEOREM 3.2. An operator D; determines a free D-module iff it admits an injective para-

metrization Dy, i.e., if the sequence 0 — E 29 Fy By F is formally ezact.

We turn now to an important class of D-module: projective module. We only give some
basic results. See [118] for more general ones, and in particular, how to use of projective D-
module and formal duality in order to split certain differential sequences of operators and for
their applications to the generalized Bezout identity. See [106] for deeper results.

DEFINITION 3.4. A D-module M is a projective D-module if there exist a D-module N and
a free D-module F such that F = M @ N, i.e., M is a summand of a free D-module. Remark
that N is a projective D-module too.

We have the following theorem, which allows us to test if M is a projective D-module.

THEOREM 3.3. A surjective operator Dy : Fo — F\ determines a projective D-module if there
exists an operator 15:1 : F1 = Fy such that Dy o Py = idF,, where idp, is the identity operator of
Fy, i.e., if its dual D, is injective. In particular, if the system has variable coefficients, only one

tree of integrability conditions has to be built in order to decide whether the operator determines
a projective D-module or not.

Let us describe a formal test for checking whether a D-module M is projective or not:
1. Start with D, and check its surjectivity.
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2. Construct its adjoint Dy.
3. Check whether D; is an injective operator or not.

We are led to two different cases. If D; is an injective operator then D; determines a projective
D-module. If we want to compute its right-inverse, we have to bring the system Di) = pu to
formal integrability. We have to find A = P, . Dualizing this operator, we find the operator P,
which satisfies D; o P; = idp,. In the case when the adjoint of D, is not injective, then D) does
not determine a projective D-module.

EXAMPLE 3.4. Let us show that the operator D; : n — ( defined by
&n’ —220n' +n' =¢
determines a projective D-module M. We first dualize D; and we find the D3 N 1

$281/\+/\=ﬁ1,
—02 A = po.

We now study the formal integrability of the preceding system in A and we find a new equation
A = —22(0 1 + % Oy o + p2) + p1. Thus DiA=0=XA=0and Misa projective D-module
with a right-inverse P; given by the dual of the operator —z2 (9 1 + 22 0 pa + p2) + 1 = v.
We obtain P; : ( — n defined by

28, ( +2({ =17,
($2)261 C - 'T’ZC _ 712=

and we let the reader verify that D; o P; = idp,.

For non surjective operator, see [118]. It is quite easy to see that every free D-module
is projective and every projective D-module is torsion-free, which can be summed up by the
following module inclusions:

free C projective C torsion-free.

For a principal ideal ring D (for example D = k[j’%] with k a field), every torsion-free D-module
is a free D-module. Thus, we have the following useful corollary:

COROLLARY 3.1. A surjective OD operator determines a free D-module iff its dual is in-
jective. In particular, if the operator has some variable coefficients, we only need one tree of
integrability conditions to know whether it determines a free D-module or not.

In 1976, Quillen and Suslin have independently demonstrated the Serre conjecture of 1950
claiming that every projective module over a polynomial ring k[x1, ..., Xn), where k is a field,
is free (see [135, 152, 163, 164]). It is typically the case where D = k[d,...,0,) and k is a
constant field (i.e., Vi =1,...,n,Va € k : 8; a = 0). Thus, we have the following corollary:

COROLLARY 3.2. A surjective operator with constant coefficients determines a free D-module
iff its formal adjoint is injective.
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Now, we give an example showing that the algebraic nature of a D-module, determined by a
linear PD system with variable or unknown coefficients, depends on some integrability conditions
on the coefficients.

EXAMPLE 3.5. Let D) : n — ( be the operator defined by:

(179) don' —adin' —&n’+a(z)n’ =,

with @ € R and let M be the D-module determined by D;. We would like to know how the
algebraic nature of the D-module M (torsion, torsi_on-free, projective and free) depends on the
coefficients. Dualizing D;, we obtain the operator D; : A — u defined by:

- A+ad A= p,
O A+ a(z) A = pg,
which can be rearranged under the following form:
—hA+ad A = p,
ad A+ a(z) A = py + po.
We put g1 = po = 0 and we call R; the corresponding system:
—A+adiA=0,
adiA+a(z)A=0.
We now study the formal integrability of the system R;. First of all, M; is an involutive symbol
¥V a, but its dimension depends whether « is equal to zero or not.
1. If @ = 0, then dim M;=2-1=1 and M, is involutive. Now, the dimension of R; depends
whether a = 0 or not.
(a) If a = 0, then dim Ry=1-0=1 and R; is formally integrable and we easily find that
M is a torsion D-module generated by z = n' — n? satisfying 2 = 0
(b) If @ # 0, then D; is an injective operator. Thus D; determined a projective D-

module and we have P; : u — X defined by (u; + p2)/a(z) = A. Dualizing, we
obtain the right-inverse P; : { = n of D; with

@C 7} )
ETH
We let the reader check that a parametrization D : £ — n of D; is defined by

{ a() ;¢ + (a()” ~ 28 a(x))¢ =1,
a(z) &€~ 20 a(z) € = 7.

(180)

1
It is an injective parametrization as we easily see that £ = @R (n' —n?) and
M= [g].
2. If a # 0, then dim M;=2-2=0 and M; = 0 is a trivial involutive symbol. We only have to
study the projection 11'1 Ry — Ry, i.e., R( ). We have:
X +ald =0,
R(ll) al +a(z)) =0,
(ra(z) —ada(z)) X =0.
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The dimension of R((}I} depends whether & a(z) — a d;a(z) is equal to zero or not.
(a) If &y a(z) — adra(z) = 0, then D; does not determined a projective D-module M.
But we easily find a parametrization D : £ — n defined by:

{ € —a(z)E=1",
HhE—al =1
Thus D, determines a torsion-free but not a projective D-module M.
(b) If pa(z) — ada(z) # 0, then D; is an injective operator and D; determines a
projective D-module M. We let the reader check that

o O p1 + 0o p2 — a 0y py + a(z) 1
& a(z) — ada(z) '

= ¢ . .
If we pose ¢ = e g then Py : ( — 7 defined by:

_82 (bb + G.(.’I') ¢' :21?1 ]
_6'2 ¢' + Q'Qsl =1,
is a right-inverse of D;.
We can sum up the previous study by the following intrinsic tree of integrability conditions:

a=0 a#0 da—ada=0 Kha—ada#0
M torsion M free M torsion-free M projective
D-module D-module D-module D-module

3.2. Structural Properties of Linear Control Systems. We now give a mathematical
definition of a control system (see [81, 104, 116] for more details).

DEFINITION 3.5. A control system is a system Ry C Jy (€ xx F), where £ xx F denotes
the fibered product, that is the fibered manifold over X consisting of all elements (u,y) in £ x F
having the same projection into X. If R, is defined by a differential prime ideal Z of k{U,Y'} (k a
differential field), then a control system is the extension k(u,y) = Q(k{U,Y }/I) over k. We call
u the input, y the output. In the linear case, a control system is the D-module M determined
by an operator D; : Fy — F}, where a section of Fy is n = (u,y).
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3.2.1. Controllability. Controllability is one of the key concepts of the control systems theory.
Its definition and test for time-varying linear systems go back to Kalman'’s pioneering work [81].
We recall some recent improvements. See [49, 86, 104, 105, 102, 116, 114, 118] for more
details.

We call observable any element of M, i.e., any linear combination of the system variables
(input and outputs together) and of their derivatives. Only two possibilities may happen for an
observable: it may or may not verify a PD equation by itself. An observable which does not
satisfy any PD equation is called free. In [116], we can find the following definition:

DEFINITION 3.6. A control system is controllable iff every observable is free.

A characterization of the controllability in terms of differential closure is shown in [116]. In
[104], the definition has been reformulated in the differential module framework:

DEFINITION 3.7. A linear control system is controllable iff it determines a torsion-free D-
module.

Hence, using the results of the previous section, we obtain:

COROLLARY 3.3. A linear control system D) is controllable iff it is parametrizable by an
operator Dy. Hence, the controllability depends at most on two problems of formal integrability
and thus at most on two trees of integrability conditions.

We know that a nonlinear control system is controllable if its generic linearization is control-
lable [114]. However, the linearized control system has variable coefficients, satisfying the non-
linear control system. Hence, we have to build trees of integrability conditions to know whether
a nonlinear control system is controllable or not.

EXAMPLE 3.6. Let us consider the system defined by the operator Dy of the example 7 and
let us question about its controllability. We have seen that the module determined by D, was
a torsion-free D-module, i.e., controllable, if da(z?) = ¢ and ¢ # 0. The first condition is a
particular branch of a first tree of integrability conditions (formal integrability of Dy) and the
second is another branch of a second tree (formal integrability of 131) depending on the first tree.
Hence, the study of the controllability of that system depends on two trees of formal obstructions
(see [117]). Examples of a double trees of formal obstructions to the controllability are very rare.

It is quite often supposed that the inputs are linearly differentially independent, a fact that
leads to the surjectivity of the corresponding operator. Then, we have the useful corollary:

COROLLARY 3.4. A surjective OD control system D; is controllable iff its adjoint D, is in-
jective. In this case, the controllability depends only on one tree of integrability conditions.

EXAMPLE 3.7. We study the controllability of the system
P +y - +au=0,
{ P+y’ -yl —u=0,
where a € R Dualizing the surjective operator D;, we obtain D, defined by:
Xl+’\l-’\2=#1:

X2+ Ao — A\ = o,
—Xo +ad = us.
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We put gy = po = ps = 0 and bring this system to formal integrability, we obtain the new
equation

(@+1)(@a-1)A =0
and D, is injective and thus controllable iff & # —1 and « # 1.

See [117] for a more general tree of integrability conditions for an ordinary time-varying
control system. We notice that these results show that the controllability is a “built-in” property
of a control system that does not depend on the separation of the variables between inputs and
outputs, a fact very far from engineering intuition.

3.2.2. Observability. Another key concept in control theory is the concept of observability. It
has been recently reformulated in the D-module framework in [104, 116] as follows:

DEFINITION 3.8. A system of control M = [n’,n"] is said to be observable with respect to 7’
iff [] = M, that is, iff every component of 7" can be expressed as a linear combination of the
components of ' and their derivatives.

We can reformulate the above definition, saying that the system M is observable with respect
to n' iff M/[n'] = 0 or equivalently, in the language of operator theory:

THEOREM 3.4. Let D, : Fy — Fy be an operator determining the D-module M and Fy be
the subbundle of Fy with sections (0,n"), then M is observable with respect to 1’ if the operator
induced D] : Fy — F) is injective.

EXAMPLE 3.8. Let us study the observability of the following system

222 + 022 +21 —u=0,
6‘1222—81121+22—y=0,

with respect to u and y. Bringing the above system to formal integrability in z = (2}, 2%), we
find that the symbol M5 is involutive (differentiating with respect to the dot does not bring new
equation) and we let the reader check by himself that we obtain:

0022 + 0102 + 2! = u,
222+ 02t — 22 =y,
Rg) *H22+02' =0u—0dhy,
z' = dpu—diy+y,
= Oy — Oi2u —u,
and the system is observable.

From the above theorem, we only have to study the formal integrability of one system of
ODE or PDE and thus we have the following corrolary.

COROLLARY 3.5. The observability of a control system with variable or unknown coefficients
only depends on one tree of integrability conditions.

EXAMPLE 3.9. Let us consider the following control system
Fl4gl —z2—ul =0,
P+ -z —-u?=0,
—y—z? +az! =0,
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where z = (z!,z?) is the state, u = (u!,u?) the input, y the output and o € R. This system is
observable with respect to (y,u) iff [z,y,u] = [y,u], i.e., if the operator D] : z — ( defined by
.’1,"'1-{-2:1 __3:2:(:1’
i2+$2—.7:1 _,u2 =C21
—z? +az! = (3,
is injective. We recognize that this operator is nothing else than the dual of the operator D; in
the preceding example and thus the system is observable iff « # —1 and a # 1. If @ # —1 and
a # 1, we have:

2 _

xl=§:ﬁ53ﬂ§+(L+My+u§—aﬂL
T —(a—Hﬁrl)(y-k(l+a)y+u —au') —y.

Many others properties of the control systems have been reformulated using formal integrabi-
lity theory [116]. Look also at [33] to have a general view of certain properties of control systems
theory that can be tested by effective differential algebraic methods. For example:

e computation of differential transcendence degree: we bring the system to be involutive and
compute the last character oy = computation of output rank = invertibility [33].

e state elimination: we bring the system in (z,y,u) to formal integrability in the state z and
obtain resultants in u and y which define the input-output behaviour (see example 2).

e structure at infinity: we bring the system in (y,u) to formal integrability in u [113], ...

Thus, these properties depend on trees of integrability conditions if the system has variable
coefficients.

4. Conclusion

In this article, we have begun to develop a theory of formal elimination for system of PDE,
using the formal integrability theory. We hope that we have convinced the reader that this
approach seems to be natural for many problems and in particular for linear systems of PDE
with variable coefficients. In his paper [137], Seidenberg has given a general solution for this
problem based on differential algebraic approach. But, as we have already noticed, the effective
character always competes with the intrinsic character. Thus, we think that the formal theory
of elimination will give more intrinsic results than the purely differential algebra methods. We
have mainly studied the linear case with variable coefficients for its simplicity and also because
it gave some nice results in control theory. We shall develop the nonlinear case later on in future
papers. We think that an interesting problem should be to revisit Douglas’ classification of the
inverse problem of the calculus of variations (see [31]) in this modern framework.

5. Compléments

EXEMPLE 5.1. Cet exemple est tiré du papier [117]. On considére le systéme de controle
suivant

(181) y+at)y+alt)y=i-—Pu,

ou « est un paramétre dépendant du temps et 3 est une constante. Suivant une idée développée
dans [48], on recherche les conditions sur les paramétres a et S pour que le systéme (181) soit
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contrélable. L’opérateur D, : n — (, correspondant au systéme, est défini par
. -1 / 1 _ 2 2
it +a(t)n' +alt)n' —i* + B> =,

et son opérateur adjoint D; : A — p est donné par le systéme suivant :

A= B = pa,
A—ﬂ(t))\ = H1.

Nous devons alors rendre le systéme suivant

A—fB)=0,
. { a(t)h— BA =0,

formellement intégrable, afin de déterminer dans quelles situations I’'opérateur D; est injectif.
Nous obtenons alors les cas suivants:

1. Si a(t) = 0, alors Ry est défini par

A=Br=0,
BA=0.

(a) Si B =0, alors R» est défini par 1’équation A = 0 et donc, D; n'est pas injectif. Pour
ces valeurs des paramétres, le systéme (181) n’est pas contrélable.
(b) Si B # 0, alors Rs est défini par 1’équation A = 0, i.e. D, est injectif, d’ou le systéme
(181) est contrdlable pour ce jeu de paramétres.
2. Si a(t) # 0, alors en dérivant la seconde équation de Ry et en substituant, nous obtenons

A—fBA=0,
R { a(t)h-pr=0,
Bla(t) + a(t)* — B)A = 0.

(a) Si B = 0, alors Rgl} est défini par I’équation A= 0, et donc D; n’est pas injectif.
D’o1, le systéme (181) n’est pas controlable pour ces valeurs des paramétres.
(b) Si B #0, alors:
(i) Sia(t)+a(t)?—B =0, alors Rgl) est défini par la seule équation a(t)A— B\ = 0,
et donc D; n’est pas controlable pour ce jeu de paramétres.
(ii) Si a(t} +a(t)?2—B # 0, alors Ré” est défini par A = 0, et donc le systéme (181)
est controlable.
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Finalement, nous obtenons ’arbre de conditions d’intégrabilités suivant.

Vay
A,

B=0 B#05=0

A=0 A=0 A=0
NC [C] NC

a+a?-pF=0 a+a’-pB#0

a)A—pr=0 A=0

NC [C]

Fig. Arbre de conditions d’intégrabilités

C=contrélable, NC=non controlable
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CHAPITRE 8

Analyse algébrique des systémes de contréle multidimensionnels

Ce chapitre est composé du papier intitulé “Algebraic Analysis of Linear Multidimensional
Control Systems” co-écrit avec J.F. Pommaret et paru dans IMA Journal of Mathematical Control
and Information, 16 (1999), pp. 275-297.

Le premier but de ce chapitre est d’établir des liens mathématiques entre les opérateurs
différentiels et les modules différentiels. Nous donnons les justifications de certains résultats
utilisés dans les chapitres précédents. Cela pourra sembler un peu technique, mais nous pouvons
seulement garder a l'esprit les deux résultats fondamentaux suivants [96] :

1. A toute suite de Janet formellement exacte

D D D DPn- Da
0—0— B %58, Z5E 5% F —0

correspond la résolution libre suivante du D = K|[dj, ..., d,]-module M a gauche:
0— D Byph-1 —  —yphByph:Dapm_ 4 pm 0.

. A tout D = KJdy,...,dn]-module & droite N,, défini par 0 «— N, +— D! &= pm
correspond un D-module & gauche N, défini par

04— N +— A"T @k D' &% A" T @ D™,
ot Dy est I’adjoint formel de l'opérateur Dy et T' = D; /Dy est le K-module muni du

crochet [P,Q] = PoQ—QoP, VP,Q € D, ou {D,},>p est la filtration par I'ordre de D.
Ainsi, nous obtenons:

ext (N, D) = A"T™* ®k ext(N, D), T* = homg (T, K).

Le second but de ce chapitre est d’étudier en détail les différents types de primalités des
systémes multidimensionnels qui ont été longuement étudiés dans les années 70-90. Voir par
exemple [18, 19, 63, 64, 99, 163, 164]. Rappelons les définitions suivantes.

DEFINITION 0.1. Soit R est une matrice ¢ X p (¢ < p), de rang générique g, a coefficients
dans ’anneau des polynémes C[x, ..., Xa), alors on dit que R est:
— premiére au sens des mineurs, s'il n’existe pas de facteur commun entre tous les mineurs
d’ordre g,
— faiblement premiére au sens des zéros, si les mineurs d’ordre ¢ s’annulent tous seulement

en un nombre fini de points,
— premiére au sens des zéros, s’il n’y a aucun zéro commun entre les mineurs d’ordre gq.

Récemment, 1'utilisation des modules a permis une meilleure compréhension de ces notions
[44, 104, 160]. Nous donnons dans ce chapitre une classification générale de ces différentes
notions de primalités, ainsi que des tests effectifs pour les vérifier. Ces résultats sont basés sur
deux théorémes de 1’analyse algébrique, démontrés par Kashiwara dans [85], qui s’inspirent des
travaux de Palamodov [106] traitant le cas des opérateurs différentiels & coefficients constants.

Les troisiéme but de ce chapitre est de montrer comment utiliser la variété caractéristique et
le support des modules dans 1’étude des pdles et des zéros d’un systéme multidimensionnel.
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ALGEBRAIC ANALYSIS OF LINEAR MULTIDIMENSIONAL CONTROL
SYSTEMS

Abstract The purpose of this paper is to show how to use the modern methods of algebraic
analysis in partial differential control theory, when the input/output relations are defined by sys-
tems of partial differential equations in the continuous case or by multi-shift difference equations
in the discrete case. The essential tool is the duality existing between the theory of differential
modules or D-modules and the formal theory of systems of partial differential equations. We
reformulate and generalize many formal results that can be found in the extensive literature
on multidimensional systems (controllability, primeness concepts, poles and zeros, ...). All the
results are presented through effective algorithms.

Keywords: Control theory, primeness, poles and zeros, multidimensional systems, algebraic

analysis, extension functor, Janet conjecture, formal theory of partial differential equations, dua-
lity, homological algebra, commutative algebra, noncommutative algebra.

1. Introduction

In 1963, R.E. Kalman related, in [83], the controllability of a linear ordinary differential
control system, with constant coefficients, of the form y = Ay + Bu, to the full row rank of the
controllability matrix (B, AB, ..., A™~! B), where m is the number of outputs y. In 1969, this cri-

terion was shown by Hautus [65] to be equivalent to the full row rank of the matrix (A—xI, B) for
all values of the indeterminate x in an attempt to study the transfer matrix (x/ — A)~!B. Then,
more general polynomial systems of the form D(x)y = N(x)u, with D a non degenerate square
matrix, were considered in attempt to study the transfer matrix D(x)™*N(x). In particular,
left-coprimeness conditions for the matrices D and N were given for multi-input/multi-output
(MIMO) systems generalizing the case of single input/single output (SISO) systems, where com-
mon factors of D (denominator) and N (numerator) could disappear in the transfer function
[81]. One must notice that the Kalman criterion came from an explicit integration by means
of exponential of matrices, which is not easily available in the general case. Little by little, the
preceding condition for D and N separately has been reformulated for the full matrix (D, —N) in
terms of Bezout identity, a result showing that controllability is a built-in property of the control
system, not depending on the separation of the variables between inputs and outputs. Meanwhile,
a few people tried to extend these results to matrices over polynomial ring k[x] = k[x1, .. Xn)
in n indeterminates over a field k of constants or to operator matrices with variable coefficients
[46, 86, 104, 105, 163, 164, 160, 168|. It was soon discovered that the case n = 1, where
k[x] is a principal ideal ring, should be distinguished with care from the case n =2 and n > 3
[163, 168]. It is only recently that people paid attention to algebraic analysis, pionneered by
V.P. Palamodov [106] for the constant coefficients case and by M. Kashiwara [85] for the gene-
ral case. We quote in particular the very recent work of U. Oberst [104] showing that a control
system is controllable if and only if the corresponding differential module is torsion-free. See also
(38, 39, 41].

In this paper, the mathematical results are not new and we provide all corresponding refe-
rences as their homological proofs are often awfully delicate. However, the applications to control
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are quite new. In particular, the main purpose of this paper is to combine the formal theory of
differential operators with that of differential modules and a description by extension functors
in order to avoid the introduction of signals spaces, while recovering and generalizing most of
the results previously quoted. As the two main ingredients are the construction of differential
sequences for which symbolic computer packages will be soon available on the one hand and the
construction of formal adjoint of operators one the other hand, we can say that the techniques,
presented in this paper, lead to effective algorithms.

In view of the amount of mathematical tools needed in order to understand algebraic analysis,
we suppose that the reader has a basic familiarity with differential sequences or resolutions and
their use for defining the extension functor [73, 103, 135].

2. Algebraic Analysis

Let us start by recalling and giving some algebraic results which will be useful for the rest
of the paper. For more details, we refer the reader to [73, 103, 132, 135, 139].

2.1. D-modules.

DEFINITION 2.1. A differential ring A with n commuting derivations 8;,... ,0, is a ring
which satisfies Va,b€ A, Vi,7=1,... ,n:

- d;a € A,

- Bi(a+b) = 0;a + 0; b,

— 0Oi(ab) = (G;a) b+ a 0; b,

- 0;0; = 0; 0;.

For applications, the differential ring A will either be a differential field K containing Q
or its subfield of constants k = cst(K) = {a € K|Vi = 1,..n : ;a = 0}. If d,...,d, are

n commuting formal derivative operators, we shall introduce the noetherian ring D = A[d] =
Aldy, ..., dn] of differential operators. Any element of D has the form P = 37|, <, @* dy, where

p = (#1,--- ,Hn) is a multi-index with length | u |= p1+. ..+, a* € Aand d, = (dy)*...(dp)"".
The ring D is a non-commutative integral domain which satisfies

Va,b€ A:ad;(bdj) = abd;d; + a(;b) d;,
and possesses the left (right) Ore property:
Y(P,Q) € D?, 3(U,V) € (D\0)? such that UP =V Q (PU = QYV).

d
EXAMPLE 2.1. The field of rational functions R(t) is a differential field with derivation &
Indeed, Va(t),0 # b(t) € R(t), we have:

d a(t), _ at)blt) — a(t)b()
dt " b(t) b2(t)

€ R(%).

Let D = R(t)[£] be the non-commutative ring of linear operators with coefficients in R(¢). Any
element P € D has the form P =} .. ai(t)(a‘jf)i, with a; € R(%).




232 & ANALYSE ALGEBRIQUE DES SYSTEMES DE CONTROLE MULTIDIMENSIONNELS

In the case of constant coefficients, one can identify the ring of multi-shift difference ope-
rators and the ring of differential operators with the commutative ring of polynomial in many
indeterminates. This is the reason why we shall no longer refer to the multi-shift difference
situation.

In the general case, as D is a non-commutative ring, we define the notion of filtration and
gradation in order to pass from the non-commutative ring D to the commutative ring gr(D)
and thus to use all the results and techniques developped in the commutative case, for the
non-commutative one |7, 93, 107]. Moreover, the ring of differential operators D = A[d] looks
like a polynomial ring and thus we may like to generalize the well-known notion of degree of a
polynomial to a differential operator in D. This can be done by introducing the notion of graded
ring. For more details, see [7, 93, 107].

DEFINITION 2.2. A filtration of an A-algebra D is a sequence of A-modules {D,};en satis-
fying:

1.0=D_1CDyCD,C..CD,

2. Up>oDr =D,

3. D;Ds C Dys.
The associated graded A-algebra gr (D) of D is defined by:

L. gf_(D) = @reN Dr/_JDr—lv o

2. VP € D,/Dy_1,¥Q € Dy/Ds_, : PQ = PQ € Dyys/Drys.
D, /D,_; is called the homogeneous component of degree r of D.

EXAMPLE 2.2. The sequence of A-modules D, = {3 | <, 0" dy,a" € A} is a filtration
of D = Aldy,...,dy,]. In particular, we have Dy = A C D and thus D, is a free left A-module
with basis {d,,0 < |u| < r}. In the next sections, D, will always refer to this filtration and
we shall endow T' = D;/Dqy with a bracket induced by the filtration of D, namely [P,Q] =
Po@Q—-QoP, PQeD.

PROPOSITION 2.1. The natural morphism
gr(D) — A[x11---1 XR]
D,/Dy-13 Xju=r@'dy — E|p|=r a*Xu,

is an isomorphism of A-algebra.

DEFINITION 2.3. Let M be a D-module where D admits the filtration {D,},en. A family
{My}qen of A-modules is a filtration of M if

.0=M_;CMCMC..CM,

2. UQEN Mq = M.,

3. Dqu g Mq.'.f.
The associated graded gr (D)-module G = gr (M) is then defined by:

1. G_= Bqen Gy, with Gy = M, /M, -1,

2. VP € D;/Dy_ 1,V € My/My_, : P = Pm € Mg, /[Mgir_1.

We have the short exact sequence:
(182) 0 — M, — M, — G, —0.
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DEFINITION 2.4. A filtration {M,}4en of a D-module M is called a good filtration if it satisfies
one of the following equivalent conditions:

1. Vg € N, M, is finitely generated over A and there exists p € N such that:

DMy = Mpyr, 7 20,
2. G is a finitely generated gr (D)-module.

EXAMPLE 2.3. 1. Let M be a finitely generated D-module with the set of generators
{e1,...,em}. Then, the filtration M, = Y1~ Dye; is a good filtration as we have G =
Som  gr(D)e;, and thus G is finitely generated over gr(D) by {e1,...,em}.

2. Let M = D be the left D-module and let (M; = Day,)qen be a filtration of M. Then,
we have D, M, = D;D3y; C Dogir & Dogir) = Mr4q and thus (Dzg)gen is not a good
filtration of D.

PROPOSITION 2.2. Let M be a left D-module, then M admits a good filtration if and only if
M is finitely generated over D. Moreover, if M has a good filtration, then

1. Any submodule M’ of M has a good filtration, defined by My = MqyN M’ and M' is finitely
generated over D.

2. Any quotient M" of M has a good filtration, defined by the image of the filtration of M
onto the projection M — M" — 0.

3. If0 — M — M — M" — 0 is a short ezact sequence of filtered modules then we
have the short ezact sequence 0 — G' — G — G" —> 0, where the associated graded
modules G' = gr (M'), G = gr (M) and G" = gr (M") are defined with respect to the above

induced filtrations.

Now, using the graded module gr(M) over the commutative ring gr(D), instead of the D-
module M, we can use the results of algebraic geometry to give an intrinsic definition of the
dimension of a module M.

DEFINITION 2.5. Let M be a finitely generated D-module with a good filtration and let
G = gr(M) be its associated graded gr(D)-module, then the ideal I(M) = y/ann(G) = {a €
gr(D)|3n € N : a"G = 0} does not depend on the filtration of M and we introduce the
characteristic set char(M) = V(I(M)) = {p € spec(gr(D)) | /ann(G) C p}, where spec(gr(D))
is the set of proper prime ideals of gr(D).

The previous definition and proposition lead to the following one [7, 93, 107].

PROPOSITION 2.3. Let M be a finitely generated left D-module admitting a good filtration,
then

1. For r large enough, there ezists a unique Hilbert polynomial H)ps such that dim (M,) =
Hy(r) = Gr%+ ..., where d is the degree of the polynomial. The degree d = d(M) is called
the dimension of M, the coefficient m = m(M) is the multiplicity of M and they do not
depend on the good filtration.

2.If0 — M — M — M" — 0 is an ezact sequence of finitely generated filtered

modules then
(a) char(M) = char(M’) U char(M"),
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(b) HM = H}\.{f + HMu and thus d(M] = max (d((M’],d(M”}) and if d(M") = d(M")
then m(M) = m(M') + m(M").

In the next section, we shall see how to compute effectively the Hilbert polynomial and thus
the dimension and the multiplicity of a D-module M. Now, let us give some basic definitions of
properties of modules that will be at the core of this paper [8, 85].

DEFINITION 2.6. — A D-module M is free if there are elements of M which generate M
and which form an independant family over D.

~ A D-module M is projective if there exist a free D-module F and a D-module N such as:
F = M & N. Hence, the module N is also a projective D-module.

~ A D-module M is reflezive if M = homp(homp(M, D), D).

~ A D-module M is torsion-free if t(M) = {m € M |3p # 0, pm = 0} = 0. We call (M)
the torsion submodule of M. In any case, M /t(M) is a torsion-free D-module.

If D is a principal ideal ring (i.e. any ideal of D is only generated by one element of D), then
any torsion-free module is free and if A = k then, using the Quillen-Suslin theorem [135, 164],
any finitely generated projective module is free. Moreover, it follows immediately from (182) that
M is torsion-free (reflexive, projective, free) whenever G is torsion-free (reflexive, projective, free).
The converse is not true.

EXAMPLE 2.4. The SISO system 3§ —y — u = 0 is torsion-free while the graded part y =0 is
not torsion-free.

2.2. Differential Operators. Let X be a differential manifold of dimension n with local
coordinates ¢ = (z!,...,z") and structrural ring A = C*®(X). We denote by T' = T(X) the
tangent bundle of X and by T* = T*(X) the cotangent bundle of X. By S,;T*, A" T* we shall
mean the ¢t* symetric product of T*, the rt* exterior product of T*. Let E be a vector bundle of
fiber dimension m over X, with local coordinates (z,y), with y = (3!, ...,4™) and we notice that
E is a left A-module. Following [96, 144], we shall use the same notation E for a vector bundle
and for its sheaf of germs of sections. We consider the vector bundle Jy(E) of g—jets of E. Its
fiber at z € X is the quotient of the space of germs of sections of E at z by the subspace of germs
of sections which vanish up to order g at z (f,g € J4(E)z © 0uf(z) = 0,9(2),0 < |u| < q). We
identify Jp(E) with E and we denote the projection of J,(E) onto X by m and the projection of
Jq(E) onto Jy—1(E) by ’”3—1- If £ is a section of E, we denote by j,(£)(x) the equivalence class
of germs of £ at z. We have the following exact sequence [60, 113, 144]:

(183) 0 — S,T*® E —+ J,(E) 2=} J,—1(E) — 0.

Let us recall a few definitions (see [60, 96, 113, 144] for more details).

DEFINITION 2.7. Let F be a vector-bundle over X, of fiber dimension [.

1. A differential operator D = ® o j, : E — F of order q is given by a bundle morphism
®: J,(E) = F, where we may suppose that ® is surjective.

2. The r-prolongation of @ is the unique bundle morphism p,(®) : Jg4r(E) = J;(F) such
that p(®) © jg+r = jr oD = jr 0 P 0 j,.
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. If the kernel R, C J,(E) of @ is a vector bundle, we say that the system of partial
differential (PD) equations R, is defined by D and a solution of R, is a local section £ of
E, over an open set U C X, such that j,(£)(z) € Ry,Vz € U.

. The r** prolongation R, of R, is the kernel of p,(®).
(s) _ _g+r+s

5. We denote by Rﬁr the projection of Ryyrys onto Joir(E), ie., Ryf, =m0 " (Rgtrss).
. Using the sequence (183) and the definition of the r-prolongation of ®, we obtain the
induced map 0,(®) : Sg4,T* @ E = S, T* @ F. We denote by gq4r the kernel of o, and

we call it the symbol of Ry.,. We easily see that gg1r = Rgyr N Sq4-T* @ E.

To help the reader, we provide the local coordinates expressions of the above concepts. The
bundle morphism ® defined by
O: Jy(BF) — F
(z, yﬁ} — (=, ZOSl#IS‘JJSkSm a (z) yﬁ)#
with 1 < 7 <, gives rise to the differential operator D defined by:
Di B — F
(2,6)) — (@1()" = Cocpicqickem 53 (@) 846 (2)),

with 7 = 1,...,l. The system R,, defined by the differential operator D, is given by:

Z af(z)yk=0,1<7<L
0<|pu|<q,1<k<m

The map o,(®) is then defined by:
or(®): Sg++T*QFE — S5 T*®F
{I)Uﬁ-f-u! ]}‘J'| = 4q, |V| = T) = (:‘Bﬂ E“;l:qdyj:r,lskSm a;#(m‘) vft—l-v)'
Now, the Spencer d-sequence is defined by
A*T" ® gg+r+1 L AT R g,

with (J(w)}ﬁ =dz' A wﬁﬂ‘_ where w = (Uf‘jr dz) € A*T* ® ggir41,v = p+ 1;, dz! =dz™ A...
Adgzs, for I = {iy,... ,is} with 43 < ... < i; and |u| = g + r (see [60, 113, 144] for more
details). We easily check that § o § = 0. The resulting cohomology at A*T* ® gg., is denoted
by Hg+r(gq)'

DEFINITION 2.8. The symbol g, of Ry is said to be s-acyclic if H,;H =..=Hg,=0Vr2>
0. The symbol g, is involutive if it is n-acyclic. In particular, every system R, of ordinary
differential equations (ODE) has an involutive symbol. A symbol g, is of finite type if 3r > 0
such that gg4r = 0.

One can prove that the symbol g, of a system R, is such that g4, becomes involutive for
r large enough. If g, is an involutive symbol, we may define integers aj called characters of gq
such that

mn
. (r+i-1)
dlmgq+r = ; WQQ,VT > 0,
and the following relations are satisfied:
1'1

1 dimngaé+...+aq,
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DEFINITION 2.9. A system R, is said to be formally integrable if Vr,s > 0, Ry4, is a vector
bundle and the projection 'rrgi:” : Rgtr+s = Rgyr is surjective. A system R, is tnvolutive if R,
is formally integrable and has an involutive symbol g,.

If ® is sufficiently regular, then R, are vector bundles for any r > 0 and if R, is formally
integrable, then we have the exact sequences for r > 0:

"'Tqir—-l
(184) 0 — gg+r — Rg4r = Rgyr—1 — 0.

COROLLARY 2.1. If the system R, is an tnvolutive system, then

(r+1)!

it _ _9 .n
. ST e

n!

dim (Rg4r) = dim (Rg—1) + Y
i=1

where Rq_; is the projection of Rq onto Jy_1(€).

Accordingly, formal solutions of the system R, depend on aé functions of z!, ag functions of
(z!,2?), ..., and ag functions of (z!,...,2"), a result leading to the famous Cartan-Khiler-Janet
theorem in the analytic case [74, 113].

If the system R, is not formally integrable, then, by adding sufficiently enough equations,
we can bring the system R, to be a formally integrable system Rﬁ, with the same solutions,
by means of a finite algorithm [60, 113]. The knowledge of the latter system, which is the finite
substitute for R = poo(Ry), is essential for studying the formal properties of the given system
and of the corresponding differential module.

DEFINITION 2.10. Let D : E — F be an involutive operator, then there exist n new first
order involutive operators D; : F;_; — F;, with Fy = F, such that the following sequence

D D D D
E—)Fg—l)'Fl-—zi' —EPFn—}O,

is stricly ezact, i.e., the operator D; generates all the compatibility conditions of D;_; and the
sequence is exact at any order on the jet level. This sequence is called the Janet sequence of D.

2.3. Duality. Using coordinates (z,y) for E, we may identify Dy = Dy' + ... + Dy™
with D™. We shall denote by J, the bundle of g-jets of the trivial vector bundle X x R. As
the transitions laws of Jy(E) are obtained from the coordinates changes § = a(z)y of E by
differentiating up to order g, in case of a single y and a € A, we may obtain a right A-module
structure on J;. Comparing now the two formal relations at first order

i =ay; + (0;a)y
i®Y =di®ay
=dia®y
= (ad,-+61-a)®y
=ad;@y+0;a®y,
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we obtain therefore by prolongation the identification J,(E) = J; ®4 E, where E is equipped
with its left A-module structure, while J, is equipped with the above right A-module structure
[96]. The duality between differential geometry and differential algebra is obtained by setting

J: = homa(Jg, A) = Dy = Jo(E)* = Dy(E) = D, ®4 E*,

whenever (X, A) is a ringed space [96] (see also the introduction of [85] and [62]). Such a result
explains the multi-index contraction Y a*y, whenever the operator )_a*d, is applied to the
single differential indeterminates y. Accordingly, we can define a differential module M by the
cokernel in the exact sequence of modules:

DR4F*—D®@uE*— M —0,

or simply
D! - D™ — M — 0,

in the trivial case, if dim(E) = m, dim(F) = [. Hence, from the exactness of the contravariant
functor homy4(-, A), we obtain the exact sequence 0 = Roo = Jo(E) = Joo(F), where Roo =
poo(Ry) = hom (M, A) (see [62] and [96] ), and the main difficulty is that certain properties of
M , using injective limits, are not easily interpreted as properties of Roo, using projective limits
and vice-versa. When D is involutive and sufficiently regular, we notice that a canonical finite
resolution of the sheaf © of solutions of D, is of the form of the Janet sequence with F' = Fp,
dim(F;) = I, and dim(E) = m,

(185) 0— 6 —ELR2rE. BE e,

where D; represents all the compatibility conditions of D;_1. The sequence (185) provides, by
duality, a finite free resolution of M [73, 103, 135]:

(186) 04— Me—Dm¢2 plo 2L ph P2 P phaiy .,

The problem is to study the properties of a m x [-matrix, acting on column vectors on the right, in
the operator sense or on row vectors on the left, in the module sense. Accordingly, a preliminary
problem for being able to deal equivalently with D or with M is to bring effectively D or R,
to formal integrability or even to involutiveness, in such a way that R, = My = hom4(M,, A)
and g, = G} = homa(Gy, A). In that case, the sequence (184) for r = 0 is the dual with respect
to homa(-, A) of the sequence (182) if D has coefficients in A, and E, F are trivial bundles.
This result provides an effective way to compute the Hilbert polynomial and to justify the
comment after proposition 3. Indeed, we have defined an algebraic set over k or K, namely the
characteristic set char(M) = supp(G) of M as the support of G, namely the set of prime ideals
of gr(D), containing the annihilator ann(G) of G = gr(M). Keeping the word variety for an
irreductible algebraic set, we notice that the dimension dim(M) = d(M) of the D-module M is
the maximum dimension over an algebraic closure of k or K of the varieties corresponding to the
minimum prime ideals in char(M), i.e., the degree d of the Hilbert polynomial H)s. Equivalently,
to avoid dealing with many irreductible components, the Hilbert-Serre theorem says that d(M) is
equal to the maximum number of non-zero characters a}} [139]. We denote by cd(M) = n—d(M)
the codimension of char(M).
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It is important to notice that the dualities homy(+, A) and homp(-, D) that will be systema-
tically used in this paper can lead to effective computations and provide a formal interpretation
of the behavioural approach used by Oberst [104, 105] and Willems [159].

We present the eztension functor in the operator language (see [73, 103, 135] for a module
approach). If D : E — F is a differential operator of order g, we denote by ad(D)= D:F =
A*T* @ F* — E = A" T* @ E*, the formal adjoint of D. The operator D is of the same order
than D, with coefficients in A. The formal adjoint D : F — E can be easily computed by using
the following three rules:

— The adjoint of a matrix (zero order operator) is the transposed matrix.

— The adjoint of 9; is —0;. o

— For two linear PD operators P, @ that can be composed: Po Q = Qo

Moreover, we have the following relation

< p, D€ >=< Dy, £ > +d("),
with d the exterior derivative. We easily check that :

D=D.
We compute the adjoint of an operator by multiplying it by test functions on the left and
integrating the result by part, as we could do for distributions.
It is important to notice firstly that D may not be formally integrable when D is formally
integrable and secondly that D, may not generate all the compatibility conditions of Dr41 in the
adjoint of the Janet sequence (185). Let us give an example.

EXAMPLE 2.5. We take the operator D : £ — 7 defined on sections, by
{ € =1,
8226 = "’?2:
and we easily see that the compatibility condition of D is the operator D; : n — (, defined by
01m? — Ban' = (. Then, the adjoint D; : A = u of D; is given by:

{ 32/\=,U.1,
- = ps.

The compatibility condition of Ds : ¢ — v is defined by the operator 81 + Gopg = v, which is
not the adjoint D of the operator D, defined by 012 u1 + Go2 2 = v.

One can roughly say that ext,(M, D) measures the defect of exactness at F,_; in the adjoint
sequence. However, as extl,(M, D) does not depend on the presentation of M, the previous
definition by means of the Janet sequence is, by far, the best one though one could use the
second Spencer sequence too (another finite free resolution of the sheaf © of solutions of D)
[96, 113, 144], namely (do not confuse among standard notations)

(187) 0—0-2 0203 . v, —0,

and one could measure the defect of exactness at C, by dealing only with first order operators
D, though with many more unknowns (take for example E = T, F = A"T* and for D the
divergence operator).
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The first key result of algebraic analysis is the following theorem relating the vanishing of
the extension functor to the codimension of the characteristic set [85, 106].

THEOREM 2.1. cd(M) > r & ext),(M,D) =0, Vi <r.L.

The second key result, instead of looking for the compatibility conditions D, of a differential
operator D, deals with the converse problem of looking for a potential-like expression of D, namely
to know whether one can find an operator D_; : E_; — Ey = E such that D generates all
the compatibility conditions of D_; (85, 106]. For example, one may keep in mind the Poincaré
sequence for the exterior derivative. If there exists such an operator D_,, we say that the operator
D is parametrized by D_;.

THEOREM 2.2. There exists a sequence of differential operators
D, D_, D- D-
E._.,- — E—T-H 41 —g E_l —-‘ Eg 2" F,
where each operator generates all the compatibility conditions of the preceding one, if and only if

ext’,(N,D) =0, Vi = 1,...,r whenever N is the differential module determined by the operator
D, ezactly as M was determined by D.

Taking into account the fact that the ext modules do not depend on a chosen resolution, the
above conditions can be checked effectively as we just need to construct the adjoint operator, find
a sequence of compatibility conditions with length r, dualize it and check whether the adjoint
sequence is formally exact, i.e., each operator generates exactly the compatibility conditions of
the preceding one. The global dimension of D is n because, using the Spencer sequence (187),
we obtain at once ext’,(M,D) =0, Vi > n.

EXAMPLE 2.6. Let us take the divergence operator D : £ = 7, in R®, defined by
BE + % +38 =1

Dualizing the divergence operator, we obtain the operator D : 4 — v, defined by

_al B =1,

=0 pp = vy,

—03 pp = v3,
which is nothing else than minus the gradient operator. We let the reader check by himself
that the compatibility condition D_, of D is minus the curl operator and the adjoint of D_,
is still the curl operator, i.e., the curl is a self-adjoint operator. The compatibility condition of
the curl operator D_; is the divergence and thus D is parametrized by the curl operator D_;.
In other words, if M is the D-module defined by D, we have ext},(N, D) = 0, where N is the
D-module defined by D. Moreover, we can check that the compatibilty condition D_5 of D_;
is minus the divergence operator and thus its adjoint D_» is the gradient which parametrizes
the curl, i.e., ext% (N, D) = 0. We shall see in the next section that if D is a formally surjective
operator, that is without any compatibility conditions, then N is a torsion D-module and thus
homp (N, D) = ext) (N, D) = 0. Using theorem 2.1, we obtain cd(N) > 2 « d(N) = 0, that

1. En fait, nous avons j(M) = min{i|exth(M,D) # 0} = cd(M), ou j(M) est appelé le grade du
D-module M. Nous avons donc la relation d(M) + j(M) = n.
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is, aj['b) =0, Vi = 1,...,3, and we find back that the solutions of the gradient operator only
depend on constants.

It is essential to notice that the right D-module N, = A"T* ®4 N, obtained from the left

D-module N = N; by the side changing functor [8, 93], must not be confused with M =
homp(M, D) as we have the exact sequence

(188) 0—M-—E®4D—F®4D— N, — 0,

and thus we have the relation: ext},(Nr,D} = ext‘gz(homp(M,D),D), Vi > 3. Finally, the
result 3.1.1 will prove that ext, (N, D) only depends on M, i > 1. In fact, as a much stronger but
delicate result, one can prove? that N and ext%(N, D) = homp(N, D) = N are only determined
up to a projective equivalence, according to the Schanuel’s lemma [73, 103, 135] and the exact
sequence of left D-modules:

(189) 0— N, -DQF*—D®E* — M — 0.

3. Applications to Control Theory

We shall now divide the properties of control systems into two categories, depending on the
fact that they do or do not depend on a separation of the variables of the control system between
input and output.

3.1. Structural Properties. We first study the properties that do not depend on such a
separation.

3.1.1. Primeness. The key idea, not evident at all intuitively, is to use D or N instead of D
or M in order to achieve a classification of modules:

free C projective C ... C reflexive C torsion-free.

First of all, we recall that M is torsion-free (reflexive) if and only if the central morphism in the
long exact sequence of left D-modules®
0 — exth(N;,D) — M — homp(homp(M, D), D) — ext?,(N,, D) — 0,
m— €(m),
with V f € homp(M, D) : e(m)(f) = f(m), is injective (bijective) [85, 106].
DEFINITION 3.1. We shall say that a control system, defined by an operator D, is controllable

if one cannot find locally any autonomous elements, namely any scalar differential combination
¢ = AE, satisfying at least one PDE of the form B({ = 0 whenever D¢ = 0.

Then, we have the following corollary.

COROLLARY 3.1. The following assertions are equivalent |85, 106, 113, 111|:

1. The control system defined by D is controllable.
. The operator D 1is parametrizable by a D_;.
. The D-module M 1s torsion-free.
. exth(N;, D) = A" T* ® 4 ext} (N, D) = 0.

2. Voir le théoréme 1.2 du chapitre 3.
3. Voir la proposition 2.9 du chapitre 3
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REMARK 3.1. Moreover, if D is formally surjective, that is D; = 0, then homp(N, D) =

exth(N,D) = 0 B! cd(V) > 1 & d(N) < n—1 al(N) = 0 ¢ Nis a torsion module.
Then, M is torsion-free = extiD(N,D) =0,Vi<1l=cd(N)>2=d(N) <n-—2 and we re-
establish the concept of minor left-primeness (MLP) [46, 104, 163, 160, 168] for the operator
matrix representing D. One must care that, in the variable coefficient case, the matrix of D is
not just the transposed of the matrix of D. In the particular case n = 1, we find back the Hautus
test [65] and the fact that the control system is controllable if and only if D is injective [115].
In that case, there is a lift-operator P : E — F such that PoD = id; and thus Do P =idF, a

result amounting to the forward and reversed generalized Bezout 1dentities (81, 118]. When D is
not surjective, the above result amounts to generalized factor left primeness (see [104, 163, 168]

and p.12 of [160]).
COROLLARY 3.2. M is reflezive < ext,(N,D) =0,V i=1,2.
REMARK 3.2. Moreover, if D is surjective, reasoning as before, we get d(N) < n — 3. The

divergence operator provides a good example of a reflexive module which is nevertheless not
projective because ext}, (N, D) # 0.

Going on along theorem 2.2 with increasing r, we reach the case ext},(N,D) = 0, Vi =
1,..,n — 1, that is, d(/N) = 0 when D is surjective, and this is the concept of weakly zero left-
primeness (104, 160, 168]. A particular example is provided by a system of finite type or
holonomic module N such that I(N) = (x1, ..., Xn) = the algebraic set char(V) is reduced to the
origin and ext,(N,D) =0, Vi #n. As Nisa differential module too, we have exth,(N,D) =
0, Vi > n and we are left with the only case ext},(N,D) = 0,Vi > 1.

COROLLARY 3.3. M is projective < ext},(N,D) =0,V i > 1.

PROOF. In general, when D is not surjective, as the ext’,(N,D) do not depend on the
resolution of N, we may bring D to involutiveness and use the corresponding Spencer sequence
(187) to construct inductively the lift operators P, of the Spencer operators D, in such a way that
D, o P.o D, = D,. More precisely, if D = D is involutive, it follows from ext” H(N,D) = 0 that
Dn is injective and admits therefore a left-inverse P such that P, oDn = 1dc. or D,oP, =idc,.
However, we have (1dc D 6 Pn) o D, = 0 while D,,_y 0D, =0 and D,,_; represents all the

compatibility conditions of D,, because ext’y (N, D) = 0. Hence, there is an operator P,_; such
that Dy 0o B + Py_y0Dp_y = ids | or eqmva.lently P,oDy + Dp_y 0 P,_ =idg,_, leading
to Dp_10P,_10D,_1 = D,_; and so on (see [118] for more details). Accordinglyl_ N itself is

projective and M is projective in (188). As M is already reflexive, we have M = M and M is
projective too. Conversely, if M is projective, the exact sequence (189) splits and thus, applying
homp(-, D), it follows that the exact sequence (188) splits too, that is N, and N are projective
D-modules, a fact leading to extfg(N,D) =0,V i > 1. We notice that the choice A = K or k is
essential in the proof in order to insure the possibility to have a finite free resolution of length
n. O

REMARK 3.3. Moreover, when D is surjective, we obtain ext},(N,D) = 0, Vi > 0 and
thus d(N) = —1 that is char(N) = 0 and this is only possible if N = 0. Hence, D admits
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a lift and M is a projective module [118]. We find the generalization of zero left-primeness
[46, 104, 163, 168, 160] as we are now dealing with variable coefficients.

In the commutative case, one may use ann(M) instead of ann(G) [104, 105]. Finally, when
D = k[d] is commutative, it is known that ann(M) and ann(G) define algebraic sets with the
same dimension, according to the Hilbert-Serre theorem [139]. Hence, such a generalization
of all existing results explains the existence of a whole range of “possible types of primeness”
conjectured in [160].

EXAMPLE 3.1. When n = 1, only one single type of primeness is left. Dealing with a formally
integrable Kalman system —y + Ay + Bu = 0 and multiplying it on the left by a row vector of
test functions A, we find for the kernel of D:

A+AA=0,
AB =0,

and the Kalman test surprisingly amounts to the injectivity of the non-formally integrable ope-
rator D, a result also equivalent to the lack of first integrals [115, 121].

= AB=0=>AAB=0=)A’B=0=..=>AA™ 1B =0,

EXAMPLE 3.2. The system 8; £! 482 £2 = 0 defines a torsion-free D-module with a first order
parametrization, which is nevertheless not projective, whereas 8y £! + 89 €2 — 22 ¢! = 0 defines
a projective (but not free) and thus reflexive D-module which is automatically torsion-free and
admits a second order parametrization.

EXAMPLE 3.3. The last operator D,, in a Janet sequence always provides a projective mo-
dule. 4

EXAMPLE 3.4. With n = 3, let us consider the second order system

0336 — 0136 — 3£ =0,
0238 — 0126 — R E=0,
00 — 0126 =0,

with characters a3 = 3,02 = 0,03 = 0. The algebraic sets defined by ann(M) and ann(G) are
different though they are both unions of 3 varieties of dimension 1, and thus have the same
dimension.

EXAMPLE 3.5. The case of a surjective operator D : E — F with dim(E) = dim(F) is stan-
dard in physics (wave equations in elasticity, electromagnetism, ...). Indeed, M is a torsion module
and thus ext% (M, D) = homp(M,D) = 0 = cd(M) > 1. If cd(M) = 1, then ext},(M,D) # 0
and D is a determined operator which is therefore always formally integrable. A good example
is the Cauchy-Riemann system defining holomorphic transformations. However, if cd(M) > 2
then exth(M,D) = 0 = N = 0. It follows that D is invertible, a fact showing that D is not
formally integrable. This result implies that M = 0. We have thus obtained a simple proof of the
conjecture stated by M. Janet in 1920 [75] and first solved by J. Johnson in [80], saying that,
for a system of this kind, there is a whole gap in the possible dimensions of the corresponding

4. La suite formellement exacte (187) correspondant a une résolution libre de longueur n du D-module
a gauche M = D™ /D'D, o D : E — Fy. La suite de Janet de D correspond A une résolution libre de longueur
n+ 1 du D-module M. D’ou, le résultat grace a la proposition 1.11 du chapitre “Algébre homologique”.
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modules. The following second order system, with n = 2, dim(E)=dim(F)=2, provides a good
example [74, 113]
€ + 08 -2 =17,
{ B2 €' + 0226 + €1 =1,
and one can easily checked that the square matrix of D is unimodular with determinant equal
to 1.

3.1.2. Pure Modules. We end this part with a generalization of the torsion-free property of a
module and we follow [8]. In order to explain this extremely useful new direction for applications,
we first provide a few examples.

EXAMPLE 3.6. Starting with the system

{ y22 =0,
Y12 = 01
we notice that z = y; only satisfies zo = 0 while z = y, does satisfy z; = 0, and 2z = 0. Thus,
Cd{D y;} =1and Cd(D yg) =().
Hence, we may distinguish the torsion elements of a differential module according to the pro-

perties of the system of PDE they satisfy. Two examples from engineering science will particulary
well illustrate the different behaviour of various torsion elements.

EXAMPLE 3.7. In the linearized system for Euler equation for an incompressible fluid [114],
namely
V.7 =0,
% —
—+Vp=0
Y +Vvp=\,
where ¥ is the speed and p the pressure of the fluid, one notices that we have the PDE

3(A7) _
e
Similarly, the Boussinesq stationary system for the Bénard problem [113, 112], namely

V.5=0,

AT —-0g—-Vrm=0,

A0 —g.v=0,
where § = (0,0, —g) is the gravity while m and 6 are perturbations of the pressure and tempera-
ture, we obtain from the vector analysis

AAAG — g* (811 + 822) 0 = 0,
though, setting w = 8; vo — &2 v1, we only get Aw = 0.

Ap=0, 0.

Accordingly, among the elements of a differential module, one can find the elements which are
free, i.e., they do not satisfy any PDE, and the others (torsion elements) which are constrained
by at least one PDE.

DEFINITION 3.2. 1. We introduce the D-submodules t.(M) = {m € M|cd(Dm) > r},
with to(M) = t(M), the torsion submodule of M.
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9. A D-module is said to be r-pure if t,(M) = 0 and t,—1(M) = M.

The chain of inclusions
0 = t,(M) C ta1(M) C ... C t1(M) C to(M) = t(M) C M,
will be particularly useful for studying the specific properties of engineering quantities that can
be observed experimentally by decoupling them from other quantities. Of course, tr—1(M)/t, (M)
is r-pure and one has the following delicate criterion for knowing whether a differential module
is r-pure or not [8]

THEOREM 3.1. M is r-pure & M C ext](ext},(M, D), D), with cd(M) =r.

COROLLARY 3.4. When M is r-pure then char(M) is r-equidimensional, namely it can be
decomposed into irreductible components of the same dimension r.

We notice that the above criterion generalizes the situation of the torsion-free modules des-
cribed in corollary 3.1 for the case r = 0.

EXAMPLE 3.8. Without the previous criterion, it is not evident to prove that the differential
module provided by example 3.4 is 2-pure and thus that the corresponding adjoint operator is
torsion-free. More generally, any differential module defined by a finite type system is automati-
cally n-pure. This is particulary clear in 9-dimensional elasticity, with D : (§1,&2) — (B &1 =
€11, %(81 §2 + 6261) = 612,3252 = 622), Dyie— O €22 + 099 €11 — 2012 €12 = 0, deﬁning the
strain tensor and its compatibility condition, while the adjoint sequence allows to parametrize
the stress equation by D, acting on the Airy function.

To our knowledge, it does not seem that such a classification of systems/modules has ever
been applied. Another striking useful theorem is provided by the following non trivial theorem
[85, 106].

THEOREM 3.2. We have the following relation:

char(M) = Uj, char (ext’, (M, D)).

EXAMPLE 3.9. If D; denotes the compatibility conditions of D and D generates the compa-
tibility conditions of Dy, in_such a way that both the module M determined by D and the
module N determined by D; are torsion modules, then both D, and D are surjective and
char(M) = char(N). This result generalizes the equality of the primeness degrees of left and
right factor matrix descriptions of a given transfer matrix (see p. 74 of [160]). A typical example
of this situation is provided by examples 3.4 and 3.8.

3.2. Input/Output Properties. We now turn to the properties involving inputs and out-
puts. First of all, we do not suppose here that inputs determine a maximum free differential
submodule of M, though it is a possible choice. Accordingly, many concepts in control theory
are based upon the two types of exact sequences that can be constructed from M

(190) 0 — t(M) — M — M/t(M) — 0,
(191) 0—F—M— M/F — 0,

where t(M) is the torsion submodule of M and F is a maximum free submodule of M. We
notice that M/t(M) is torsion-free while M/F is a torsion module. Setting S = D\{0}, we may
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construct the field Q(D) = S~'D = DS™! of quotients of D and tensor by Q(D) the previous
sequences in order to kill their torsion modules [85, 104, 119]. Such a construction, which is
basic in algebraic analysis, gives the way to generalize the transfer matrix approach, even for
variable coefficients, by considering the localization S~!M = Q(D) ® p M, without any reference
to the Laplace transform [104, 119]. If we already know that M is torsion-free, it may provide
a parametrization of D generalizing the controller form for OD control systems [81]. For more
details, see [119]. We notice that M/t(M) and M/F are two specializations of M giving rise
to two subsystems Ry, and Ry of Ry. Taking into account that ¢{(M) N F = 0, we obtain the
following commutative and exact diagram

0 — 0

1
0— t(M)
|
0— t(M)
1
0

l

L]
c¢—§<—§<— N o

M/t(M) — 0

—
-

)

M/tM)® F) — 0,

and, dualizing it, we obtain the following commutative and exact diagram

0 0
T T

0 «— Ryw/Rl, = Rx/R}, +—0
/) ) T

0¢— Ry/Ry, +— PR <+ R, —
l T

0+— Rw/R, «— R <+— RLNR; +—0,
T T t
0 0 0

which provides at once the relation R = R{, + Rg,. This very basic reason, hidden in the
underlying possible confusion concerning the choice of input and output, comes from the fact
that, when n = 1, any torsion-free module is free and the first of the two preceding sequences
splits. However, the resulting backward sequence must not be confused in general with the second
sequence and the two sequences must be distinguished with care. In particular, only the first one
entirely depends on M and provides the so-called minimum realization [104, 119].

As input and output play here a reciprocal role and are made by elements of M, we shall
consider two different differential submodules M;, and My, of M such that M;, + My, may be
a strict differential submodule of M if there are latent variables. We do not suppose that M/M;,
is a torsion module. The main construction is to introduce (M) and set M| = M, + t(M),
M! . = Moy +t(M) in M. Then, the idea of the minimal realization is to replace Mj,, Moy and

out

M by M [t(M) = Min/(Min Nt(M)), Ml /H(M) = Mou/(Mow N£(M)) and M/t(M) in order
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to deal only with torsion-free modules, always keeping in mind that the differential rank rkp(M)
of M, namely the last character, is intrinsically defined, does not depend on the presentation
and is additive, that is to say, if 0 — M’ — M — M" — 0 is a short exact sequence of
differential modules then rkp(M)=rkp(M')+rkp(M"). This is exactly the module analogue of
the differential transcendence degree in differential algebra [87, 132] and one can prove that
it is equal to the Euler characteristic of M. If one chooses Mj, = F as already defined, then
FNt(M)=0and M/ /t(M) = F can always be considered as a submodule of M/{(M).

The final idea is to define poles and zeros for multidimensional systems [104, 105, 160, 161].
First of all, we have seen (proposition 2.2) that if

0— M L M5 M —0,

is a short exact sequence of modules and if M is filtered, we can endow M’ and M" with the
induced filtration M; = M' N M,, My = g(M,) and obtain, for these filtrations, the short exact

sequence
0— G —G—G"—0,

of associated graded modules. Taking the radicals of the respective annhililators, we get

v/ann(G) = y/ann(G’) N y/ann(G”),

and thus
char(M) = char(M') U char(M"),
as the characteristic set does not depend on the filtration (see proposition 2.3). As we are dealing
with finitely generated modules, we also recall® that, in the commutative case, the support
supp(M) of a module M is the set of proper prime ideals of the corresponding ring, that contain
the annihilator of M over the ring. The key point, in order to generalize the concept of transfer
matrix approach, is to localize the graded sequence with respect to a prime ideal and get the
short exact sequence
0—>G;—+Gp—>G’p’—+0,
with p € spec(A[x]), but we can also localize the filtered sequence when D is commutative. In
the case of the SISO-system defined in example 2.4, we get (x — 1)y = u, and we can divide by
x — 1 provided x # 1. Hence, the trick is to notice that G}, = G, if and only if Gg = 0, that is
p & supp(G"), the true reason for looking at char(M").
If N is any submodule of M, setting N’ = N + t(M), we have the following commutative

and exact diagram,

0 0 0

{ X} d

0— t(M)NN — N — N/t(M) —0
} 1 \

0— t(M) — M — M/t(M) —0
{ \) .

0— t(M)/t((M)NN) — M/N — M/N'" —0,
l 1
0 0

5. Voir la proposition 2.35 du chapitre 2.
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both with the isomorphisms:
(194) t(M)/(t(M)NN)= N'/N,
(195) N/(t(M)NN) = N'/t(M).

Setting Min, Moy and M, + Moy, in place of N, we get similar commutative and exact
diagrams, both with short exact sequences of the type

(196) B— Min — Min %+ Mout — (Min + Mout)/Min — 0:
(19?) 0— Mifn — Mifn + Méut —7 (Mirn = Méut]/Mirn — U'!

and similar sequences with in and out interchanged.
Now, we have in general an exact sequence of the form

(198) 0 — N — N' — t(M)/(t(M) N N) — 0,

and similar sequences with Mi,, Moy and Mip+ Moy in place of N. Combining the two preceding

sequences starting respectively with M, and M; , we obtain the short exact sequence:

(199)
0 — (t(M) N (Min + Moyt))/(t(M) N Mip) — (Min + Mout)/Min — (M, + M) /M;, — 0,

which is not evident at first sight and where many of the previous modules do appear.

We claim that all poles and zeros considered in classical control theory are only examples
of the characteristic sets of the modules introduced above and all the relations among poles
and zeros come from the preceding exact diagrams/sequences and using the additive property of
char(-) (see proposition 2.3). Of course, it is essential to notice the fact that the identification
of char(M) with supp(G) when G = gr(M) only allows to use proper prime ideals of A[x], a
reason for setting char(0)=0. Also, if A = k, we can use supp(M) instead of supp(G) exactly as
it has been proposed in [17, 161]. The advantage of our definition is that it covers the variable
coefficient case as well by introducing another type of algebraic sets having the same dimension
as the one that could be introduced in the constant coefficient case. Hence, both sets provide the
same dimension numbers in the constant coefficient case though only the characteristic sets can
be used in the variable coefficient case. For this reason, we shall provide the following definitions
for the general situation but refer, for simplicity, between brackets, to the standard names that
could be used with “supp” instead of “char”.

— { observables poles }=char((Min + Mout)/Min),

— { transmission poles }=char((Mj, + M},,)/M},),

- { input decoupling zeros}=char(t(M)),

— { input-output decoupling zeros }=char(¢(M)/(t(M) N (Min + Mout))),

we obtain from the last exact sequence with evident notations:
{ob. p.} U {i.o.d.z.} U char(¢(M) N Mi,) = {tr. p.} + {i.d.z.}.

If M;, is identifed with F, we obtain therefore t(M) N M;j, = 0 and we recover the formula (23)
of [17].
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We may recapitulate the various modules involved on the following picture, explaining all
the situations that can be met in the range of applications.

M

T
Mi,n * M(;I.It
i ™y
Mirn T Méut
™ A
oM 1
Min T Mout

™ e
0

Introducing also the sets:

— {system poles} = char(M/My),
~ {output decoupling zeros} = char(M/(Miy + Mout)),

and using the short exact sequence
0 — (Min + Mout)/Min — M/Min, — M/(Min + Moy:) — 0,
we obtain, with evident notations:
{sys. p.} = {ob.p.} + {o.d.z.}.

However, in pratice, there is no loss of generality in supposing M = M;; + Myy. In such a
simple situation, assuming moreover t(M) N M;, = 0 and combining the preceding results, we
get:

{syst. p.} = {ob. p} = {tr. p.} + {i.d.z.}.
Also, in general we may thus introduce the set:

{hidden modes} = char(M/(M;, + M_;)) U char(t(M) N (Min + Mout)),

and we obtain the relation (compare with [17]):
{h.m.} U {i.od.z.} = {i.d.z.} U {o.d.z.}.

In particular, if M = Mi,+ Moy, then {i.0.d.z.} = {o.d. z.} = 0 and we only get {h.m.} = {i.d.z.}
in a coherent way. _

The preceding results prove that input and output play a similar role and that it is thus
better to use the only word “zero”, “supp” or “char” for the corresponding modules and not the
word “pole”. Also, despite the fact that duality seems to appear only in the diagrams (192) and
(193), it is in fact of constant use for constructing the characteristic sets of the various modules
involved by looking at the corresponding systems.

EXAMPLE 3.10. If we have a SISO system y — y = u with input u satisfying & + u = 0, we
obtain § —y = 0 and thus supp(M)={(x — 1), (x + 1)} while supp(¢(M) N M;,) = {(x+1)} and
we find the hidden mode (x + 1). Such a situation can happen in an electrical LCR circuit if we
suppose conditions on a voltage input.
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4. Conclusion

We hope to have convinced the reader that, despite the difficulty of the underlying mathe-
matical tools, the formal methods of algebraic analysis allow to clarify and unify many existing
results on multidimensional control systems. In most cases, the corresponding algorithms are
effective and can easily be checked. Finally, this approach can separate the intrinsic/built-in pro-
perties of a control system such as torsion-freeness or pureness, from the other properties that
depend on the choice of input and output. Meanwhile, another essential aspect is the possibility
to bring the study of modules over non-commutative rings to the simpler study of modules over
commutative rings. We do believe that none of the results presented here could be obtained
without the use of the extension functor and/or duality, a fact explaining why it took such a
long time to estabish a link between algebraic analysis and control theory.

5. Exemples

EXAMPLE 5.1. Let us consider the system defined by the first two rows of the curl operator
in R?, namely:

{ —d3y? +day® =0,
dzy' —dyy® =0.

The corresponding differential operator D; : n — ( is defined by:
{ G o =

&' —ohn® =2
D, is a surjective operator, and its adjoint D; : A — p is defined by:
—03 X2 =,

63A1 = M2,
01 A — Go A1 = p3.

The kernel of the operator D; is defined by the following involutive system:

_33’\2=01
83’\1 =01
A Ag — A =0.

The dimension of this system is 2, i.e. we need to give a function of two variables to determine
uniquely a general solution. Using theorem 2.1 and the fact that d(N) =2 = cd(N) =3-2=1,
we obtain ext},(N,D) # 0 and thus we know without any computations that M has torsion
elements. In fact, we let the reader check by himself that z = —d, y! + d; ¥ is a torsion element
of M = D3/D? D satisfying d3 z = 0.

Let us give an example treating the first and the second sets of Maxwell equations.

EXAMPLE 5.2. The electromagnetism field (B, E) comes from the electromagnetism poten-
tial (A, —V) by the differential operator D; : Fyg — F; defined by:

VAA=B,

-V - =
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These equations admit compatibility conditions defined by the first part of the Maxwell equations:

- —

V.B=0,

~ = OB

VAE+ —=0.

ot ¢

If we put a second member (k!,%?) on the first part of the Maxwell equations, we find one
compatibility equation, defined by:

9.1

%‘- ~V.R2=0.

Hence, we have the following formally exact sequence:
D D D,
Fop — F, =3 F, = F; — 0.
The use of space-time formalism while z* = ct and of special relativity amounts to rewrite such
a sequence in the intrinsic form of the Poincaré sequence for the exterior derivative:
d
T Sy AT Sy AT 2y AT — 0,
By easy computations and using example 2.6, we easily verify that, up to a sign, the adjoint
—D5 : ™ — 0 of D3 is defined by

(200)

and, we verify that the compatibility condition D3 w = 6 is exactly the operator —Dy: Fy = Fy,
defined by:

(201)

This is the parametrization of the inductions by the pseudo-potentials. The formal adjoint of D;
is defined by multiplying D; by (H,—D) and integrating the result by parts
A d(-D)
ot

ﬁ[e’AE)+(—ﬁ)(—VV—E)=—(€’/\I—?+ )A— (-V.(-D))V +...

and we finally obtain, up to a sign, the operator —D, : F| — F, defined by
© A i + 4 (&D) _7

~V.(=D) =p,
where 7is the density of current and p is the density of electric charge. Moreover, the compatibility
conditions of (201) is exactly —D;. The compatibility conditions of —Dy is given by:
dp
at

and thus, we have the following formally exact sequence

(202) +V.7=0,

0 B R R R R o,
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where we have denoted by Q the kernel of —Ds. Again in space-time formalism, this sequence is
isomorphic to the Poincaré sequence which is therefore said to be self-adjoint. The operator D,
determines a torsion-free left D = R[d;, ds,d3,ds]-module if the compatibility conditions of the
adjoint of (202) are generated by D;. We easily see that Dy : E — Fj is defined by

VeE=A,

%=V

and its compatibility condition is exactly D;. Finally, we have the formally and locally exact
sequence

(203)

0—0—EXR2A 2RI —0,
where © is the kernel of the operator Dy.
Let us denote by M; the left D-module determined by D;
0 +— M; +— Dni-1 &% pri
for 2 = 0,...,3 and by N;, the right D-module defined by the following finite presentation
D By pri N, —0

and by N; the left D-module determined by D;, that is to say:

D" 22 pri y N; — 0,

then, we have:
1. exth,(N3, D) = ext},(N3,, D) = 0,i = 1,...,3, ext},(N3,,D) = D/D*Dy = M3 is just
better than a reflexive module in the Kashiwara-Palamodov classification, but Mj is not
a projective D-module.
2. extH(N2, D) = extp(Nep, D) = 0,4 = 1,2, ext‘})(Ngr,D) = D/D*Dy = M; is just a
reflexive D-module,
3. exth (N1, D) = exth (N1, D) = 0, ext%(Ny,,D) = D/D*Dy => M, is just a torsion-free
D-module,
4, extb(Ng,) = D/D"‘Dg = My = M, is a torsion D-module.
The operator Dj is a formz?.lly surjective operator thus d(Ns,) < n — 1. Hence, using theorem
) 2.1,_we can know which ext’,(N3,, D) is non zero by only computing the dimension of the kernel
of D3, i.e. the dimension of Q. The system D37 = 0 is of finite type because any solution of this
system only depends on four arbitrary constants. Thus, we obtain:

d(Ns3;) = 0 = exth(N3,, D) = 0,4 =1,...,3, ext},(N3,, D) #0.
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1. INTRODUCTION

CHAPITRE 9

Commande optimale des systémes multidimensionnels

Ce chapitre est composé du papier intitulé “A Formal Approach of Optimal Control”, co-écrit
avec J.F. Pommaret et soumis pour publication au journal “International Journal of Control”.

On sait que les techniques du calcul variationnel (avec ou sans contraintes), reposant sur
des intégrations par partie, conduisent a des méthodes voisines de celles de la dualité pour des
opérateurs différentiels. Le but de ce chapitre est de montrer comment utiliser les propriétés
intrinséques d'un systéme, et en particulier la contrélabilité, dans 'étude d'un probléeme varia-
tionnel ot le systéme est considéré comme une contrainte différentielle. Nous montrons que nous
pouvons utiliser la paramétrisation d'un systéme contrélable pour se ramener a un probléme
variationnel sans contrainte. Dans le cas ou le systéme engendre un D-module projectif, nous
montrons alors comment nous pouvons déterminer explicitement sans intégrations les multipli-
cateurs de Lagrange du probléme variationnel correspondant. Ce chapitre est illustré par un
exemple concret provenant des différentes approches possibles de la théorie mathématique de
I’élasticité et en éléctromagnétisme.

De facon indépendante, Pillai et Willems ont obtenu, pour les systémes des équations aux
dérivées partielles a coefficients constants, certains résultats similaires a ceux de ce papier [109).

A FORMAL APPROACH TO OPTIMAL CONTROL

Abstract: We use recent improvements in the parametrization of controllable multidimen-
sional control systems to show how to transform the study of a linear quadratic optimal problem
into that of a variational problem without constraints. We give formal conditions on the differen-
tial module determined by the control system, to pass from the Pontryagin method to a purely
Euler-Lagrange variational problem. This formal approach uses the cost function in order to link
the formally exact sequence formed by the controllable system and its parametrizations with
the sequence formed by their adjoint operators. In the case of partial differential equations, this
scheme is typical for any problem of elasticity.

Keywords: Optimal control, linear quadratic control, elasticity theory, controllability, para-
metrization, differential modules, formal duality, formal integrability, homological algebra.

1. Introduction

In this paper, we show how new results on parametrization of linear multidimensional control
systems can be used to find formal results on optimal control and variational calculus. In parti-
cular, we are interested in knowing how the structural properties of a multidimensional control
system, described in the framework of module theory, can be useful in order to reduce a constrai-
ned variational problem to a free one.

We first recall the fact that a controllable system, in the sense that the system determines
a torsion-free differential module, is parametrizable and we show how to find effectively its
parametrization [113, 118, 119]. The problem investigated in this paper is to extremize a
functional under the constraint given by a linear multidimensional control system. We prove
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that if the control system generates a torsion-free module and if the differential sequence formed
by the system and one of its parametrizations is locally exact, then by substitution, we are led to
a simple variational problem without constraints. In particular, if the control system determines
a projective module, one can always reduce our problem to this case. Moreover, if the system is
defined by a surjective operator and determines a projective module, the Lagrange multipliers
can always be found explicitly, without any integrations. Many examples illustrate this approach
and, in particular, we show how this formal method can be used to linear quadratic problem,
elasticity theory, electromagnetism... We hope to convince the reader that these algebraic and
geometric methods, developped for control system theory in [113, 117, 118, 119], and using as
main ingredients, formal adjoint of an operator, differential sequences and module theory, are in
fact closely related to some physics principles, for example, duality existing between geometry
and physics, in the sense of Poincaré.

2. Formal Tools

Let us expose and recall some results about the formal theory of differential operators
(94, 96, 113, 144] and its dual approach in terms of differential modules [8, 93, 106, 107, 118].

Let E and F be trivial vector bundles over a differential manifold X of dimension n with
local coordinates z = (z',...,z"). In the course of this paper, we shall take R" for X or open
subsets. Let

E 2 F
(z, () — (2,77 (2) = EGE“;'Eq,]EkEm “;F{$)ap gk, 1 7<),

be a differential operator from E to F, where the fibered dimension of E (resp. F) is equal to
m (resp. equal to I), u = (p1,..., 4n) is @ multi-index of length |u| = p1 + ... + p, and we adopt
the notation 8, = 8{"... 94" . If we denote by © the kernel of the operator D, then we have the
following exact sequence:

(205) 0—O0—EF

Now, we associate with any differential operator D an algebraic object, namely a differential
module M, in the following way (see [118] for more details). For that, when K is a differential
field [87, 132], let us introduce the ring D = K|[d,, ..., d,] of differential operators, i.e. the ring of
elements of the form P = EM@O a*(zx)d,, where the coefficients a”(z) belong to K and where
the derivations d; satisfy:

(204)

di(a(z)d;) = a(z)d; dj + O;a(z)d;.
We associate with (204) the D-homomorphism . D defined as follows
pt 5 pm
(Fr) +— (ZUSiMISQ,lgrgi Py ait(z)dy,1 < k < m),
i.e. we let operate a row vector of D' on the left of D to obtain a row vector of D™. Now,

we associate with (205), the finitely presented left D-module M defined by the following exact
sequence:

(206)

DOk F* 2 D®yx E* — M — 0,
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or simply, because the vector bundles are trivial:
(207) D2 pm M —0,

i.e. M = D™/D'D (see [93, 94, 96, 106, 107, 118] for more details).
When D : £ — n is a sufficiently regular differential operator, the compatibility conditions of
the inhomogeneous system

(208) DE=n,

are defined by an operator D, : Fy — F), with F = Fy and | = lp. In other words, all the
necessary conditions on 7, in order to have the local existence of { such that (208) is satisfied,
are generated by Dyn = 0. The operator D; can be constructed by bringing the operator D to
involutiveness [113]. A historical problem was to construct effectively the operator D; and it was
investigated by Riquier and Cartan at the beginning of the century [26, 130, 131] but received
a nice improvement with Janet’s work in the twenties [74, 76] and a final achievement with the
works of Spencer in the seventies [113, 144|. Then, we can construct the formally ezact sequence
(113, 118, 144]:

(209) 0—0 —E-2FR2E.

In the differential module langage, this means that we have computed the beginning of the free
resolution (see e.g [135]) of the D-module M corresponding to D, i.e. we have the following exact
sequence:

(210) ph 23 plo “By pm _, M — 0.

We can repeat the same thing with D; instead of D and we obtain a long formally exact sequence
of compatibility conditions in the operator language, or a free resolution of M in the algebraic
one. Moreover, we know, from the works of Spencer [144], that we can find a resolution of M
of length equal to n, where n is the number of derivatives g;, or equivalently, the number of
derivations d; in D. However, the Spencer resolution is in general very difficult to compute [113]
and thus it is much easier to compute the Janet sequence [113, 118]

Dp-a

Oy O B DY i Dy 28 Tt DR B i,

giving rise to a free resolution of M of length equal to n + 1:
(211) 0—D»23ph1 DBy ph- Dy pm__, (0,

obtained by replacing D by an involutive operator Dy : E — Fy with the same kernel © [113]
and where D; are involutive first order operators. In this case, we know that the last operator
D, : F,_1 — F, defines a projective D-module (see e.g. [135] and definition 1).

Applying the functor homp(-, D) to (211), we obtain the dual sequence

(212) 0¢—Din 2o pla-1 o ph Pi- pl 2o pm  homp(M, D) «— 0,

where D;. means that we make D; operate on the left of a column vector of D%-! in order
to obtain a column vector of D%. The defect of cohomology at D% is denoted by H(D%) =
extl,(M, D) = ker Djy1/im D;. The defects of cohomology ext, (M, D) do only depend in fact
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on M and not on its resolution (211), that is, if we have two different resolutions of the same D-
module M, then we obtain the same defect of cohomology from the two different dual sequences
[135]. Now, we have to notice that, using the fact that D is both a left and right D-module, we
can endow homp(M, D) with the structure of a right D-module:

Va € D,V¢ € homp(M,D) :Vm € M, (da)(m) = ¢(m)a.
The cokernel of Dy is the right D-module N, defined by:

(213) 0 «— N, +— D% 2% D™ +— homp(M, D) «— 0.

It can be shown that N, only depends on M up to a projective equivalence [121]. If we want to
give an interpretation of the eztension functor coming from the functor homp(-, D) in terms of
differential operators, we have to use the notion of formal adjoint [113, 118, 119]: if T* denotes
the cotangent bundle of X and D : E — F is a differential operator, then its formal adjoint is
the operator D : A" F = A"T*® F* — E = A"T* ® E*, defined by using the three following
formal rules equivalent to integration by parts:

— the adjoint of a matrix (zero order operator) is the transposed matrix,

~ the adjoint of ; is —8;, o

— for two linear PD operators P, @ that can be composed, then: Po Q = Q oP.

Moreover, we have the relation
< )\1 D17}> - <ijl’\sn>=d()1

expressing a difference of n-forms and where d is the standard exterior derivative. In homological
language, if we define the free K-module T = D;/Dy, endowed with the barcket [P,Q] =
PoQ—-QoP, YP,Q € D and where {D;};>o is the order filtration of D, then the functor
AT ®k - is the side changing functor [8] and it allows to pass from a right D-module N; to
a left D-module. Thus the left D-module N = A" T ®k N, is the module determined by the
adjoint D of D and we have:

(214) 04— N +— A*"T®y D' ¢ A*"T @K D™.

Now, let us start with an involutive operator Dy : E — Fp and let us denote by M the
D-module determined by D. We give a formal test to check whether or not ext’, (M, D) is equal
to zero or not.

Computation of ext}, (M, D):

. Start with Dy.

. Find the sequence of the compatibility condition operators D, up to D;.

. Construct the adjoint sequence formed by the operators D; and D;_;.

. Find the compatibility conditions D!_, of D;.

. Check whether or not D;_; generates all the compatibility conditions D! —p of D;. If yes,
then extD(M D) = 0 else ext’, (M, D) is defined by all the compatibility conditions which
are in D)_, and not in D;_;.
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We can represent the above algorithm by the following diagram

Dl'—? D|'~ i
1 B D it Bl BB S W 2
R B =
3 F;—Qf_'_]F:i—l &Fi:

=
where the number indicates the step of the algorithm.
More generally, from algebraic analysis [85, 106, 119], we have the following theorem:

THEOREM 2.1. We can embed the D-module M into an exact sequence
(215) 0 — M —s D™ 23 pt-v B Porgt ploess Py ples
if and only if ext},(N,D) =0, Vi = 1,...,r, where N is the left D-module corresponding to the
right D-module defined by (213). Equivalently, we have, in the framework of differential operator,
the following formally ezxact sequence:

E.2mp o g e g

where Eg = E and each operator generates all the compatibility conditions of the preceding one
if and only if ext;,(N,D) =0, Vi =1,...,7, where N is the left D-module determined by D.

DEFINITION 2.1. — A finitely generated D-module M is free if it is isomorphic to copies
of D.

— A finitely generated D-module M is projective if there exist a free D-module F and a
D-module N such as F =M & N.

— A finitely generated D-module M is reflezive if M = homp(homp(M, D), D).

— A finitely generated D-module M is torsion-free if t{(M)={m € M |3p#0,pm =0} =
0. We call ¢(M) the torsion submodule of M.

We have the following inclusions of D-modules:

(216) free C projective C ... C reflexive C torsion-free.

PROPOSITION 2.1. Let M be a finitely generated left D-module determined by the operator
D and N the left D-module defined by D. We have the following propositions [119]:

— M is a torsion-free D-module < ext},(N, D) = 0.

— M 1s a reflezive D-module < ext‘b(N, D)=0,i=1,2.

— M is a projective D-module < ext,(N,D) =0, i =1,...,n.

Let us notice that, if n = 1, then any torsion-free D-module is projective. It has been shown in
[104, 119] that the notions of torsion-freeness and projectiveness were the intrinsic formulation
of the notion of minor left coprimeness and zero minor coprimeness, used in multidimensional
systems theory [163, 164, 160, 168], for matrices with maximal generic rank.

THEOREM 2.2. - If D 1is a principal ideal ring (for ezample D = K[%]), then any
torsion-free D-module is free.

— If k 1is the field of constants, i.e. Va € k : d;a = 0, then any projective D = k[d,, ...,d,]-
module is free.
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The first point is a well-known result and one can find the proof in any textbook on module
theory. The second point is the famous and difficult Quillen-Suslin theorem (see e.g. [135] for a
proof).

EXAMPLE 2.1. Let D : £ — n be defined by
312 é . 7?1 3
B2 & =17,
2 [ didz
D = R[d,,dp) and let M = D/D 2
2
whether or not ext}, (M, D) is equal to zero. We first find that the corppatibility condition of
D¢ = nis given by D; : n = ¢ defined by 8,7 — don' = (. Its adjoint D; : A — pu, obtained by
multiplying D; on the left by a row vector A and integrating by parts, is defined by:

{ 32/\ = H1,
—31/\ = HU2.

) be the D-module determined by D. Let us check

The compatibility conditions D’ : g — v of D, are generated by
O+ Bape =0,
whereas the adjoint D of D is defined by:
O12 p1 + G2 p2 = .

Thus, D does not generate all the compatibility conditions of D; and we have the relation

GV =

We let the reader check by himself that the left D-module determined by the operator Disnot a
torsion-free D-module and z = 9 u; + &2 p2 is a torsion element because it satisfies the equation

09z =0.

EXAMPLE 2.2. We let the reader check by himself that the sequence of compatibility condi-
tions of the operator D : £ — 0, defined by the gradient in R?, i.e. V£ = 1, is formed respectively
by the curl and the divergence operator. Moreover, we can easily verify that, up to a sign, the
differential sequence is self-adjoint, i.e. the formal adjoint of the gradient is minus the diver-
gence... Now, if we start with the divergence operator and call M = D3/D(d, d d3), the
corresponding left D-module, then we easily verify that ext}, (NN, D) = 0 because the divergence
is parametrized by the curl, ext?,(N, D) = 0 because the curl is parametrized by the gradient and
ext},(N,D) = D/D?*(d, dy d3)! # 0 because the gradient is not a formally injective operator.
Hence, using proposition 2.1, we obtain that the D-module M is reflexive but not projective.
Similarly, one can prove that the D-module determined by the curl is only torsion-free and the
gradient determines a torsion D-module.

EXAMPLE 2.3. Let us consider the operator D : £ — 7 defined by
& + 8,6 -2 =1,

D = R(z!',z?)[d),ds] and let M = DQ/D( dy—z%2 ds ) be the left D-module determined by
D. Let us determine the algebraic nature of M. First of all, we have to notice that D is formally
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surjective, i.e. D has no compatibility conditions. The operator D : 1t — v is defined by:

- —Op— 2 =,

i { —Oap = vy,

We easily verify that we have u = 0110 —01 +22vy, which implies that D is an injective operator.
Let us define the operator P : v = u by 01vp — Govy + 2215 = p, then Po D = idz, i.e. Pisa
left-inverse of D. The A® T ® ¢ D-morphism .D : A*T ® x D™ — A" T @k D is then surjective
because for all a € A" T ®x D', we can define b = a P and we easily verify that a = bD. Hence,
the left D-module N, defined by (214), verifies N = coker.D = 0 = exth(N,D) =0,i=1,2
and M is projective by proposition 2.1. Dualizing the operator P, we obtain a right-inverse P of
D, i.e. Do P = idp. We refer the reader to [118] for the applications of left and right-inverses
to the generalized Bezout identity. Substituting the expression of x in functions of v, and v in
(217), we obtain the operator D_; : v — 7 defined by:

duve — oy + 22%0\vs — 32091y + (22) vy + 1y = 7,
Or2vg — Oaavy + 72001 + 2100 = 7s.

Dualizing D_;, we obtain D_; : § — £ given by:
—82292 — 0126 + Izag 6' +26! = nfl,
012 02 + 011 01 — 220207 — 2220, 0! + (22)% 60! + 62 = £2.
We let the reader check by himself that the compatibility conditions of D_; # = £ are exactly

generated by the operator D¢ = 0. Hence, D is parametrized by D_; in agreement with the fact
that any projective module is torsion-free.

3. Optimal Control

We first recall how the preceding section can be used for the analysis of control systems. We
refer the reader to [113, 118, 119] for more details and examples.

3.1. Controllablity. In agreement with the notion of controllability used in multidimen-
sional control theory, we have the following definition [104, 113, 160, 168]:

DEFINITION 3.1. A control system, described by the operator D, : Fy — F}, is controllable
if the module M determined by D; is a torsion-free D-module.

By Proposition 2.1, a control system, defined by the operator D, is controllable if and only if
exth (N, D) = 0, where N is the left D-module determined by D;. In the case where the system
is controllable, using theorem 2.1, we know that D; can be parametrized by an operator Dy, i.e.
D, represents exactly all the compatibility conditions of Dy. If we want to check whether or not
a system is controllable and to compute effectively the operator Dy or the torsion elements, we
have to proceed in the following way:

Controllability test:
1. Start with D;. .
2. Construct its adjoint D;. ) )
3. Find the compatibility conditions of D;A = u and denote this operator by Dy.
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4. Construct its adjoint Dy (= ﬁo).
5. Find the compatibility conditions of Dy & = 7 and call this operator Dj.

This leads to two different cases:

— If D) is exactly the compatibility conditions D] of Dy, then the system D; determines a
torsion-free D-module M and Dy is a parametrization of D;.

— Otherwise, the operator D, is among, but not exactly, the compatibility conditions of Dy
and we shall write D; < Dj. The torsion elements of M are all the new compatibility
conditions modulo the equations D;n = 0.

REMARK 3.1. For a matrix with polynomial entries and maximal generic rank, it is well-
known that this matrix determines a torsion-free module if there is no common factor on all
the maximal minors [104, 119, 160]. The above test can be used for more general systems
(variable coefficients case, non surjective operator). Moreover, if the D-module is torsion-free, it
gives effectively an explicit parametrization and, if the module is not torsion-free, it gives a basis
of torsion elements.

EXAMPLE 3.1. We have seen in example 2.3 that, up to a change of notations, the system
defined by Dy : 7 — ( by
ain' +8yn° — a’n' =,
determines a projective D-module and thus is controllable. Moreover, we have found a parame-
trization Dy : £ — (, defined by

01282 + 011 &' — 2%05€% — 2220, €' + (2?)2 1 + €2 = .

of D,. This concept of parametrization generalizes the notion of controller form and partial state
[81] to non surjective operator and to multidimensional systems. We refer the interested reader
to [118, 121] for more details.

{ —032 8% — 012 & + 2?8 1 + 28 =1,

We use similarly the differential operator language to compute explicitly ext},(N, D) and,
therefore, to know whether a multidimensional system determines a reflexive, ..., projective D-
module. Applications of projective modules to generalized Bezout identity are shown in [118].

THEOREM 3.1. An OD control system defined by a surjective operator Dy, i.e. the operator
D, has no compatibility conditions, is controllable iff its adjoint D; is an injective operator, i.e.
DiA=0=X2=0.

PRrROOF. Let M be the D = k[a‘%}module determined by the surjective operator D;. The left
D-module N is then defined by:

0 N+ T®gD & Teyx D™

If D, is an injective operator, then there exists an operator P, : Fy = Fy such that P, oD, =
idﬁ.l. This implies that the operator .D; : T ®x D™ — T ®k D" is surjective. Indeed, for all
a € T®k DY, we define b = aP; and we easily verify that a = bf)l. Thus N = coker.D; =0 =
ext},(N,D) = 0= M is a torsion-free D-module. Reciprocally, suppose that M is a torsion-free
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D-module then, since D is a principal ideal ring, by theorem 2.2, M is a projective D-module.
Thus, the sequence

0—D' D" s M— 0,
splits [135], i.e. there exists an operator .P; : D' - D™ such that .D; o Py = Aidpi, that is to

say, D; o P; = idg,. Hence, D is injective with left-inverse P,. Notice that, in this case, we have
N =0. O

EXAMPLE 3.2. Let us consider the system in the Kalman form —y + A(¢)y + B(t)u = 0,
where A is a square n x n matrix and B is n x m. The OD surjective operator D, : n — (, defined
by —n' + A(t)n* + B(t) n? = (, determines a torsion-free D-module M iff M is projective. The
adjoint operator Dy A= i is given by:

{ ;\+/\A(t) = p,
AB(t) = p2

Differentiating the zero order equation and using the first one, we obtain that A (AB — B)=0=
A(A%B - AB — 2AB + B) = 0... Therefore, the operator D; is injective, i.e. N = 0 < M is

projective, iff the rank over K of the controlability matrix rk (B AB—B ... A" !B +

is equal to n. Of course, we can proceed similarly if A and B do not depend on the time ¢, and

we recover the classical Kalman test. See [121] for more details.

The controllability of a linear multidimensional control system with variable or unknown
coefficients may depend on some differential relations on the coefficients. We refer the reader to
[117] where examples of trees of conditions are exhibited.

3.2. Linear Quadratic Case. In the course of the text, we shall use the following jet
notation 7, = (7,,0 < |u| < q). For example, if we take X = R, i.e. in the OD case, we have
ng = (1,.-s 7, ...,n'9). Let us consider the differential operator D; : 7 = ( of order ¢ and the
Lagrangian function

1
L(ng) = 5 73 By

where R is a symmetric matrix (R:’;Lrj = R’Ef) with entries in K and n = (7*,1 < k < m). Let

us consider the problem of minimizing
[z ds,

with dz = dz! A ... A dz™, under the constraint
Din=0.
The variation of the Lagrangian function is given by 6L(n,) = EifxlSq.lSkSm e nk, where
OL(mq)
’rit:akq: Z Rk:’?ﬂ
To y<icm lpi<e

We define the operator B : n — u by
Bn= (3 (~1)Plden) = 4,

le|<q
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and for any section 7 of Fy, Bn belongs to Fy = A" T* ® F§ and we have the following diagram:

FFb 2 R

B
Fy.

PROPOSITION 3.1. The operator B : Fy — Fy is a self-adjoint operator, i.e. B=B.

PROOF. We multiply B7n on the left by a vector 8 € Fy and we integrate by parts, we obtain
with implicit summation on the dumb indices:
<Bn,0> =(=1)el(dqn?)6* = 72dq 0k +d(-)
B

= Rg'ia n dab* + d(-)

= Ry 0amfs + d(*)

= ((=1)'dgm7 ) +d()

=< n,B6 > +d(-).

—

Finally, we notice that (I}'[)) = Fp.

THEOREM 3.2. The optimal system is given by

{D1n=0,

(218) Bn—DiA=0.

where A is a Lagrange multiplier. Moreover, if the compatibility condition of D, are written by

means of an operator Dy and if the sequence E &2 Fy . Fy is locally ezact at Fy, then the
optimal system is

‘Dln:{]:

and we have the following diagram:

FF 2% R

J/ B

E & R & R

PRrOOF. If we denote by A a Lagrange multiplier, then we have:

5/(L{nq) —ADin)dz = [(137} —DiNéndz + ...
Accordingly, a necessary condition of optimality is:
(220) Bn—Di) =0,

and we obtain (2}8). Eliminating the Lagrange multiplier by composing (220) on the left by
Dy, we obtain (Dg o B)yp = 0 and we have (219). Now, if we have (219) and the sequence

E (D—Ohl:"g LR s locally exact at Fp, then we have DyoBn = 0 = Dy (Bn) = 0 and thus
J) € Fy such that By — D\ = 0. It leads back to (218). O
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EXAMPLE 3.3. Let us minimize
[ 3+ @) da,
under the constraint:
on' + don® — z*n' =0,
The operator B : Fy — Fy is defined by Bn = 7 and the adjoint D, of D, is (see example 2.3):
- A — aZh = K1
—0o A = s,

Thus, the optimal system has to satisfy:

317} + &n? — =2y =0,
n Lyoid+220 =0,
n? + G\ = 0.

We have seen in example 2.3 that the operator D, : ) — 81171_ + 8on? — z2n! = ( determines a

projective D-module and thus that the sequence E& Fy & F, is locally exact at Fy. The
optimal system is equivalently given by:

oun? — dizn' + 20 0n? — 22 0pn* + (22)*n + ' =0,

d1an® — doan* + 220 + 2% = 0,

oin' + 8yn* — z’nt = 0.
We let the reader check by himself that the above system is formally integrable (see [113] for
more details) and that its solution space depends on two arbitrary functions of one variable.

THEOREM 3.3. If the control system D; 1is contmifable that is pammetrizab!e by an operator

Dy : E — Fy in such a way that the sequences E & Fy 2. F) and E o, Fy 2y Fy are locally
ezact at Fy and Fy, then the optimal system is given by:

A€ =0,
#21) {Dﬁ=n,
where A is defined by
(222) A =Dy o Bo Dy,

and we have the following diagram:

PROOF. Let us show the equivalence between (219) and (221). Suppose that (219) is satisfied,
then we have Dy n = 0 & Dy € = 1 because the sequence formed by Dy and D; is a locally exact
at Fy. Moreover, (D o B)n = (Dgo BoDp)€& =.A¢ =0 and (219) and (221) are equivalent. O

REMARK 3.2. Such an assumption gives the possibility to transfer a variational problem for
n with constraint into a variational problem for ¢ without any constraint.
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COROLLARY 3.1. If the control system D, determines a projective D-module M, then the
optimal system is determined by (221) where A is defined by (222). This is in particular the case
if Dy is a controllable OD system.

PROOF. If D; determines a projective D-module M, then the operator D, can be para-

: . = Dg = D1 £
metrized by an operator Dy such that the two following sequences E +— Fy <— F; and

E 2 Fy R F, are locally exact at Fy and Fy respectively and thus we have the result.
If D; is an OD control system, then M is a torsion-free D-module and thus a projective one
because D = k [%] is a principal ideal ring. . O

REMARK 3.3. This result explains the importance of the controllability condition of an OD
control system in the study of the variational formulation of an optimal control problem. In the
PD case, the controllability is a necessary condition but, in general, not a sufficient one, whereas
the fact that the D-module M, determined by the control system, is projective is a sufficient
condition but not a necessary one because, for example, the Poincaré sequence, induced by the
exterior derivative, is a locally exact sequence [113] but none of its operators determines a
projective module.

EXAMPLE 3.4. Let us take back example 3.3. The operator D; determines a projective D-

module and thus the sequence F 2 Fy Dy F; is locally exact at Fy. The optimal system is then
defined by A& = 0 but in this case, as B = id, it follows that, with a slight abuse of language,
we can write A = Dy o Dy and the fourth order square operator A is trivially self-adjoint.

EXAMPLE 3.5. Let us denote by s = % and let the control system be defined by
D(s)y+ N(s)u =0,

with det D(s) # 0, and (D(s) N(s)) left-coprime, i.e. controllable. Thus, the operator D :
(y u) — ¢, defined by

D(s)y+ N(s)u=¢(
has a right-inverse and the D = R[s]-module M determined by D; is a projective D-module
(see example 217 and see [118] for more details). But, D = R[s] is a principal ideal domain and
thus M is a free D-module, i.e. D; admits an injective parametrization Dy, which is in fact the
controller form

{ N(s)¢ =y,
D(s)§ =u,

where £ is the basis of M, called the partial state [81]. The adjoint Dy : (u1,u2) — v of Dy is
defined by:

N(=8)'m +D(=s)'p2=v
Now, let us find the optimal system minimizing

1 t
—-n Rndt
/27} n ?

where 7 = (y,u)" and R is a symmetric matrix. We easily check that B = R. Finally, we obtain:
DooB=(N(-s)' D(-s)) oR,
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and the operator A : £ — v is defined by:

S

(223) (F(—S)t b(—b]r) oRo ( %{{9; ) E=w.

I 0
0 S
acting on the inputs, we find that the dynamics of the optimal system is given by: (compare with
[81] where one needs many technical results on determinants of matrices):

(N(—s)toN(s)+D(=s)'oSoD(s)) £ =0.

In particular, if we take R = ( , where S is a symmetric and definite positive matrix

COROLLARY 3.2. The operator A: E — E defined by (221) is self-adjoint, i.e. A= A.

PrRooF. We have:

—

/&zﬁGOBODOZﬁOOBODﬂ=A,

because we know from Proposition 3.1 that B is a self-adjoint operator, i.e. B = B. O

EXAMPLE 3.6. We take again example 3.5. We have seen that the dynamics of the optimal
system is given by A¢ = 0, where A is defined by (223). We easily verified that A was a self-

adjoint operator. If we denote by A(s) = (N(—s)! D(-s)?) oRo (

%g; ) and i(a) = devAls),

thus we have:
d(s) =det (A(s)Y)
= det (A(—s))
= 0(—s).
Hence, if there exists sy € C such that d(sg) = 0, then 6(—sg) = 0, showing that the eigenvalues
of the dynamics A€ = 0 are symmetric with respect to the real axis.

PROPOSITION 3.2. If the operator Dy : 7 — ( is surjective and determines a projective D-
module M, then we can ezpress A as differential combination ofn, i.e. A= 751 o B)n, where P
is a left-inverse of the injective operator Dy. The operator Py o B: Fy — F, allows to observe )
and we have the diagram:

Fo, 24pm —0
BL N\

Fﬂ (I—:}l— F](‘_‘-O
i

PROOF. The fact that the operator D, is surjective and that it determines a projective
D-module implies that D, is an injective operator and thus D, admits a left-inverse P, i.e.
ProD; = idj . Accordingly, we have Bn =DiA = A = (P, o B) . O

REMARK 3.4. In the OD case, a control system defined by a surjective operator D; is control-
lable if and only if D, is injective.
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EXAMPLE 3.7. We take 1back example 3.3. V\fe have seen in example 2.3 that ’D; was an
injective operator and that D; had a left-inverse P; : p — A defined by:
Oopy + Oypz — pg = M.
Thus, the equation Pro B: 7 — A is defined by:
oot + o1 —z?p® = A
The following particular case is motivated by elasticity theory as we shall see later on and
by the fact that we closed the diagram of theorem 3.3 on the left and not on the right.
PROPOSITION 3.3. If the operator B : Fy — Fy is invertible, then the optimal system is given
by:

(224 { CAr=0,

(B'oD))X=n1.
where C 1s defined by:
(225) C=D;oB oDy,

and we have the following diagram:

FF 24 R

B jt 8 1€
R & B
In particular, it is the case if Dy is a first order operator (e.g. Kalman system) and B = R
a non negative square matriz with constant entries.

PRrOOF. We have seen that the optimal system is given by:

__0,
B‘!} - D]A =Uu,
From the second equation, we obtain n = (B~! o D;)A, and thus Dyn = (Do B loD))A =0

and we obtain (224). Reciproquely, if we have (224), then 0 = CA = (D; 0 B~ 0 D;)A = Dy 1,
which concludes the proof. O

We let the reader do the computations for Kalman systems and invertible cost.
EXAMPLE 3.8. We take back example 3.3. The operator B : Fy — Fy is invertible and
B~y = 5. Thus, the operator C : F; — F) is defined by
AX—(z?)?r=0.
The optimal system is governed by the following system:
AX—(2?)?)\ =0,
= =0\ — 22),
% = =0\
We find back that the optimal problem only depends on two arbitrary functions of one variable
needed for integrating the first equation above.
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Let us finish with the Riccati equation and integrability conditions. We have seen that if we
start with a control system D) = 0, then resolving the variational problem associated with the
optimal control problem adds the new equations Bn — D1 A = 0 (see theorem 3.2) and the new
system becomes (219). The solution of (218) does not depend, in general, on arbitrary functions
of n variables, i.e. the module determined by (218) is a torsion D-module, i.e. the system (218)
is determined. If we add new equations in n and A to the system (218), then there exists a new
solution if and only if some integrability conditions are satisfied (see [117] for trees of integrability
conditions). This is the way which leads to the Riccati equation: let us find the solution of

min/%(:c u]t(é‘? %)(i)dt,

where R is a definite positive matrix, ¢ is a positive one while £ and u satisfy the Kalman
system:
t—Az—-—Bu=0.

We obtain the following system:

t—Az—Bu=0,

A+ AP\ + Qz =0,

Ru+ BtA=0.
Using the fact that R is invertible, we have:

t— Az — BR™ B\ =0,

A+ AA+Qz =0,
—R1BiIA=u.

The system in z and A is determined and thus, if we add to this system the new equation
A — Pz = 0 as a kind of feedback for the total system, it becomes non formally integrable, i.e.
we cannot find step by step the solution of the system as a formal power series (see for more
informations [113, 118]). Indeed, if we differentiate the zero order equation and take into account
the other equations, we find the following new zero order equation:

(P+ AP+ PA- PBR™'B'P+Q)z =0.
Hence, the system
T— Az - BR™ B!\ =0,
A+ AIN+Qz =0,
—R1BiIA=u,
A—Pz =0,
has a solution different from zero iff the following integrability condition on P is satisfied
P+ A'P+PA—-PBR'B'P+Q =0,
that is the Riccati equation for P. In this case, we can rewrite the system of equations as:
P+ A'P+PA—-PBR™'B'P+Q =0,
t—(A-BR!'B'P)z =0,
—-R!B'Pz =u,
Pz = A




9. COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES MULTIDIMENSIONNELS

We have recently shown in [117, 121] that the controllablity of a system with indetermined
coefficients depended on trees of integrability conditions on the coefficients. The same thing may
happen in optimal control and we provide an illustrative example.

EXAMPLE 3.9. Let us consider the following system
1
minfﬁ(y2 — u?) dt,

where y and u satisfy the system
y+ay—u—u=0,

in which a is a constant coefficient. The system (218) is given by:

A-—ar+y=0,
“A+A-u=0,
y+ay—u—u=0.

Let us eliminate A in order to find (219): summing the first two equations, we obtain the new
zero order equation (1 — a)A = u — y. Therefore, two cases may happen depending on the value
of the parameter a:

1. if a =1, then y — u = 0 and the optimal system is thus given by:
?) +y - U—u= 01
y—u= 0?
ie.y—u=0.
2. ifa# 1, then A = (y — u)/(a — 1) and, after substituting, we get:
y+ay—u—u=0, y+ay—-u—-u=0,
y—y—u+au=0, (a+1)(y—u)=0.
We are led to new integrability conditions:
(a) if @ = —1, then the optimal system is given by the only equation y+ay—u—u = 0.

In fact, we can notice that in this case a parametrization Dy : £ — ( Yy, u ) of the
system is given by:

{§+€=%
E_E:u)

and thus 3(y? —u?) =2¢€ = %(52).
(b) if @ # —1, then the only solution is y =0 = u.

We notice that the condition a # 1 is, in fact, the condition on a for the system to be controllable
(if @ = 1, the element z = y — u satisfies (Zdi + 1)z =0).

4. Applications

We show in this section how all the preceding sections can be used for applications, specially
in elasticity theory.




4. APPLICATIONS

4.1. Elasticity Theory. Let us denote the displacement in R" by ¢ = (éi)lgign and
contract the index of £ by the euclidean metric wij = wji = 05,1 < 4,7 < n, of R" in or-
der to lower the index with & = w;;&. The so-called small strain tensor is then given by the
operator

L(w: T — 8T*,
¢ — (e = 3(LEw)ij = 3(8i& + 8j&i))1<ij<n
where L is the Lie derivative of the euclidean metric. Let us only consider the case n = 2. Thus,
the small strain tensor is given by

enn = o &1,
€12 = €21 = 3(01&2 + Brty),
€22 = 0p 2.

This system has only one compatibility condition of order two, namely
(226) O11 €22 + D2 €11 — 2012 €12 = 0,

and we have the following sequence of differential operators

(227) 0—30 — B 2% 5 24 By —i 0;

where E =T, Fy = S>T*, O is the field of small rigid displacements and Dy ¢ = %(ﬁ({)w). In the
spirit of Poincaré, this sequence is only based on geometry whereas the adjoint sequence, i.e. the
sequence formed by the adjoint operators, gives the physics. Indeed, the adjoint Dy : ¢ — f of
the operator Dy is defined by multiplying € by ¢ and integrating by parts, i.e.

oMe +02%e1n + 0P en + 0%€yn = oler + 20 %619 + 0%
=—(O10" + %0 &1 — (D102 +Bo?) e + ...

where we have supposed that o'2 = ¢?!. Thus, up to a sign, —Dy:0— fis given by

) oll + 32012 = fl,
61 0.12 e 620.22 - .’c21

where o is the stress tensor and f is a density of forces. Similarly, the adjoint D; of the operator
D, is obtained by multiplying (226) by A and integrating by parts

A (011 €22 + Oz €11 — 2012 €12) = 011X €22 + Op A €11 —2012A €12 + ...
and thus D; : A = o is given by :

322 A= Un)
(229) —812 X = 02,

(228)

M
011 A = 0%,

and we check easily that all the compatibility conditions of D, are generated by Do or —Dy. We
find back the well-known parametrization of the stress tensor by the Airy function A. Finally, we
have the formally exact sequence:

(230) 0 — BT REL B
In fact, it can be shown that the sequence (227) is locally equivalent to the Poincaré sequence
AT Ly AL 4y A2 (see [113]), which is a locally exact and self-adjoint sequence.
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Hence, the sequences (227) et (230) are locally exact. Moreover, the Poincaré sequence being
a self-adjoint sequence, this is the reason why the kernel © of the operator Dy and the kernel
Q of Dy both depend on three arbitrary constants. Finally, we can link these two differential
sequences with the constitutive law, namely the Hooke law B : € = o, defined by

oll = ((1’+2ﬁ) €11 + (¥ €29,
o'2 =g =28 ¢,
02 = o€+ (l’.‘k‘+26)£22,

where (a, 3) are the Lamé constants and we obtain the following locally exact diagram:
0 » © y E 205 Fy —2
(231) E

0 « e I T S 0 < 0.
With such a diagram, we naturally want to associate the operator A=-DyoBoDy:E— E
to it. Now, let us notice that B is a symmetric matrix, i.e. B = B, and thus A is a self-adjoint

operator. This fact can easily be verified on the direct expression of the operator A

{ (@+2B)0n &+ Bt + (a+B) o2& = [,
(a+B)d2é1 + B0 &+ (a+2P) 00 = f2,

or equivalently on the so-called Navier equations:

];Fl » 0

{ (@+PB)d (0161 +8&)+BAL = f,
(a+B) 3 (01 &1+ 6) +BAE = f2.

The Hook law is in fact invertible and the operator B~! is given by

_ a 22
Ba+p’

PP S
4B (a+p) 4B (a+p)
and thus, we have an operator C = D; o B~ 0o D; : I} — F}, defined by:
(a+2p)
————AAX=(.
1fla+h) s

Finally, we can sum up the different operators by the following locally exact diagram :

0 y © y Bl 0y, P T y 0

|4 [e
0 — B <2 /i 2 B g Q < 0

To finish this section, let us connect the above results to controllability of multidimensional
systems. We can conclude, from the controllability test and what precedes, that the operator D;
determines a torsion-free D-module M, with Dy as a parametrization (it is not surprising because,

ol +




4. APPLICATIONS

by definition, D; is the compatibility condition of Dy). More surprisingly, we have proved that
the D-module determined by the operator Dy is also a torsion-free module with parametrization
given by the operator (229) and a “potential” A called Airy function in this case.

4.1.1. Case without forces. In the case where there is no force, let us mimimize the energy
of deformation given by

/ %et Be dz'dz?,

under the constraint Dje = 0. Introducing a new unknown A as a Lagrange multiplier, it is
equivalent to extremize the new integral

/(%etb’e ~ ADye) dzlda?,

where the € are now considered as independent variables. Thus, by theorem 3.2, we have to solve
the system

(232) { o=,

Be— D) =0,
or, in another words, the system:

O11 €22 + Oa2 €11 — 2012 €12 = 0,
(a+2B8)€e11 +aep —82A=0,
2ﬁ€12 +312/\ =0,

ae€y] + (0:+2ﬁ)€22 —311/\ =0,

We can solve € = (B~} 01'31) A in the first equation of (232), and, substituting it in the second,
we obtain C A = (D; o B~! 0 D;)\ = 0. Finally, we have to solve the following system:

[ AAX=0),

_ (a+2p) » a
BT iparp 7T TBarh

€12 = —— 012 A,

2
£ a (a+2p)

€ = —rar———r O A ———es
( 48 (a+p) 4B (a+B)
and, from the first equation of the above system, A is biharmonic.

Moreover, the sequence (227) is locally.exact, therefore, as we saw in theorem 3.3, the solution
of the equivalent unconstrained problem

311 A

1 ~
min f§§* (Dg 0 B o Dy) € dz' dz?

A =0,
'DU£=€1
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or equivalently, we have to solve a system of PDE only in the displacements ¢:

(@+B)01(01& + &) +BAEL =0,
(@+B)82 (0161 +028)+BAE =0,
01 & = en

161 &+ B2 &1) = €2,

02 &2 = €22.

4.1.2. Forces coming from a potential. If the force f comes from a potential ¢, i.e.
= o,
f? =09,
then, from (228), we have the following system

{ 31011+32012—31‘§!)=0,

(233) P v )

and, if we introduce by 7! = ¢! — 4, 72 = 02 and 2 = 0?2 — 1, we find the new system
without forces:

o =<1 =12 _
(234) { T +0,5°=0,

o)) 712 + 82522 =0,

locally exact at Fj. Finally, we find the system

ol = 622 A+,
(235) 0'12 = —*812 /\,
02 =0 A+ .

Therefore, solving the system (233), where o satisfies € = Ao and D € = 0, is the same as solving
the system (235) with ¢ = Ao and D; e = 0. Hence, we have to solve the following system of
PDE
B
AAN+ —— A9 =0,
(a+2p) v

and to substitute the result in (235) to obtain the corresponding stress tensor o. As a matter of
fact, when the only forces involved are of gravitational type, then A1 = 0, and we are brought
back to the preceding situation.

5. Conclusion

We hope to have convinced the reader about the possibility to extend optimal control theory
from the study of variational problems with linear ordinary differential constraints to variational
problems with linear partial differential constraints. At the same time, we have explicitely stressed
out the role of the controllability condition imposed on the control system as a differential
constraint.




6. COMPLEMENTS

6. Compléments

La proposition suivante montre comment utiliser une factorisation spectrale de 'opérateur
A pour stabiliser le systéme D; suivant les valeurs propres et les vecteurs propres généralisés de
la partie stable de la dynamique optimale [81].

PROPOSITION 6.1. Soient Dy : Fy = Fy un opérateur EDO définissant un systéme contro-
lable et Dy : E — Fy une paramétrisation injective de D; ayant Py pour inverse & gauche.
Supposons que nous ayons la factorisation spectrale suivante A = SoS, avec S: E - E' un
opérateur carré définissant la dynamique stable de A. Alors, les controleurs Cy : Fy — E' définis
par

Cl ZSOPO+K:OD1,
ot K est un opérateur quelconque de Fy — E', stabilise le systéme Dy suivant les valeurs propres
et les vecteurs propres généralisés de la partie stable de la dynamique optimale A.

La preuve est évidente et utilise les techniques de placements de poles développées au co-
rollaire 2.2 du chapitre 5. L'exemple suivant, pris dans le livre de Kailath [81], illustre cette
proposition ainsi que les corollaires 3.1 et 3.2.

EXEMPLE 6.1. Considérons le probléme de minimiser

+001
/ 5 @zt +4z12s +0F +od +ud) dt
0

sous la contrainte:
)+ x9—u; =0,
(236) { 9 —ug = 0.
Au systéme (236) correspond 'opérateur différentiel D; : n — ¢, défini par:
[ fem=r=t,
g ==L
L’opérateur adjoint Dy : A — p est alors donné par:
_51 = M1,
=A2 + A1 = pa,
—A1 = p3,
—A2 = 4.
L’opérateur D; est injectif, donc le D-module M = D*/D?D; est libre. D’o1, le systéme (236) est
contrdlable. Les conditions de compatibilité de D; sont alors définies par 'opérateur Dy : u — v,
défini par:
{ —p3 + p = vy,
—p4 t p2 + pz = vy
L’opérateur adjoint Dy : £ — 7 est alors défini par
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et est une parameétrisation injective de D,. Nous avons en effet un inverse a4 gauche Py : n — £
de Dy défini par:

Nous avons finalement les suites formellement exactes suivantes :

D

0 g B 0y i P P

0 «

L’opérateur B : Fy — Fy est alors défini par
dn' +279° =,
2n' + 1% = p2,
T?j = H3,
m = K4,

et nous obtenons alors le diagramme suivant

o A = Dy o Bo Dy est défini par:
{ —€l 448l -2 +282 =u,
-2+ +281+28% =,
Ainsi, la dynamique du systéme optimal est alors déterminée par:

(237) A€ =0.

Soit A(%) la matrice définie par:

—gz +2
Alors, les poles du systéme optimal sont donnés par le déterminant de la matrice &(fg), i.e.,

1)~ + 2+ D +2) = a(-)al5)

@t dt dt dt dt

)= (& + (5 +2).

a(
dt dt

d
dt
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Les poles stables du systéme sont alors {—1, —2} et {1,2} sont les péles instables. Nous obtenons
alors :

~ pour % = —1, nous avons A(—1) = ( ? :; ) et ker A(—1) est engendré par le vecteur
1 =1y,
pour &(“IE = —2, nous avons A(—2) = ( g _42 ) et ker A(—2) est engendré par le vecteur
v_g = (1 0)Y,
pour a‘% = 1, nous avons A(1) = ( g i ) et ker A(1) est engendré par le vecteur v; =
(-1 3)%,
pour % = 2, nous avons A(2) = ( 2 _02 ) et ker A(2) est engendré par le vecteur
vo = (1 2)b.
Les solutions de (237) sont alors données par
E=aetv_ + be 2tv_g+cet vy +de*t v,
ol a, b, c,d sont quatre constantes réelles. La partie stable
E=aetv_1+ be 2ty_,

de la solution ¢ satisfait, aprés élimination de ae™t et be 2, le systéme d’équations :

(57 2)(8)-(8)

On vérifie bien que la partie stable de la solution optimale satisfait la décomposition spectrale
suivante :

5 _d
& v k2 =(—%+2 0 )o(§+2 1 )

1 -4 41 0 4+1
d d? dt dt
E"'z _F+2

Le feedback stabilisant le systéme (236) est alors donné par un opérateur C; : Fop — E’, tel que
le systéme
Dl n= 01
{ Cl n= 02

a le méme comportement que (238). Puisque la suite formée par les opérateurs Dy et D; est
localement exacte, nous avons alors le diagramme suivant

00— B <& B
I TG
b= B 2% B 35 8,

ou S : E — E’ est 'opérateur

(%3 42) (&)
0 £+1)\¢&
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et () est défini par (238). Nous devons donc résoudre I’équation suivante:
S= C] o Dg.

En utilisant le fait que la paramétrisation Dy est injective, nous obtenons alors tous les controleurs
C, : E — E' désirés sous la forme de

Ch=80Py+ KoDy,

ou K est un opérateur quelconque de F; a E’. En prenant K = —I» pour abaisser I'ordre du
controleur Cy, nous obtenons alors I'opérateur C;, défini par:

20t +7° =1,
272 + 9t =42

(%)=-(51)(%)

stabilise le systéme (236) avec une dynamique (valeurs propres-vecteurs propres généralisés)
semblable & la partie stable du systéme optimal (238). En effet, le systéme bouclé vaut alors:

Ainsi, le feedback

1+ 2z + 32 =0,
T2 + 2 = 0.

De maniére équivalente, le feedback stabilisant le systéme est donné par
u=—-R1B'Pz

avec R = B = I et ou P satisfait ’équation algébrique de Riccati
(239) A'P + PA-PBR'B'P+Q =0,

0 0 2 1 01
Ainsi, résoudre ’équation algébrique de Riccati (239) pour obtenir le feedback u = ~R™! B! Pz
est équivalent a trouver une factorisation spectrale de l'opérateur A et a placer, a 'aide d’'un

feedback, les poles et les vecteurs propres généralisés du systéme primal sur ceux de la partie
stable de A.

avec A = ( 9 —& ) et Q = ( 42 ) On vérifie en effet que P = ( 2 3 ) satisfait (239).

Nous donnons un exemple, dans le cadre des systémes de Kalman, de la proposition 3.2
qui montre que 'on peut déterminer explicitement les multiplicateurs de Lagrange du probléme
optimal sans intégrations. De plus, nous explicitons la proposition 3.3 dans les cas ot les matrices
du colit Q et R sont définies positives, ce que nous n’avons jamais vu dans la littérature.

EXEMPLE 6.2. Considérons le probléme suivant

msn/%(xu)*([? %)(ﬁ)dt,

ou z et u satisfont le systeme de Kalman:

(240) z—Az— Bu=0.




6. COMPLEMENTS

Le systéme optimal est alors défini par:

:?—A:L‘—Bu:(},
A+AA=-2'Q
AB=—-u'R

Alors, en rendant le systéme suivant

A+AA=—2tQ
AB=-u'R,

formellement intégrable, nous obtenons

A(B AB A’B ... A"1B) = P(z,u,1,... ,u®V),

ot P(z,u,,... ,u® 1) est une combinaison linéaire de z, de u et de ses dérivées jusqu’a un
ordre au plus n — 1, ou n est le nombre d’état. Si le systéme de Kalman est contrélable, alors
nous avons rk(B AB A%2B ... A" !B) = n, et donc, on peut déterminer explicitemenent \ sans
intégration et en fonction de z, u et ses dérivés jusqu’a un ordre au plus n — 1.

Nous supposons maintenant que les deux matrices (Q and R sont symmeétriques et définies
positives. Alors, la fonction coiit est inversible et son inverse est donné par:

Q' 0
0 gl I
Nous pouvons alors appliquer la proposition 3.3 et nous avons alors C : A — ¢ défini par:
QA+ (Q 1A'+ AQ"H)A+ (BR™IB' - AQ1AY)A =¢.

Finalement, le systéme optimal s’exprime alors sous la forme suivante:

QlA—(Q 1A'+ AQ )\ +(AQ 1A'~ BR'B) A =0,
Q7 (—A+ At)) =g,
—-R!BtA=u.

EXEMPLE 6.3. Les techniques développées précédemment peuvent aussi étre utilisées en élec-
tromagnétisme. Considérons le probléme de minimiser 1’énergie électromagnétique

1 — €0 -
— || B |2 == || E ||*)dz,
[Ge 1BE-Z1EP)
sous la contrainte différentielle formée du premier groupe des équations de Maxwell :

V.B =0,

par
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est paramétrisable par 'opérateur D; : Fy — Fj, défini par
(241)

ot (A, V) est le quadri-potentiel. Nous avons alors le diagramme commutatif suivant, ou les suites
horizontales sont localement exactes (voir I’exemple 5.2 du chapitre précédent),

et A=D;oBoD,ouD;: F, - Fy est le second groupe des équations de Maxwell, c-a-d:

d(-D)
ot

VAH+
_‘6- (“-5) =P,

=7

Finallement, nous obtenons que 1'opérateur A : Fy — Fy est défini par (eg pg = 1/¢2):

D’ou, le systéme optimal est donné par le systéme suivant d’équations:

(. = 1 824 o o OV

Si nous mettons les seconds membres (g, E) de (241) a zero, A et V sont alors donnés par
I’équation (203) du chapitre 8. Nous voyons donc que A est défini & un gradient prés et V a
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4
2ot P

la dérivée d’une fonction par rapport a t. Nous pouvons donc poser V.A+

obtenir : . 9
- 1 8°A
BRI

1 0%V
2 9t2

Ainsi, A et V satisfont des équations des ondes avec une vitesse de propogation égale a c.
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1. INTRODUCTION

CHAPITRE 10

Aspects algébriques des problémes de stabilisation

Dans les années 1970, Vidyasagar introduit 1'idée de représenter des classes de systémes
comme des corps de fractions de certains anneaux de systémes propres et stables. Cette approche,
appelée depuis “fractional representation approach”, a permis de donner une caractérisation al-
gébrique des contrdleurs propres qui stabilisent de maniére interne un systéme instable. Cette
représentation des systémes a gagné toutes ses lettres de noblesse, lorsqu’en 1981, Youla a donné
une écriture simple de tous les controleurs propres qui stabilisent un systéme donné instable. I
semble que, depuis le milieu des années 80, cette approche ait livré tous ses résultats majeurs. Ce
dernier chapitre de la these propose d’utiliser une approche module sur des algébres de Banach
pour reformuler de maniére plus intrinséque quelques résultats de cette théorie. De nombreux
exemples de systémes & parameétres distribués sont donnés. Nous répondons a la question posée
par Vidyasagar, Schneider et Francis dans [150], qui est de savoir quand le fait qu'un systéme
stabilisable de facon interne implique que le systéme et son contréleur admettent des identitées
de Bezout généralisées. A notre connaissance, aucune réponse n'a été donnée a cette question.

Ce chapitre est composé du papier “Algebraic analysis of feedback stabilization” présenté
pour publication au journal SIAM J. of Control and Optimization [126].

ALGEBRAIC ANALYSIS OF FEEDBACK STABILIZATION

Abstract In this paper, we show how module theory and homological algebra may enlight
algebraic aspects of stabilization. We show how we can associate a module to any control sys-
tem and depending on algebraic properties of this module, the system may or not be internal
stabilizable, it admits or not generalized Bezout identity, and it is weakly left-prime or not...
In particular, we give a general and intrinsic formulation of weakly left-primeness, an algebraic
interpretation of the Youla parametrization of all proper stabilizing controllers.

Keywords: Stabilization over an integral domain, parametrization of stabilizing controllers,
generalized Bezout identities, wealky primeness, module theory, homological algebra, distributed
parameters systems, Banach algebras, H,(C, ).

1. Introduction

In 1972, M. Vidyasagar [148] introduced the new idea of representing a set of linear control
systems as the quotient field of a certain ring of stable and proper systems. Important examples
of such rings encountered in the literature are the Banach algebra H.,(D) of bounded analytic
functions in a domain D [166, 167], the algebra RH, of real rational H.,(C,) functions [47,
152], and Callier-Desoer algebras [24, 25, 28] and convolution rings (L; +C4, I; +CJ, ...) [10,
11, 152]. In the beginning of the eighties, this idea naturally led to the representation approach
of synthesis problems, principally developed in [30, 148]. The main outcome of this point of
view is a reformulation of various questions of feedback stabilization of linear systems in terms of
algebraic properties of matrices over a ring of stable and proper systems (e.g. internal stability,
doubly coprime factorizations, Youla parametrization of all proper stabilizing controllers, graph
metric...). See the book [152] for more details.
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Recently, the study of structural properties of multidimensional control systems has been
revisited into the framework of module theory and homological algebra. In particular, the use of
algebraic analysis — developed by B. Malgrange, V.P. Palamodov and M. Kashiwara in [85, 94,
106] — has shed more light on certain structural properties of linear multidimensional control
systems such as controllability [39, 41, 104, 121], existence of generalized Bezout identities
[117], pole—zero structure [17, 119, 161], and it has given a complete classification of various
types of primeness [104, 119, 160] with new algebraic algorithms to check them [119].

The natural extension of these ideas to certain classes of distributed parameter systems is
developed in this paper. In particular, we are mostly interested in algebraic aspect of feedback
stabilization. The analytic aspect is just called to mind and will be treated in forthcoming
publications, as it needs more sophisticated mathematics.

2. Modules and Systems

In the course of the text, we shall denote by A a commutative integral domain (a,b € A,ab =
0, a # 0 = b = 0) representing a class of stable and proper systems.
In the literature, we usually encounter the following examples for such a ring A:

~ the Banach algebra Ho (D) of bounded analytic functions in a domain D of C [28, 71],
— the RH,, algebra of real rational Hx(Cy) functionsin Cy = {z€ C|Rez >0},

~ Callier-Desoer algebras A, A(B), A_s, A, A(B), A_s [24, 25, 28],

— convolution rings such as Ly + C é or I; + C4d [10, 11, 148]...

In the course of the paper, we shall denote by Myxp(A) (resp. Mp(A)) the set of g x p (resp.
p X p) matrices with entries in A, by GL,(A) the group of invertible elements of M,(A) and by
I, the unity of GL,(A). Now, let R € Myx,(A) and let us consider the vectors of A? and A” as
row vectors. Then, we may define the A-morphism .R by:

BR: A7 — AP
z — zR.

Thus, the image im (.R) of this morphism is the A-module generated by the combinaisons A-
linear of the rows of R. This module is used in control theory [100, 101, 146]. In algebraic
geometry and in particular in algebraic analysis [85, 96, 106], one prefers to use the A-module:

M = coker (.R) = A’/AYR.
One of the purpose of this article is to convince the reader that, if we are studying the structural

properties of control systems, then it is more interesting to use M than im (.R).

REMARK 2.1. Even if we shall sometimes use Banach algebra for the ring A, we shall only
consider modules over the structure of integral domain of A and not Banach modules over Banach
algebras. Indeed, if we use Banach modules, we have to consider

M = AP[AYR,
where A9 R denotes the closedness of A? R in AP with respect to the norm of AP. The reason to

consider M instead of M is that we shall study the algebraic properties of control systems and
not topological ones. This will be treated in forthcoming publications.
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Let us recall the definition of exact sequences. See [15, 135| for more details.

DEFINITION 2.1. A complexr of A-modules is a sequence of A-modules F; and morphisms
d; : F; — F;_,, denoted by

(242) o P MR SR s,

such that d;od;+1 = 0, i.e. imd;;; C kerd;. The i** A-module of homology of the complex (242)
is H(F;) = kerd;/imd; ;. The sequence (242) is said to be ezact at F; if H(F;) = 0 < kerd; =
imd;y, and ezact if H(F;) =0, Vi.

Hence, the exact sequence 0 — M’ —f~> M means that f is injective, whereas the exact

sequence M -2+ M” — 0 means that g is surjective.
Let 7 be the A-morphism which associates to any row vector of AP its class in the A-module
M = AP/A? R. We have the following exact sequence:

(243) AT B 4 Ty M 0.
Let {e1,...,ep} be the canonical basis of A? and {fi,...,fq} the one of A9. We denote by
y; = 7(e;), 1 <1 < p. Then, we have:

iR =(Ra ... Ry) € ATR
=Y i1 Rij e

=n(fiR) =0 = EE:] Rij (e )
= Ej:lRijyj, 1€5<4.
Hence, we have in M the following equations

P
Y Rijyj=0, 1<j<g& Ry=0,
j=1

where y = (y1 ...yp)*. Moreover, we have Vm € M = A?/AYR, 3 (a;...a,) € AP such that:

p p p
m=mn((a1...ap)) =7(D_aie) =Y aim(e) = aiw.
i=1 i=1 i=1

This means that any element m of M is a A-linear combinaison of the elements y;,... ,y, and
the A-module M is said to be finitely generated. We have in fact a little more informations:
we know that the module is defined by a finite number of equations (¢ equations) with a finite
number of unknowns (p unknowns). In this case, we say that M is finitely presented, a fact which
is equivalent to the existence of the exact sequence (243) [135].

EXAMPLE 2.1. Let us consider the ring A = RH, of stable and proper fractions (see [47,
169] for more details) and let the matrix R be defined by:

S 82

0 1 —
~| (s+1 (s+1)2
(244) r=| (s+t1) 2 31)

G+iE | Grip
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Therefore, the corresponding A-morphism .R is defined by
R: A2 — At

g 2 R 1
(z1 22) — 2] = 29 i 5 <1 21 — e + 22— |
(s+1) (s +1)2 (s+1)2 (s +1)2

and the A-module M is defined by M = A%/A% R. Let us call y; = 7(e1),y2 = 7(e2), u1 = 7(e3)
and up = 7(eq), then we have in M the following equations

S Sz

— + -+ —ug =0,
G+ AT T Erz T
2

ug = 0,

S
+ -
+1)2 T 5+1)2
as well as their A-linear combinaisons.

EXAMPLE 2.2. Let us consider the Callier-Desoer algebra

A=A={h(t) = f(ﬂ‘FZ a;i 0(t—t;), f € Li(Ry), (@i)i>o €u(N), 0=t < ... <t; < tiyq < .0}
i=0

where , + and * are the internal operations, the external operation is the multiplication by scalars
of R and the Dirac distribution 4 is the unity of .A. With the norm

Il A lla=Il £ llz, + Il (@i)izo llis
A becomes a Banach algebra [24, 25, 28, 70, 152]. Now, let R be the following matrix
R=(46(t)—2e7tY(t) —e 'Y (t)xd(t—1) )

where Y (t) denotes the Heaviside distribution, i.e., 1 for ¢ > 0 and else 0, and let M = A%/AR
be the A-module associated with R. If we call y = w(e;) and u = m(ez), where {e; = (6 0),e2 =
(0 4)}, then we have in M the following equation:

(6(t) —2etY(t)y— (et Y (1)) xd(t —1)) u=0.
We have the following exact sequence
0— A5 A2 Iy M —0,

because the A-morphism .R is injective (ax R =0 => ax(§(t) —2e"tY (t)) = 0 = a = 0 because
d(t) —2e7*Y(t) # 0 and A is an integral domain [24, 25]).
Equivalently, we can use A = A = { f(s) | f € A}, where f(s) denotes the Laplace transform

of f, and the matrix:
B ( s—1 e " )
s+1 s+1 /)

In this case, we have in the A-module M = A?/A R the following equation :

(s—1) . e

(3+1)y—{3+1)ﬂ=0.




3. TORSION-FREE MODULES AND WEAKLY PRIMENESS

We have the following definitions of modules (see e.g. [15, 135]).

DEFINITION 2.2. Let M be a finitely generated A-module. Then, we have the following de-
finitions:

— M is free if M = A" for a certain r € N,

— M is stably-free if there exist two integers r and s such that M @ A° = A",

~ M is projective if there exist an A-module N and an integer r such that M @ N = A",

— M is reflezive if M = hom4(hom4(M, A), A), where hom 4(M, A) denotes the A-module
of the A-morphisms from M to A,

~ the torsion part of M is t(M) ={m € M |3 0# a € A, am = 0}. Any element of t(M)
is called a torsion element and M is torsion-free if t(M) = 0. We have the following exact
sequence

(245) 00— t(M) — M — M/t(M) — 0,
and M/t(M) is a torsion-free A-module.
Then, we have the following proposition which allows to give a classification of the modules.

PRrROPOSITION 2.1. Let M be a finitely generated A-module, then we have

— free C stably — free C projective C ... C reflexive C torsion — free.
— If A is a principal ideal domain (i.e. any proper ideal of A is generated by only one element
of A), then M = t(M) @ M/t(M) and any torsion-free module is free.

See any textbooks on modules for proofs (e.g. [15, 90, 135]). A second purpose of this article
is to show how these definitions are connected with structural properties of control systems, and
thus, how they give a natural classification of control systems.

3. Torsion-free modules and weakly primeness

3.1. An introducing example. Let us start with a simple example of torsion and torsion-
free modules which will illustrate and enlight their algebraic definitions.

EXAMPLE 3.1. Let A = RH, be the ring of stable and proper lumped systems and let us
consider the following system
(3+1)y_ (s+1) -
(s+2) (s+2)2

corresponding to the A-module M = A2/AR, with R = ( i ) From (246), we
have

(246) 0,

(s+l)( 1
G+2)Y  (5+2

and, we obtain y — ‘(‘Sf‘_}_-jj‘u = 0, because %%3 € A. In terms of modules, these algebraic ma-

u) =0,

nipulations mean that if we denote by R’ = ( 1 -51—2}- ) and M’ = A%?/AR’, then we have

M = M'. Moreover, M is a free A-module with basis u because we have y = (H%T uin M. In
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terms of transfer function, the previous manipulations mean that we can simplify the transfer

function
(s+1)
(s+2)°
h(S) s+1)
5+2)

by the stable and proper common factor %% to obtain h(s) = F-}-_Q)

Now, let us consider the following system

(s=1)  (s=1)  _
ct2)? 22 ="

(247)

corresponding to the A-module M = A?/AR, with R = ( i;g —((:—_:21))7 ) From (247), we
obtain
(s—=1) 1
oY G+

u) =0.

But, %:%3 ¢ A, and thus we cannot simplify by the common instable factor g—;-é% In terms of

modules, this means that z =y — fs_iﬁ u € M satisfies %%% z =0 and z is a torsion element of

the module M. Hence, the module framework allows to make a distinction between the control
systems corresponding to the following transfer functions ((:_;21))2 / E:;g and (341-2)’ which cannot
be done using only transfer functions. To sum up, we have the following picture:
!1—1! )
h(s) = jf%ﬁﬁ— (s_—ll-an transfer function framework

1 {

%:;—3 Y- (i:_l_;gl))f u=0 Y= ts—_}:ﬂ u =0 systems framework
¢ ¢

M g M/t(M) modules framework.

To conclude, the use of module over A = RH,, avoids instable or unproper simplifications in
transfer functions, while allowing simplifications by stable and proper fractions (compare with
[16]).

REMARK 3.1. Let us notice that the same thing can be done with the ring R, = {% | a(s) €
R[s],0 # b(s) € R[s], dega(s) < degb(s)} of proper lumped systems. In this case, the use
of module over R, avoids unproper simplifications in transfer functions, while allowing only
simplifications by proper fractions. For the ring R; = {%g#% | a(s) € R[s],0 # b(s) € R[s], b(so) =
0 = Resg < 0} of stable lumped systems, we can easily see that the use of module avoids unstable

simplifications by common factors while allowing only simplifications by stable fractions. Simple
examples can be easily built for R, and R, in a similar way as previously. See also [39, 104, 113].
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3.2. Weakly left-primeness. Let us suppose that ¢ < p and that R is a full rank ¢ x p
matrix over A. Then, up to a change of notation, we may suppose that R = (R; Rs2) where R,
is a full rank ¢ x ¢ matrix. If we now consider the A-morphism .R, then .R is injective because
zR=0= zR; =0 = z2detR; =0, det R; # 0 = z = 0. Hence, we have the following exact
sequence:

0— A9 B 4p Ty 0.
Let us recall the definition of weakly left-prime matriz. See |47, 143| for more details and appli-
cations. In the course of the text, if A is a commutatif ring, then the field of fractions of A is
defined by:

K:Q(A):{%]aeA,O;ébeA}.

DEFINITION 3.1. A g X p (¢ < p) full rank matrix R is called weakly left-prime if R satisfies
the following property:
2€ K9 zRe AP = z € A%

EXAMPLE 3.2. We take again the system defined by (247). We easily verify that
(8+2) ( (s-1) (s—1) 1 2
(s—1) ( (s+2) ~ (s+2)? ) = ( 1 ) )E A%,
where #*8 € K = Q(A) = R(s) and {3 ¢ A = RHo. Thus, R is not weakly left-prime.

Let us try to explain into the module framework the concept of weakly left-primeness. First
of all, we need some more technical tools as localization of modules [135]. See [41, 104, 118]
for more informations and applications.

DEFINITION 3.2. Let M be a A-module and § = A\{0}. We define on S x M an equivalence
relation ~, defined by:

(s,m)~(s',m') = 3teS: t(sm'—s'm)=0.

Then, we define the localization of the A-module M with respect to S to be the K = S~' 4 =
2 a€ A, 0#se€ A}-module ST'M = (S x M)/ ~ and, if we denote by = the equivalence
class of (s,m) in S~1M, we have:

S‘1M={%m,a€A, 0#b€ A, me M}

Hence, we have “extended the scalar” of the module M from A to K = Q(A). Moreover, we
have the following canonical A-morphism
M Ly s-lM,

m — 2

from which we easily obtain kerig ={m € M |30 # a € A, am = 0} = ¢t(M). Hence, we have
a link between torsion part ¢(M) of a module M and S~!M. Let us try to show with an example
why kerig is the torsion-part of M.

EXAMPLE 3.3. Let us consider the system defined by (247). With the same notation as
precedingly, we have K = §~1A = R(s), in which we can invert non zero elements of A. Hence,




10. ASPECTS ALGEBRIQUES DES PROBLEMES DE STABILISATION

we have in S~ M the following equation:
(s+2) ,(s—1) (s—1) 1
— =y — =0
-1 12 raEY =Y !

(s+2)
We find the concept of transfer function because we can simplify any equations of S—1M by any
common factors. The K-vector space S~!M is then defined by the following exact sequence,

0— K- K2— 8 1M —0,

with T = (1 — ﬁ), We have seen in example 3.1 that z = y — (5_}3) u was a torsion element

of M satisfying E;:B z = 0. But, in S~ M, we have E‘:’_Lﬂ %;—3 2z = z = 0 and we find that the

kernel of ig is exactly ¢{(M) = A z.
Moreover, we have the following isomorphism (see [135] for more details)
S-1Mm = K®q M,
a

a
Em s g®m,

which allows to see localization as a particular case of tensor product. Thus, we have the following
proposition (see [135] for more details).

PROPOSITION 3.1. With the same notation as before, we have the following ezact sequence:
0—t(M) — M —>K@sM— (K/A)®4 M — 0.
Finally, we shall need another definition of modules [15, 135].

DEFINITION 3.3. An A-module N is flat if the tensor product N ®4 - transforms any exact
sequence of A-modules 0 — M’ — M — M"” — 0 into an exact sequence of A-modules
0—NIIM —-NRIUM —>N®sM' — 0.

We have the following proposition (see [15, 135] for more details).

PROPOSITION 3.2. If A is an integral commutative domain, then K = Q(A) is a flat A-
module.

Let us try now to understand weakly left-primeness in terms of modules. Let us start with a
full ¢ x p matrix R with entries in A and ¢ < p. We have seen, at the beginning of this section,
that, in this case, we have the following exact sequence:

(248) 0— A1 By 4? Ty M —s 0.
Now, as K is a flat A-module [135], we have the following exact sequence
(249) 0— KI¥&Rpr K@ M —0,
where idx ® .R : K9 — KP? is simply defined by:

2(idgk ® .R)=2R, V 2z € K.
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Then, using the fact that the sequence 0 — A — K — K/A — 0 is exact, we find the
following exact and commutative diagram

0 0
1 }

0— A9 O " M —
¢+ $ l

0— K¢ UBR . KeuM —0
o' ia” !

0— L— (K/A)? 5 (K/AP — (K/A)®aM —0,

! i l
0 0 0

where L is the kernel of the induced A-morphism 7 : (K/A)? — (K/A)P defined by
(251) 7(y) = 7"(z (idg ® .R)) = 7" (2 R), with z € K7, such that y = 7'(2),

and 7 does not depend on the choice of the inverse image z of ¢ (chase in the diagram). Notice
that the kernel of the morphism M — K ®4 M is exactly the torsion part ¢{(M) of M. Now, a
chase in the diagram or the use of the snake lemma (see [15, 135]) leads to:

L = t(M).

Let us suppose that R is not weakly left-prime, then there exists z € K? such that z ¢ A9 and
zR € AP, Hence, n'(2) # 0 and n”(zR) = 0, i.e. 7(7'(2)) = 0 & 0 # 7'(2) € L. Conversely, if
0 # t € L then 7(t) = 0 and thus, for any z € K7 such that 7’(z) = ¢, we have 7’(2(idx ® .R)) =
0 & z(idxk ® .R) = zR € AP. Moreover, 0 # t = n'(z) = 2z ¢ A? and thus R is not weakly
left-prime. Hence, R is weakly left-prime if and only if L = 0. Hence, the obstruction for a matrix
R to be weakly left-prime is given by a non zero L = ker 7. We have the following proposition.

THEOREM 3.1. Let R be a g xp full rank matriz with entries in A (q <p) and M = AP/AYR
be the A-module, then the following two assertions are equivalent:

1. R is weakly left-prime,
2. t((M)=L=0.

We give an example taken from [1]. In [143], M.C. Smith used this example to show that, if
A is not a GCDD (greatest common divisor domain), then an #rreductible matrix R, namely a
matrix R with no common factor in all its highest minors, is not necessary weakly left-prime. We
have shown that the general concept of irreductible or left weakly-prime matrix for an arbitrary
integral domain A is in fact the concept of torsion-freeness.

EXAMPLE 3.4. Let us take A = Z[iv5], R=( 2 1+1iv/5 ) and M = A2/AR. We have in
M the equation

2y + (1 +iV5)u=0,
where y = m(e;) and u = m(ez). There is no common factor between 2 and 1 + iv/5, but we
cannot conclude that M has no torsion elements. Indeed, we have

1-iV/5

5 )(2 1+iV5)=(1-iv/5 3)€A?

(




10. ASPECTS ALGEBRIQUES DES PROBLEMES DE STABILISATION

and K 5 1= "/- ¢ A. Thus, R is not weakly left-prime and there exists a non zero torsion element
in M. Indeed we easily check that 0 # z = (1 — ivV5)y + 3u € M satisfies (1 + iv5) z = 0.

3.3. Tor functor.

DEFINITION 3.4. Let M be an A-module. We call a free-resolution of M an exact sequence
of the type

d; di—y di—2 d x
—>E—‘}E_] —l—)Fi_l —?‘—1>Fg—>M—>0

where F; are free A-modules. If all the F; are finitely free A-modules, then we say that M admits
a finite free-resolution.

Notice that if M admits a finite free-resolution, then we obtain the following exact sequence
L R e LS e e N NG Y N )
where R; € M;,«r,_,(A) corresponds to the matrix of the morphism d; in the canonical basis of
A" For example, the sequence (248) is a finite free resolution of the A-module M.
DEFINITION 3.5. Let M and N be two A-modules and
(252) NG N S T - S )
a free-resolution of M, then we call the truncated resolution of M, the complex defined by:

di_y -2

s EESE R 8 Ap 0

The defect of exactness at N ® 4 F; of the following of complex

idN®d| 1 idy®d;—2
e "

. — N®4F,'%% No, F, N®4 Fiy 8 N oy By — 0,

does depend only on M and N and not on the choice of the resolution (252). We denote:
H(N ®4 F;) = tor}(N, M) = ker (idy ® d;)/im (idy ® di41).
In particular, we always have tory (N, M) = N ®4 M.

We have obtained the exact and commutative diagram (250) by passing to the quotient K/A
on the exact sequences (248) and (249). But we can directly obtain the third horizontal sequence
by taking the tensor product (K/A) ® - of the exact sequence (248) to obtain the complex

idg/A®.R idga®m

0 — (K/A)? (K/A)P (K/A) ®a M — 0,

where idg /4 ®.R is defined by (251). The only defect of exactness which may appear is at (K/A),
i.e. the morphism idg/4 ® .R does need to be injective. We have seen that the obstruction to the
injectivity of this morphism is the obstruction for a matrix to be weakly left-prime.

EXAMPLE 3.5. Let us consider again the A-module defined by (248), then by applying
(K/A) ®4 -, we obtain tor{ (K/A,M) = ker (idg/qa ® M) = L = ¢(M). Thus, R is weakly
left-prime iff tor{!(K/A, M) = 0. In example 3.4, we have tor{ (K/A, M) = (K/A)(l—_;&/—‘:’) and
in example 3.2, tor{!(K/A, M) = (K/A) (££2)
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In case where R is not a full rank matrix, the A-morphism .R is no more injective, but we
have the relation tor{!(K/A, M) = t(M) as it is stated in the following theorem.

THEOREM 3.2. Let A be an integral domain, K = Q(A) its field of fractions and M a finitely
generated A-module, then we have:

(253) tory! (K /A, M) = t(M).

A proof of this theorem can be found in [135]. Moreover, we can prove that we have the
following theorem (see [135] for more details). Hence, torsion-freeness is the right generalization
of the concept wealky left-primeness for arbitrary integral domain and the computation of the
tor{ (K /A, M) is the way to check this intrinsic property.

THEOREM 3.3. For any ezact sequence 0 — M' — M — M" — 0 of A-modules, we
have the following eract sequence:
0 — torf(K/A,M') — tor{{(K/A,M) — tor{(K/A,M") — (K/A) ®4 M'

(254) — (K/A)®a M — (K/A) @4 M" — 0,

4. Duality and formal parametrizations

4.1. Functor Ext. In homological algebra, another important functor is the ext functor.
We shall show that it is strongly connected with the tor functor. It gives another way to check
torsion-freeness and formal parametrizations of the system.

First of all, let S be a A-module. We usually encounter the following examples of A-module
S in the literature.

EXAMPLE 4.1. - If A= Hy(C,), then S = Hy(C, ) is a left Hoo(Cy4 )-module because
Va € Hy(Cy), Vf € Hy(Cy ), we have af € Hy(C,4). The space Ho(C, ) is even better,
that is, it is a Banach module over the Banach algebra H(C; ), i.e.:

lafllz<llalicoll £ ll2 -

- If A= RH,, we can take as before S = H(C, ).

— Finally, if A = A is the Callier-Desoer algebra, we can choose S = Ly(Ry), for all p €
[1,+00]. Indeed, for any a € A and f € L,y(R; ), then the convolution product a x f €
Ly(Ry) [29]. Moreover, Ly(R,) is a Banach module over the Banach algebra A, that is
to say:

laxfllp<llallall fllp ¥pe€[l,+o0].
If d; : F; — Fj_; is an A-morphism between two free A-modules F; and F;_; and ¢ €
homy4(F;—1,S), then by composition, we obtain d; o ¢ € homy(F;,S). We have the following
diagram:

Hence, we have the following morphism:
d : homa(Fi_1, S)
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DEFINITION 4.1. Let M and S be two A-modules and
d; 7 dy—
coom—t By VB B )L B R — 0,

the truncated resolution of M (see definition 3.5). The defect of exactness at homy(F;, S) of the
following complex

d? d* d* -
... +— homy(Fj41,S) ¢= homy(F;,S) +— ... <= hom(F, S) & hom 4 (Fp, S) «+— 0,

does depend only on M and S and not on the choice of the resolution (252). We denote it by:
H(homy(F;, S)) = exty, (M, S) = kerd?,,/imd}.
In particular, we always have extg(M, S) = homy(M, S).

Let us show why this definition is interesting. First of all, let us notice that if F;_; is a finitely
generated free A-module, i.e. F = A"-1| then the knowledge of ¢ € hom4(F;_;,S) is equivalent
to the knowledge of (¢(e1) ... ¢(er,_,)) € S™-1. Hence, we have the following isomorphism:

hom,;(F,;_l,S) — STi-1
¢ — (#(e1) ... dler;_,))"
Finally, if d; : F; — F;_; is a A-morphism between two finitely generated free A-modules, and
d; is given by a r; X r;_; matrix R; in the canonical basis, then an easy computation gives the
following diagram:
d*
hOIIlA(F’;', 5) £ hOl’IlA(F:j_l,S),
| I
gri Pl Sri-1
where the A-morphism R;. is defined by:
e }21 . Sri—l — Sl".'
(255) z — R;z.
Thus, if

(256) o A By g B g B By g T a0
is a finite free resolution of M, then we have the following complex
ot G 0 or B g Bat By gre o homy (M, S) «— 0,

and we say that we have applied the functor hom,(-, S) to (256). The defect of exactness at S™
is given by ext’, (M, S) = ker (R;41.)/im (R;.).

EXAMPLE 4.2. Let us consider A = A the Callier-Desoer algebra and the matrix
R=(4(t) —etbY(t)),

where a and b are two real constants with @ > 0 and Y'(¢) is the Heaviside distribution. Then,
we can associate to R the A-module M = A?/A R, defined by the following exact sequence:

0— A 42 5 M —o0.
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By applying hom4(-, Lp(R)) to the finite free resolution of M, we obtain the sequence

(257) 0 ¢— Ly ¢ L2 +— hom (M, Ly(Ry)) +— 0,

where:
R.:(z u)t — (6(t) —e®*bY(t) ) x(z u)t z(t) — (e7*bY (t)) * u(t)
= z(t) — [y e 29 bu(s)ds.

The fact that ext% (M, S) = hom (M, S) means that sequence (257) is exact at Lg, that is to say,
we can identify hom 4 (M, L,) to the space of solutions of the operator R. : Lg — L. In fact, (257)
is an exact sequence of vector spaces for all p € [1, +00] because exth(M, S)=Ly/R Lg measures
the lack of surjectivity of the operator R. : Lg — L,. But, R. is surjective because Yy € L,,
y = R*(y 0)', thus ext)(M,S) = 0. We shall soon show that the exactness of sequence (257)
comes from the fact that M has a good algebraic property, namely, M is a projective module.

EXAMPLE 4.3. Let us consider f € A = A and the A-module M defined by f # 0, i.e., we
have the following exact sequence

00— A A2 M0,

because ax f = 0,f # 0 = a = 0, and thus xf : A — A is injective. By applying the functor
hom4 (-, Lp(Ry ), we obtain

0 L, <X L, +— homu(M, L,) «+— 0,

which is not exact because ext!, (M, L) = L,/f * L, # 0 in general, except if f"' € A= M =0
is a projective A-module (f~! € A & inf,ec, |£(s)| > 0, where f is the Laplace transform of f
[24, 28, 70]). Hence, L, is not a “good space” in the sense that hom4(-, Lp) transforms exact
sequences into non exact sequences.

We can characterize “good spaces” S. Such a A-module S corresponds to the concept of
injective modules.

DEFINITION 4.2. An A-module S is injective if for any exact sequence 0 — M’ i} M and
any A-morphism ¢ : M — S, there exists 9 : M’ — S such that ¢ = ¢o f.

This definition looks like the Hahn-Banach theorem for modules (extension of monomor-
phisms). We then have the following proposition in every textbook on homological algebra
[15, 135].

PROPOSITION 4.1. We have the following assertions:

- ext‘é(M, S)=0,Vi>1,VA—module S & M is a projective A-module.

- ext4(M,S) =0, Vi>1, VA — module M & S is an injective A-module.

REMARK 4.1. This proposition shows that if either S is a injective A-module, i.e. S has
good analytic properties with respect to A, or the module M is projective, i.e. M has good

algebraic properties with respect to A, then homy4(-,S) transforms any exact sequence into an
exact sequence. If the A-module M is defined by the exact sequence

AN IR Y N}
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then, by applying homu(-,.S), we obtain the complex:

st & g9 B 6P homu(M,S) +— 0.

Therefore, if we want to solve the inhomogenous system Ry = z, where z € S is a given second
member, the necessary condition is R; z = 0 because im (R.) C ker (R,.) This necessary condition
is sufficient iff im (R.) = ker (Ry.), i.e. ext} (M, S) = 0, because Rz = 0 = 3 y € S such that
Ry = z.

Contrary to the case of linear systems of differential equations with constant coefficients
(A = R[dy,...,dy]), where lots of injective A-modules S are known (S = D'(2),C*®(Q)...)
(85, 104, 94], for A = Hy(C, ), A, RHy, we only know that S = Q(Hw(Cy4)), S = Q(A), or
S = K(RHy) = R(s) and S = R(s)/RH, are injective because for any domain A, K = Q(A) is
injective and if A is a principal ideal domain, then K/A is also injective [15]. We do not known
if other injective modules exist or are known for these rings.

EXAMPLE 4.4. For a principal ideal domain A, a A-module S is injective iff it is divisible
(13, 135], namely S satisfies the following property:

VO0#a€ AVu€eS Iy € Ssuch that ay = u.

For example, let us take the principal ideal domain A = RH, [101]. The A-module H(Cy) is
not injective because it is not divisible. Indeed, the equation

ay=u, a ' ¢ A
has no solution in Ha(Cy ), for any given u € Ha(Cy ).
In fact, we shall show in the section on free modules that any system which admits a
generalized Bezout identity is a free A-module M and thus projective. In this case, we have

ext’y(M,S) =0, Vi > 1 for any A-module S and and we have a good duality in the sense that
the functor homy(-, S) keeps the exactness (see remark 4.1).

4.2. Formal Parametrizations. Let F} Sy Fy — M — 0 be a finite presentation of
the A-module M, then by applying the functor hom4(-, A) to it, we obtain the following exact
sequence F7 o F} +— M* +— 0, where M* = hom4(M, A) and F* = hom4(F;, A), i =0, 1.
Let us call the A-module NV = coker dj, then we have the following exact sequence:

dt
0+— N +— Ff +— F§ +— M* +—0.

The sequence shows that the module N, associated with the dual morphism dy, is not the dual
of the module M associated with d;.

A delicate result is the fact that extfq(N,A), 1 > 1, does not depend on the choice of the
resolution of M (choice of R) but only on M. This result has been proved in [125] as well as the
following theorem.

THEOREM 4.1. Let M be a A-module defined by a finite presentation Fy L Fy =5 M —0,
such that ext}q(N,A) is a torsion A-module, where N = coker dj, then we have:

t(M) = ext} (N, A).




4. DUALITY AND FORMAL PARAMETRIZATIONS

EXAMPLE 4.5. Let us take an example from [143]. The matrix R = (e™* — —) with entries

s+1
in A = Hoo(C, ) is weakly left-prime. Indeed, A is a greatest common divisor domain (see [143]
for a proof), then weakly left-primeness is equivalent to have no common divisor between the
highest minor of R [143]. Thus, using theorem 3.1, we obtain that the A-module M = A?/AR,

defined by

0> A5 42 25 N —5 D,
is a torsion-free A-module, i.e., t(M) = 0. Let us check it using the previous theorem. Let N be
the A-module defined by

04— N —A = 22,
thus (a b)! € ker(R.) e *a= (_~1F") b, and using the fact that ged (™%, =) = 1, we obtain:

7 5+1

a= ¢

s+17 c e A.
b=e ‘¢,

Hence, we have the following exact sequence

0 — N o—ld = A2 A—0,

b b
where R_; = ( ;tg ) Applying hom4(-, A) to this exact sequence, we obtain

R_,
23 4A—0,
but .R is an injective morphism (R is a full rank matrix), thus we obtain N* = 0. This is coherent
with the fact that N is a torsion A-module because we have the following equations in N

i =0,

and the fact that, for any torsion module N, we have N* =0 (V f € N*,Vne€ N, 30#a €
Ajan =0 = f(an) = af(n) —Of( )€ A= f(n) =0= f =0= N*=0). Moreover,
ker (R-;) = {(a b) € A? | “(s+1) + be™* = 0}. But reasoning as before, we obtain that
ker ((R_;) = AR = im(.R), i.e., ext}(N,A) = 0, and thus M is a torsion-free A-module. In
the next section, we shall see that ext? (N, A) = A/AR_; # 0 and thus M is not a projective
module. Let us notice that we have the following commutative and exact diagram

0— 45 42 = 4

I | Tk

0— A8 A2 & M—o0,

0—N*— A-S 4

where x : M — A is an induced A-morphism, defined by k(m) = z R_;, with m(z) = m. This
morphism does not depend on the choice of the inverse image z of m (chase in the diagram).
Moreover, we have x(m) =0 = zR_; = 3 a € A such that z =a R = 7(2) = m(a R) = 0, thus
k is injective, showing that the torsion-free A-module M can be embedded into a free A-module.

EXAMPLE 4.6. Let us consider the system
(s=1)(s=2) (s—2)
(s+1)2 y (s+1)2

=i{);
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and the corresponding A-module M, defined by

0— AR A2 s M0,

where R = ( {qull(]");” [(3~+12)h ) Let N be the A-module defined by

04— N+ A& 42
thus (a b)' € ker(R.) & & B o - LB =0 & (522)((5) e - ()b =0 (55
)b = 0. But, we have in A = RH, ged (355 L) = 1, thus we obtain:

‘H-i 1 8+1

{a—( ]f)c c€ A.

b-—(—l)c

('€1—1

Thus, we have the following exact sequence

0e—Ne—A&E 2E 4,

=l

where R_; =( g
s+1

) . Applying the functor hom4(-, A) to this exact sequence, we obtain

2 -B)

0— N* — A =By 4225 A—0,

and, once again, as NN is a torsion-module, N* = 0. Moreover, ker (.R_;) = {(a b) € A% | a (=)

s+1
=b( i+i )}. But, ng(s_H, s;l) = 1 and thus, we obtain:

Finally, we have ker (.R_;)

exti‘(N,A) =ker (.R_1)/im (. _ﬁ )/A ( {szsli(ls);ﬂ = {5—2)2 )#0

(s+1)

Let us denote by z the class of R' = —) in ext} (N, A), then we have (j_‘,_—f)z =0
Hence, we have t(M) = A z and:

0— A5 A2 5 M/t(M) — 0.

M/t(M) is a torsion-free A-module and A is a principal ideal domain [101, 152], then, using
proposition 2.1, M/t(M) is a free A-module.

Firstly, the interest of theorem 4.1 is that it can be applied to non full rank matrix, and
secondly, if ext) (N, A) = 0, then we have the following exact sequence

.R i
A7 By pp 253 g7,

and thus M = coker (.R) = im (.R_;). This means that, for any element m € M, there exists
z € AP such that m = z R_;. Hence, we have parametrized the system by means of R_;. See
[117, 118, 119] for more details.




5. PROJECTIVE MODULES AND VECTOR BUNDLES

5. Projective modules and vector bundles

5.1. Properties and examples. Let us give the definition of splitting exact sequence which
is a key concept of the module theory and homological algebra [15, 135] and which will play a
major role in the course of this paper.

DEFINITION 5.1. Let 0 — M’ 13 M —%5 M" — 0 be an exact sequence of A-modules.
This exact sequence is said to be a splitting ezact sequence if one of the following equivalent
assertions is satisfied:

— there exists an A-morphism h : M" — M such that go h = idp,
~ there exists an A-morphism k : M — M’ such that ko f = idy,

— there exist ¢ = );) M —o>Me&M"andy = (f h): M'®M"” — M such that ¢ and

% are isomorphisms and ¢ o ¢ = idppgpr, P 0 ¢ = idpy.

We can give a more interesting characterization of projective modules. See for example [15,
135] for a proof.

ProprosITION 5.1. If M is A-module defined by A9 S AR M — 0, then M is a
projective A-module iff the following sequence is an exact splitting sequence:

0— AT7R— A" — M — 0.

In particular, if M is defined by the following short exact sequence
(258) 0— A7 5 A”—>M—+0

then, M is a projective A-module iff the sequence (258) is an exact splitting sequence, i.e., iff
there exists a p X ¢ matrix such that Ro § = I,,.

Let us give another theorem characterizing projective modules deﬁned by full rank matrix.
A proof of this theorem can be found in [88].

THEOREM 5.1. Let M be a A-module finitely presented 0 — Fj S Fpb — M — 0,
where Fy and Fy are finitely generated free A-modules. Then, M is a projective A-module iff
N = cokerdj = 0.

EXAMPLE 5.1. Let us consider the A = RH-module M defined by the finite free resolution
0 — A2 B, A4 _y M — 0, where R is defined by (244). The A-module N is then defined by

0 ¥— iV 4542 2 A4,
and if we call z; = 7(e;) and 27 = 7(ez), we have in N the following equations:
=),

21 {s+1)

(259) “ (oI =

21—-0

52 1 -
21 T2 GrE T 0.
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It is not evident at first glance to see that the only solution of the preceding system is z; = zp = 0
and thus N = 0. If fact, if we put a second member v on the system (259), we obtain for example

21 = V3,
. (352+s (s+3) (3541
{ 22 = —v1 (G + e () + v G

_(35%+s)
(s+1)2
(5+3)

which means that the morphism S. : A> — A, defined by the matrix S = (36”

(3s+1)

(s+1)
a right inverse of the morphism R. : A* — A? ie. RS = Iy, where I, is the unity 2 x 2 matrix.
A consequence of this is that (.R) o (.S) = .(RS) = .I; and thus, the above free resolution of
M splits and we obtain A* 2 A% @ M, which shows that M is a projective A-module. However,
the ring A = RH, is a principal ideal domain [101, 152], thus, using proposition 2.1, we know
that M is a free A-module.

EXAMPLE 5.2. Let us take again example 4.2. The A-module N is finitely presented by
0—N& A& A2
Let us call z = w(§), then we have in N the following equations:

{z:O, = N=0.

ze%th=0
Thus, M is a projective A-module. Using proposition 4.1, we have in particular ext}q(M, Ly) =

0,Vp € [1,+400], i.e., the operator Lg 2 L, is surjective, for any p € [1,+00] (see example 4.2).
In fact, we have RS = § with S = (6 0)': A2 - A, and thus, Vy € L,, y = R(y 0).

Let us recall some basic statements about Banach algebras [52, 136, 152].

DEFINITION 5.2. A mazimal ideal of a ring A is a proper ideal, i.e. an ideal different from
A, which is not contained in any other ideal of A.

It is well known that if A is a commutative C-Banach algebra, then the mazimal ideal space
X (A) of A can be identify with the set of homomorphisms form A to C [52, 136, 152]. Indeed,
one can prove that the kernel of x € hom4(A4,C) is a maximal ideal of A and conversely, any
maximal ideal of A is the kernel of a certain y € hom4(A, C). Endowed with the weak * topology,
induced by the dual space of A, X(A) is a compact Hausdorff space [52, 136].

DEFINITION 5.3. The Gelfand transform of a € A is defined by a(x) = x(a), Vx € X(A).

If A is semisimple, namely, the Gelfand transform is an isomorphism between A and A =
{a | a € A}, then any element a of A can be seen as a continuous function on X(A4), i.e.
@ € C(X(A)). One can prove that any C-Banach algebra of functions is semisimple.

A basic result of commutative algebra says that an element a € A is invertible iff a does
not belong to any maximal ideal of A, i.e., a(x) = x(a) # 0,V x € X(A). More generally, if
ai,...,an is a finite family of A, then, there exist by, ...,b, € A such that Z:-;] a; b; = 1 iff the
ideal I = (a1,... ,an) = A, that is to say, iff I is not contained in a maximal ideal of A. Hence,
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one can easily prove (see e.g. [152]) that there exist b; € A, i = 1,...,n, such that .- a; b; = 1
iff infy e x(a) 21z ldi(x)| > 0. In fact, we do not have to check the “inf-condition” on all X( A)
but we can restrict ourself to a dense subset of X (A).

EXAMPLE 5.3. Let us consider the matrix R = ( %-“_F% —% ) with entriesin A = Hy(C,.).

Thus, the A-module M is defined by the following the finite free resolution

0 —a:A-T5 A —5 M —0,
The A-module N is then defined by the finite free resolution
0 N&— A& 22
and if we denote by z = m(1), then we have in N the following equations:
z(i—;—% = 0
|-
s—

As the matrix R is weakly left-prime, there is no common factor between ;ﬁ and {§+’1) Using
the famous Carleson’s corona theorem [51], namely C; is dense in X (Hx(C4)), and verifying
6—5

s+1

then there exist @ and b in A = H(C,.) such that we have the following Bezout identity:
s—1 e

S Ll e

A few computations show that we have in fact (see for more details [11]):
= 1 — e——s—{—l e=s

( +1)(1+2 —— i ) (-2e) =

Hence, using the same arguments as for the above example, we find that A2 =~ A@® M, and M
is a projective A-module.

) >0,

s—1

)Jb=1.

EXAMPLE 5.4. Let us consider again the system defined in example 4.5. We have shown that
the A = Huyo(C,4 )-module M defined by this system was torsion-free. Let us show that M is not
a projective A-module: we have the following exact sequence

0— A5 42 %, M —s0,

with R = ( e —ﬁ ), and thus, M is a projective A-module iff N = 0. But, we have in N,

the following equations

s =,
(260) { (—-1-1-)=

and infsec, (e + l;:,l_—1|) = 0. Hence, (260) does not imply z = 0, and thus N # 0, i.e. M is
not a projective A-module.
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5.2. Vectors bundles over C(X(A)). Let us point out the equivalence between projective
modules over a Banach algebra and vector bundles over the ring of continuous functions on the
maximal ideal space X(A). This analogy will lead to a future introduction of the ideas of K-
theory in control theory [4]. This link will be developped in forthcoming publications. In what
follows, we shall denote by k the field C or R.

DEFINITION 5.4. 1. A k-vector bundle over X is a topological space F with a continuous
map p: E — X such that:
(a) for each x € X, E; = p~!(z) is a finite-dimensional k-vector space compatible with
the induced topology,
(b) E is locally trivial, namely, for each z € X, there exists a neighbourhood U of z such
that By = p~}(U) is isomorphic to a trivial bundle U x k™ over U, with m € N.
. A trivial k-vector bundle is a vector bundle of the form X x k™, for some m € N.
. A section s of a vector bundle E is a continuous map s : X — E such that (po s)(z) =
z,Vre X.
. If E and F are two vector bundles over X, then we can define the Whitney sum

E®F ={(e,f) € Ex F|p(e) = q(f)},
where p (resp. q) is the projection of E (resp. F') onto X.

Let E be a k-vector bundle over a compact Hausdorff space X and C(X) denote the ring of
continuous k-valued functions on X, with the norm:

Il f llecxy= supzex|f(2)l-
Then, the set I'(E) of sections of E has a structure of C(X)-module, determined by:
~ (81 + 82)(z) = s1(z) + s2(z), V 81,82 € (E), Vz € X,
- (f9)(z) = f(z) s(z), V f € C(X), s e T(E).
We have the following theorem. See [4, 147] for a proof.

THEOREM 5.2. If E is a vector bundle over a compact Hausdorff space, then there ezists a
vector bundle F' such that E & F is a trivial one.

Moreover, we have
IN(EeF)=2T'(E)aI'(F),
and, if E = X x k™ is a trivial vector bundle, then I'(E) is the finitely generated free C(X)™.
Thus, if E is a vector bundle, then there exists a C(X)-module I'(F) such that I'(E) @ T'(F) =
C(X)", for a certain r € N, and I'(F) is a projective C(X)-module. Conversely, if M is a
projective C(X)-module, then there exist a C(X)-module N and an integer r such that M@ N =
C(X)". Let us denote by e : C(X)™ — C(X)™ the projection onto M, then e € M,,(C(X)) is
an idempotent, i.e. 2 = e, and

EZ{(I;'f) eX x km|£€1m6(1')}a

is a vector bundle over X such that I'(E) = M. Using all the results, we obtain the following
theorem due to Swan [147], which is a key-result of the K-theory (see also [4]).

THEOREM 5.3. There is a one-one correspondence between the vector bundles over X and
finitely generated projective module over C(X).
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Finally, let us notice that if A is a semisimple commutative C-Banach algebra, then the
maximal ideal space X (A) of A is an Hausdorff compact space, and, using the Gelfand transform,
we have A = A C C(X(A)), that is to say, any element of A can be seen as a continuous
function on X (A). Hence, there is a one-one correspondence between projective A-modules, i.e.
projective C'(X(A))-modules and vector bundles over the maximal ideal space X (A). Thus, one
of the interests of theorem 5.3 is that we can deduce certain algebraic results from topological
properties of X (A). We have for example the following theorem [4, 91].

THEOREM 5.4. Let E be a vector bundle over an Hausdorff compact X. If X is contractible,
namely there ezists xo € X and a continuous function f : [0,1] x X — X such that f(0,x) =
x, f(1,x) =x0, VX € X, then E is trivial.

Hence, if X (A) is contractible, then any projective A-module M is free. See also [152].

EXAMPLE 5.5. The maximal ideal space X of A = [{(N) is the closed unit disc [152] which
is contractible. Thus, any finitely generated projective A-module is free.

Other topological properties of X(A) can be used to deduce algebraic results for A-module

as we shall see for Hy, in section 7.1.
Let E be a vector bundle over X (A) then the rank of the fiber E, over C, defined by

rkE: X(A) — N
x +— rtkE,,

is a locally constant integer-valued function, that is to say, a continuous function. But X (A) is an
Hausdorff compact, thus (rk E)(X(A)) is a compact of N, i.e., (rk E)(X (4)) = UL, m;, m; € N.
Then, X; = (rk E)~!(m;) is an open and closed subset of X (A), and we have X(A4) = U, Xi.
But, we have the following Shilov theorem [52].

THEOREM 5.5. Let A be a commutative Banach algebra with the identity 1 and X (A) its
mazimal ideal space. Then, there is a one-one correspondance between partitions X (A) = U, X;,
where the X; are open and closed subsets of X(A) and decomposition of A = @I, A;, where
Ai={a€ Ala(x) =0, Vx & X;} is an ideal of A and A; = €; A, where 1 = Y e; is the
decomposition of the unit of A into idempotents elements e; € A;.

COROLLARY 5.1. Let A be a unital commutative Banach algebra which is an integral domain.
Thus, the mazimal ideal space X (A) is connected. In particular, if E is a vector bundle over X (A),
then the rank of E 1is a constant. Hence, if A is semisimple, then the matriz R € Myy,(A) defines
a projective A-module M = AP /A9 R iff tk(R(x)) is a constant function on X (A).

PROOF. A is an integral domain, thus the idempotents of A are only 0 and 1. Thus, by the
Shilov theorem, X (A) cannot be decomposed into a disjoint union of open and closed subset of

X(A). Thus, X (A) is a connected space and the rank function of any vector bundle E over X (A)
is constant. Thus, if r is the rank of R, then R defines a projective A-module, iff

infy e x(4) Z |Ri(x)| > 6 >0,
iel

where {f?,;}ie; is the family of minors of R of order 7.
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6. Freeness and internal stability

6.1. Free modules and generalized Bezout identities.

PROPOSITION 6.1. Let M be a A-module defined by A9 -2 AP =5 M —» 0. Then, M is
a free A-module of rank m iff there erists a p x m matriz R_; such that we have the following
exact sequence:

(261) A7 Ry qp By qm g,

PROOF. Let M be a free A-module of rank m, then there exists an isomorphism ¢ : M — A™.
Thus, the morphism 7 o ¢ : AP — A™ is surjective, and we call R, the matrix corresponding to
7 o¢ in the canonical basis. Finally, we easily verify that the sequence (261) is exact. Conversely,
if we have the exact sequence (261), then M = coker (.R) = im (.R_;) = A™, which proves the
result. O

PROPOSITION 6.2. Any SISO system which defines a projective A-module M 1is free.

PrRoOF. The A-module M, corresponding to the SISO system, is defined by the following

finite free resolution
0— A5 45 M—0,

where R = (a b). The A-module M is a projective module, then there exist z and y in A
such that az + by = 1. The kernel of R. : A2 — A is exactly the image of the morphism
R_;.: A— A? defined by R_; = (—=b a)'. Indeed, using the commutativity of A, any solution
(c d)t € A? of ac+ bd = 0 satisfies (¢ d)! = (—b a)*(zd — cy). Finally, using the fact that
N=0= ext}q(N, A) =0, exti(N, A) = 0, we obtain the following exact sequence

T
0—A-B A2 40,
which proves the proposition. O

EXAMPLE 6.1. Let us reconsider example 5.3. We have shown in this example that the control

system
s—1 e s

v G37)e=0

defined a projective A-module. Using proposition 6.2, M is thus a free A-module.

EXAMPLE 6.2. The SISO system, defined in example 5.2, determines a projective A-module
and thus a free A-module.

PROPOSITION 6.3. Let M be a A-module defined by 0 — A9 -5 AP “5 M — 0. If M is
a free A-module, then there erist three matrices R_1,S_1 and S such that we have the following
splitting ezact sequence:

R R_
00— A? =5 Ar =} Ar-t 5,

S S-1

— —

Hence, we have the following identities

1. (S R, )o(s‘i)=fp,
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s )e (s m=( 5 )

called respectively reversed generalized Bezout identity and generalized Bezout identity [28, 81,
152].

PROOF. The A-module M is free and thus, by applying proposition 6.1, there exists a pxp—gq
matrix R_; such that we have the exact sequence (261). The sequence (261) ends by a free A-
module AP~9, thus the sequence (261) splits (see proposition 5.1), i.e. there exists a p — ¢ x p
matrix S_; such that R_; o S_y = I,_,. Using definition 5.1, we finally obtain the identities 1
and 2. O

REMARK 6.1. Let us notice that the above sequence 0 +— A S AP — 0 is
exact. Indeed, it is exact at A7 because we have the identity Ro S = I, at AP~ because we
have the identity S_; o R_; = I, and exact at AP because S_1 0S5 =0 and A € ker (.5) =
/\(SGR+ R_;o S_l) =A== (/\ R_1)3_1 € im (.S_l).

EXAMPLE 6.3. We reconsider the example 5.3. We have seen in example 6.1 that it generated
a free A-module. Using the proof of proposition 6.2, we obtain the following generalized Bezout

identity:
a1 £ L4 od=ge. &0 10
s+1 s + 5—1 T | = )
2¢ 1421 =S -2e ﬁ 01

In particular, we have the following parametrization

s+1 =Y
It z=u,

_(s+1)u_oandz—(28)y+(1+21—'::;—+1)uis the basis of M.

of the system (s+1)

6.2. Internal Stability. In this section, we establish a link between free modules and
internal stability. Let us notice that related results have been found independently in [100, 146]
using modules theory too. In [100, 146], only the A-modules im (.R) or im (R.) have been used
and not the A-module M = coker (.R), which is a key-concept of algebraic analysis [85, 96, 106].
As a consequence, there is no concept of torsion elements in their approach and therefore [100,
146] seems to be far from the approach developped in [143]. To our knowledge, the approach
developped in [100, 146] can not give any answer to the question asked by Vidyasagar, Schneider
and Francis in [150], contrary to ours, as we shall see after on. Links between these two approaches
will be study in forthcoming publications.

Let us consider the closed loop formed by a plant P and a controller C (see figure 1). The
equations of the closed loop are given by

e =uy + Peg,

es =us+ Cep,

Y1 = €2 — Uy,

Y2 = €1 — Uy,
with P € Mgy (p—q)(K) and C € M(,_g)xq(K). It is always possible to write P and C under
the form P = R;"' R} and C = R["! R}, where R,, R;, R;, R are matrices with entries in A.
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Fic. 1.

For example, we have R, = d, I; and R, = d. I,_,4, where dp (resp. d.) is the product of all the
denominators of the entries of P (resp. of C). Finally, we have the following equations:

R,e1 — Rpe; — Rju; =0,

—Rf ey + Rcea — Rpup = 0,

Y1 — ez +uz =0,

y2 —e; +u; =0.

(262)

Let us define the following matrices R, = (R, — Ry), Rc = (—R{ Rt) and
’ _pt  _pt
R, -R! -R, 0 B ' 0 -r
R = ( Lo y RP ] ) , R= R ¢ ot
-R" R. 0 -R. 0 -I, O
-, 0 I, 0 0

as well as the A-modules:

M, = AP/A'R,, M, = AP/AP~D R, M, = A* /AP R,, M = A*’ /A R.

We have the following lemma.

LEMMA 6.1. We have:
M=M,=M,dM,.

ProoF. We have
(263)
0 0
(% &5 o) 5 (BB 0, 45,
—-R! R, -R, =I, 0 0 0 0 -R! R
0 Iy —Ip—q
If we denote the second matrix in the left hand side of (263) by U, we can easily see that U is a
unimodular matrix. Thus, we have the following diagram
0
l
A By o4 T M0
| LU
a TS am T Moo M, — 0,

1
0
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which induces an isomorphism ¢ : My = M, & M., defined by ¢(m) = n'(2U), with z any
element of A% such that m(z) = m. Thus, M; = M, & M,.

We denote by 7" the A-morphism which associates to any element of A% its class in M =
AI3P/A2*'" R. Moreover, let us denote " (f;) = e, 1<i<gq, m(fi) = e, g+1<i<p, (fi) =
uj, p+1<i<p+gq 7'(fi) =up, p+qg<i<2p 7"(fi) =9}, 2p+1<i<3p—gqand
7"(fi) = v, 3p—q+1 < i < 3p, where {fi,..., f3p} is the canonical basis of A%". Then, we have
the equations (262) in M. We can easily see that M; C M and y} = e, —ub € M, 1<i<p—gq
andyé=u’i—e‘i€Mmlgigq,thustMs. O

DEFINITION 6.1. We say that M is well-posed if the family {u],...,u]™% ul,...,ul} of ele-
ments of M is A-linearly independant.

This definition of well-posed system is equivalent to require that M;/F is a torsion A-module,
where F = @'_JAu} &7_, Aul = AP, or equivalently, that:

oo B ) 50

In this case, we have the following definition of internal stability which corresponds to the
usual one (see [30, 152] for more details).

DEFINITION 6.2. Let M be well-posed. Then, it is internally stable or A-stable if:

o () =(2) (5 &) emn

6.2.1. Torsion-free case. If there are no instable poles/zeros simplifications, then we have the
following theorem (see section 3 for more details).

THEOREM 6.1. Let M be well-posed and a torsion-free A-module. Then, M is A-stable iff:

(265) ( g: )_1 € My(A) ie. ( gfc’ ) € GL,(A).

In this case, the family {ui,...,u} %, ul,...,ul} is a basis of M.

PROOF. - Sufficiency. (265) implies trivialy (264).

— Necessary. We can easily prove that ¢(M, & M,) = t(M,) & t(M.). By hypothesis, M,
and M, are torsion-free modules, thus t(M) = t(M,) @ t(M.) = 0, i.e. M is a torsion-free
A-module. Now, (264) implies that:

<1 ' _R" R0 e '
g’;) (—ngg .Fg‘p éfp _R::)=(Ip —(g’;) (}Sp }g,c))EMpxgp(A).
But, we have tor{(K/A, M) = t(M) = 0, which implies:

( g: )_1 € Mp(4) i.e. ( ﬁz ) € GLy(A).

q

O

DEFINITION 6.3. An A-module M, is said to be internally stabilizable if there exists an A-
module M, such that M is A-stable.
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COROLLARY 6.1. Let M, be a torsion-free A-module. Then, M, is internally stabilizable by
a torsion-free A-module M, iff M is a free A-module.

PROOF. Let us suppose that M), is stabilizable by a torsion-free M., then M is A-stable.
Using proposition 6.1, M is A-stable iff we have (265). Let us suppose that (265) is satisfied. If
we denote

gr:_)_l:(v V),

then we have

(266) (U V)(ﬁi):fp:»[fﬁpﬁ-VRC: .

and
(267) (%)(UV}Z(%E Eg)z(ﬁff—q)'

In particular, we have the complex 0 — A9 fﬁ AP Yy Ap—9 4 . 1t is an exact sequence,
because if z € ker.V then zV = 0, and using (266), we obtain (zU) R, = 2, and thus there
exists y = zU such that y R, = 2. Finally, using (267), we have the following splitting exact
sequence:
0— A7 B 4 Y, gr-a 0,

U R

— —=
Thus, M, = AP/AI R, = AP~9 M. = AP /AP~9 R. = A% and M, ® M, = AP. Conservely, if M, is
a free A-module, then by proposition 6.3, it is internally stabilizable by a torsion-free A-module
M.. O

If A is a Banach algebra and both the plant and the controller are stable, then R;, = I, and
R, = I,_,. Hence, M is A-stable iff:

e =
I _RH il
(e 35) e
c -

Standard operations on the determinants give [81]:

N
5 = det ( -{%g ffﬁ ) = det (I,, — R" R"),

and thus, M is A-stable iff 67! € A, i.e., iff (I,—, — R R;,’)'1 € Mp_4(A). Moreover, the algebra
M,_4(A) has a structure of Banach algebra, thus, if | R{ Ry || < 1, then (f,— — R; R))™' €
M,_4(A), ie. I,_q — R Rj € GLy_4(A) and M is A-stable. This is the small gain theorem.
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6.2.2. Case with torsion. Now, let us denote

L PN _ BN TR 0N s
2 % 5y ) =(R) R = )2

where d is obtained by making all the entries of H under the same denominator. Thus, we have

(ﬁ’: _é?;’ _?qi)d=(ﬁ';)(drp N),

and we have the following commutative diagram:

()l o]

(dI, N)

D —y AP AP T M; —— 0,

where M; = A%P /AP (dI, N) and ¢ : My — My is defined by ¢(m) = 7'(vd), where 7(v) = m.
Using the Snake lemma [135], we finally obtain the two following exact sequences:

1. 0 — ker¢p — M; 2, M; — coker ¢ — 0,

2.0 — ker¢ — AP/A? ( R, R.)' — A?%/A?d — coker ¢ — 0.

The system M, is internally stabilizable iff d = 1 and thus My = AP, AP [A%?d = 0 =
coker ¢ = 0 and:

ker¢ = AP/AP( R, R.)'.
Then, using the sequence 1, we obtain the exact sequence:
(268) 0— AP/AP (R, R.)'— M,-% M; —o0.

Moreover, the A-module A?/A? ( R, R. )t is a torsion module and My = AP is a torsion-
free A-module. Using (253) and (254), we finally obtain that ¢(M) = A?/A? ( R, R. )t and:
But, t(M) = t(M,) @ t(M,) and thus we have:

M/t(M) = (M) & Mc)/(t(Mp) ® t(M,)) = My /t(Mp) & M. /t(M,) = AP.
Hence, M, /t(Mp) and M./t(M.) are two projective modules.

PROPOSITION 6.4. Ift(M) # 0 and M is well-posed and internally stabilizable, then My [t(M))
and M./t(M,) are two projective modules such that My, /t(M,) & M./t(M.) = AP.
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Using the exact sequence 0 — t(M,) — M, — M,/t(M,) — 0 and the fact that
M, /t(M,) is a projective A-module, then this exact sequence splits (see [135] for more details)
and we have M, = t(M,) & M,/t(Mp). Similarly, we have M, = t(M.) ® M./t(M,) and:

M = t(M,) ® t(M.) ® Mp/t(Mp) ® M. /t(M,) = t(M,) & t(M,) & AP.

REMARK 6.2. Let us notice that if (M) = 0 and M is internally stabilizable, then, from the
exact sequence (268), we have AP /AP ( R, R, )t =0, i.e. ( R, R, ): € GLy(A), and we find

theorem 6.1.

REMARK 6.3. Let us notice that we can answer the question asked by Vidyasagar, Schnei-
der and Francis in [150], that is to know when the fact that a plant is internally stabilizable
implies that it admits a generalized Bezout identities as well as its controller. If M), is internally
stabilizable by M,, then M/t(M) is a free A-module and thus it admits generalized Bezout iden-
tites. However, if t(M) = t(M,) @ t(M.) # 0, then at least one of the A-modules M), and M, is
not torsion-free, and thus not free, and it does not admit generalized Bezout identities. Hence,
an internally stabilizable plant M, admits generalized Bezout identities iff M, is a torsion-free
A-module.

EXAMPLE 6.4. Let us consider the system
2y+(1+ivV5)u=0

defined in example 3.4. We have seen that the corresponding A = Z[iv/5]-module M is not
torsion-free and thus, even if it is stabilizable by the controller 2u + (1 —iv/5) y = 0 (see [1]), it
does not admit a generalized Bezout identity, because the free A-module is torsion-free. Hence,
we conclude by a purely algebraic argument, without any computations [1], that this system
does not admit a generalized Bezout identity.

6.3. Parametrization of all stabilizing controllers. The lift matrices S and S_,, defined
in proposition 6.3, are not uniquely determined. In fact, they are determined up to one degree
of freedom which is nothing else than the degree of freedom in the Youla parametrization. The
links between generalized Bezout identities and contracting homotopy [135] will be derived in
forthcoming publications (see [125]).

COROLLARY 6.2. With the same hypothesis and notations as in proposition 6.3, we have the
following splitting ezact sequence

J R_
0— A 5 4 =5
i S,

AP—14
(269) —0,

with

S, =S_,+QoR,
§'=S-R.10Q,

where Q : AP~9 — A9 is any A-morphism. In particular, we have the following generalized Bezout
identities:

’ R
l(S R_l)o(.sd_l):jp,
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2. (S{i)o(s' R_1)=(f§ Ip”_q).

PRrRoOOF. We have the following identities which prove the result:
—S’OR-l-R_lOSr_I =(S—R_10Q)oR+R_10(S5-.1+QoR)=SoR+R_105_;—
R_10QoR+R_j0QoR=1I,
-~ RoS"=RoS—RoR_10Q=RoS=1I,
= SLIOR_1 =S 10R 1+QoRoR_1=5_10R_; =Ip—Q1
_SilOS’:S_lOS—S_IOR__IOQ+QOROS—QOROR*IOQZQ‘_‘QZO.
O

EXAMPLE 6.5. For the control system defined in example 5.3, we obtain the generalized
bezout identity

S—l o —a+1 e~*
142 - 1 0
( 1— --.~|+-'l-1 23 ; —l( +1)q )Z(O 1 )$
2e+( )q 142 —2e—(233)4a

where q is any element of A.

COROLLARY 6.3. Let M), be a free A-module defined by the presentation 0 — AY by Ty
M — 0. Let us denote the left A-module defined by S’ by M.(Q) = APJA™ S ,, i.e., the A-
module defined by the following presentation

& '
0— A™ =} 42 T M(Q) — 0,

then we have in particular:
AP = M, & M..
Hence, M.(Q) represents a stable and proper controller of M,. Moreover,

is the parametrization of all the proper stabilizing controllers of M, (Youla parametrization).

PROOF. From the splitting exact sequence (269), we obtain M, = A™ and M.(Q) =
But, A? = A™ @ A9, thus, we obtain M, ® M.(Q) = AP. Hence, M,(Q) represents all the proper
stabilizing controllers of M. O

EXAMPLE 6.6. We find that all the proper stabilizing controllers of M, = A%/A R, where

R= (1 — £2), are defined by M(Q) = A?/AS",, with:

1= e—s+1 —8

v, = s—1 e
S_l—(2e+(—s+1)q 1+2 —— +(s+l)q),qu.

Equivalently, this means that all the proper stabilizing controllers which stabilize the plan p(s) =
S are defined by:

2e+(59)q

1+2£-~——lI e

, 4 € A.
s+lq
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6.4. Robustness. Now, let A be a Banach algebra and R, = (R, Ry)and M, = AP/ATR,
is a torsion-free A-module stabilizable by the A-module M, = AP/AP~9 R, with R. = (R, R}).

Let us denote:
(R
(U V)_(Rc) )

If A R, is an additive perturbation of R, then we have:

R,+ AR, _( L+AR,U AR,V
(%5 ) = (55T 5.

In particular, we have
2
det ( RO HY S5 ) = det (I, + AR, U),
P-q

and thus, if (I,+A R, U)~! € A9 then R,+A R, is stabilizable. Hence, we obtain the following
theorem.
1

THEOREM 6.2. If|| AR, || < o7 then R, + A Ry, is internally stabilizable by R..

Moreover, we have:

(U V)(R”';?Rp)=U(R,,+ARP)+VRC=IP+UARP.

Thus, if I, + U A Rp is invertible, then R, stabilizes internally R, + A R,,. Hence, if theorem 6.2
is satisfied then R, + A R, is internally stabilizable by R..

7. Examples

7.1. Internal stability over H.(C;). We have the following theorem proved by M.C.
Smith in [143].

THEOREM 7.1. Let R be a full rank q X p matriz, with ¢ < p, and entries in A = Hy(Cy).
Then, there ezist a matriz R' € My(A) and R" € Myy,(A) such that R = R'R" and R" is weakly
left-prime.

We can rewrite this theorem in terms of modules in the following way.

THEOREM 7.2. Let M be a A = Hoo(C, )-module defined by the following finite free resolution
0— A5 4p M —0. Then, there ezists a full rank q x p matriz R" such that

0— A7 4P 5 M/t (M) — 0,

that is to say, M/t(M) = AP /AT R".
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ProoF. We have the following commutative and exact diagram

from which, using the snake lemma, we obtain the exact sequence:

0— M —M— M —0.

The A-module M’ is a torsion module because we have in M’ the equation R’y = 0, where y; is
the class in M’ of the vector e; of the canonical basis of A%. But, ker (.R') C ker (.R) = 0, which
implies that det R’ # 0. Then, there exists a g X g cofactor matrix R’ such that R'R' = det R’ Iy,
where I, is the ¢ X g unity matrix (see e.g. [90]). Thus, we have in M’ the set of equations
det R'y = 0 which proves that M’ is a torsion A-module. Now, using the long exact sequence
(254), and torf(K/A,M') = M', because M’ is a torsion module, tor{'(K/A, M) = t(M) and
torf (K/A,M") = 0, because R" is weakly-prime and thus ¢(M") = 0, we finally obtain (M) =

M'’. Hence, using the exact sequence (245), we obtain M" = M/t(M). O

REMARK 7.1. The above theorem is important because it shows that for any A = Hy(C;)-
module M, defined by a full rank ¢ x p matrix R, M/t(M) is still defined by a ¢ X p matrix. In
general, this is not true, as we can easily see it by taking the module M = A3/A% R over the
polynomial ring A = R[x1, X2, x3], where

(37 2)
X¢ O =

is the matrix defined by the two first lines of the curl operator. Then, M is not torsion-free, and
M/t(M) is defined by the whole curl, that is to say, by the following matrix:

0 —X3 Xz
RH = xs 0 —Xl
=¥ X1 0
See [117, 118, 119] for more details.

EXAMPLE 7.1. Let us consider an example of a transfer matrix taken in [30]:

A |
s+1 3-{-1 i
0 =

We can take A = H(C,) and write the previous transfer matrix in terms of:

e e =1
(270) s=l(wm\_(warpe” G’ )(w),
s+1\ ¥ 0 ET}TT u2
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Let us consider the A-module M = A%/A?R, where the matrix R is defined by:

(s—=1) _—1/ s—1y2
)z € ¢ =i )
1 .
1

0
=2 T
5+

We can easily see that we have

=

and thus, z is a torsion element. We easily check that M /t(M) is then defined by the matrix

-1/s
1 0 =L =31
(271) R' = ( ° s+1 st ) .
0 &FH 0 -
s—1 0
e, M/t(M) = A*/A? R" and R = R'R" with R' = ( 0
The following proposition shows that we have a kind of Quillen-Suslin theorem 88, 164]| for
H,(C,), that is to say, any projective Hy(Cy) module defined by a full rank matrix is free.

PROPOSITION 7.1. Let R be a full rank q¢ x p (q < p) matriz with entries in Hoo(Cy) with
mazimal rank and the A-module M = AP/AIR. Then, M is a projective A-module iff M 1is a
free A-module.

This proposition shows that if M is a projective A-module, i.e. if there exists S € Mpyq(A)
such that RS = I,, then we can find a (p — g) X p matrix S_; such that the matrix (R S_;)*is
unimodular (see [91, 152] and the section on free modules). See the recent paper [21] for a proof
of this proposition based on the fact that the topological dimension of the maximal ideal space
X (Hy(Cy4)) is equal to 2 [145]. We conjecture that this result is also true for Callier-Desoer
algebra A and in particular that the topological dimension of X (A) is two.

Finally, let us conclude this section by noticing that any transfer function T' of A can be
written under the form T = R'~'R”, where (R’ R") defined either a strictly torsion-free A-
module or a free A-module. Hence, using corollary 6.1, we can stabilize the torsion-free M,
A-module, defined by (R’ R"), iff M is free A-module.

EXAMPLE 7.2. Let us reconsider the A-module M/t(M) = A*/A%R" of example 7.1. The
A-module N = A%/R" A% is then defined by the equations:
21 = 0,
2 (571) =0,
—Z1 (23-.:.1‘) =0,

—2 (&) - 2 (537) =0.

(272)

We can easily see that N = 0 and thus M/t(M) is an A-module projectif. If we put second
members to the equations (272), we find that:

(273) { 21 = V1,

zo =01 (—2 (i;—i)) + vg +v4 (—2),
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and thus, if we define the matrix

1 —2(%}
0 1
0 0

0 -2

then we have R” S” = I,. Using the previous proposition, we finally find that M/t(M) is a free
A-module. Now, if we substitute equations (273) into (272), we obtain the equations

—1/s
{ g (%-T) = 0!

SH' —

Ul('s_T{)2+U2'(’?11)'+Ud(:_;}‘) =0,

2 B 44 B21 4o

Thus, we have the exact sequence 0 +— A A* «—— A* where
e—1/s

s+1

1

0

1 0

0 s—1

s+1

"o
R, =

Moreover, we can easily see that R”, : A2 — A* is injective with left-inverse S", At o A?

defined by:
w (0 0 10
§o1 = ( 0 201 ) '

' R" .. Gy
Dualizing the exact sequence 0 +— A2 EE 44 S22 e 0, we obtain the splitting exact
sequence
2 R 4 BL 4
0— A — A" — A% — 0,
ol .521
e —

as well as the following generalized Bezout identity [30]:

—1/s ) | -1/a
1 0 -5 -3 1 =2(7) S
0 % 0 - 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 2 0 0 -2 0
From this generalized Bezout identity, we easily find all the stabilizing controllers of (270).

7.2. Internal stability over RH,. First of all, let us give a general result for principal
ideal domain A. See for example [90] for a proof.

PROPOSITION 7.2. If A is a principal ideal domain, R is a q X p full rank matriz (q < p)
and M = AP /AT R is the A-module associated with R, then it is well known that

4
M=) A/Aa;,
=1

where a;41 € Aa;,Vi=1,...,p, with the possibility to have a; = 0.
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This is the generalization of the Smith form [81] for an arbitrary principal ideal domain.
By theorem 2.1, we know that M = t(M) @ M/t(M), thus t(M) = E’:p_qﬂ A/Aa;, where
ay=ay=...=apq=0and ap_g41 #0, and M/t(M) = A" (A/0 = A). We can easily prove,
as we have done for Hoo(Cy ), that any transfer matrix H can be represented by H = R'~'R",
where (R’ R") defines a torsion-free and thus free A-module. Hence, any plant over a principal
ideal ring A is internally stabilizable. For example, A = RH, is a principal ideal domain [101].

8. Conclusion

We hope to have convinced the reader that algebraic analysis may enlight algebraic aspects of
stabilization such as instable poles/zeros simplifications in transfer functions, internal stability,
generalized Bezout identities, parametrizations of all stabilizing controlers... To our knowledge,
we have given the first general answer of the question asked by Viadyasagar, Schneider and
Francis about the link between internal stability and the existence of generalized Bezout identites.
Lacking space, we were no able to give the link between graph topology and quotient topology of
the module over a Banach algebra in this paper, as well as applications of K-theory arguments
such that the Atiyah-Singer index theorem in internal stabilization theory. This will be treated
in forthcoming publications.




1. RESUME ET COMMENTAIRES

CHAPITRE 11

Conclusion

1. Résumé et commentaires

Cette thése a présenté les principales méthodes intrinséques de 1'analyse algébrique moderne,
et en particulier la théorie des modules différentiels ou D-modules. En méme temps, elle a donné
le moyen de les utiliser dans 1’étude des systémes de controle linéaires multidimensionnels ou
pour certaines classes de systémes & parameétres distribués (H(Cy ), algebres de Callier-Desoer,
algébres de convolution...).

L’outil essentiel a été d’une part la dualité existant entre la théorie des modules différentiels
et la théorie formelle des systémes d’équations aux dérivées partielles et d’autre part les tech-
niques classiques d’algébre homologique telles que la localisation ou la construction des foncteurs
torsion/extension. Cela a permis de donner un cadre naturel pour étudier la classification des
modules (libre, projectif, réflexif, sans-torsion, ...) et a donné une classification des systémes de
contréle. En conséquence, la thése a reformulé et généralisé divers concepts qui peuvent étre
rencontrés dans la littérature sur les systémes de contréle multidimensionnels (contrélabilité,
observabilité, poles et zéros, ...) ou sur les problémes de stabilisation interne et de commande
robuste.

En particulier, ce travail a unifié, pour la premiére fois & notre connaissance, les différentes
définitions de primalité des systémes multidimensionnels en les reliant & la précédente classifica-
tion des modules et aux tests correspondants présentés dans les années 1970 par Palamodov et
Kashiwara et jamais utilisés jusqu’ici en théorie du contrdle.

Parmi les résultats présentés, la thése a décrit une nouvelle approche des identités de Bezout
généralisées pour les systémes controlables a coefficients variables et elle a montré que de telles
identités étaient en fait équivalentes a la scission d’une suite différentielle exacte formée par
I'opérateur définissant le systéme de contrdle et sa paramétrisation.

Utilisant la paramétrisation des systémes contrdlables, la thése a ensuite montré comment
transformer un probléme de commande optimale, avec fonction de colit quadratique et contrainte
différentielle linéaire, en un probléme variationnel sans contrainte. Cette approche formelle a
utilisé la fonction de cofit pour lier la suite differentielle formée par I'opérateur contrdlable et sa
paramétrisation avec la suite différentielle formée par les opérateurs adjoints respectifs.

Nous avons finalement montré comment utiliser la théorie des modules et 1’algébre homo-
logique pour reformuler de maniére plus intrinséque les problémes de stabilisation interne, la
primalité faible, les identités de Bezout généralisées et la paramétrisation de tous les contrdleurs
stabilisants pour des systémes définis sur des algébres de Banach (H, algébres de Callier-
Desoer...).

L’une des caractéristiques les plus importantes de cette thése est d’avoir présenté un grand
nombre d’illustrations explicites des résultats précédents au moyen d’exemples provenant de
différents domaines des sciences de 'ingénieur (élasticité, électromagnétisme, hydrodynamique).

Nous pouvons résumer les différentes étapes développées dans la thése sous la forme suivante.

1. Tout d’abord, les systémes de contréle sont en général décrits par des systémes d’équations
a coefficients dans un anneau intégre A (K[dy, ..., dn), R[X1, -y Xn); Hoo(C+ ), RH...).
2. On associe alors a ce systéme un A-module M.
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. La classification des modules par des méthodes d’algébre homologique donne alors une
classification des systémes suivant les propriétés algébriques des modules associés.
1. Nous développons alors des tests pour vérifier ces propriétés algébriques.
. Nous utilisons alors cette classification naturelle des systémes de contréle pour :
la contrélabilité,
les paramétrisations des systémes controélables,
les différentes primalités des systémes multidimensionnels,
les poles et les zéros des systémes multidimensionnels,
~ les identités de Bezout généralisées,
— la commande optimale,
— les problémes de stabilisation interne et de robustesse...

Nous espérons avoir convaincu le lecteur, grace aux nombreuses applications que nous avons
développées au cours de cette thése, de 'intérét des méthodes de ’analyse algébrique dans 'étude
des propriétés structurelles des systémes de controle linéaires. Nous espérons qu’a l’avenir, ces
méthodes joueront un réle majeur dans I’étude des systémes de controle linéaires.

2. Diverses perspectives

Nous donnons quelques points qui seront développés dans de futurs travaux sur les systémes
de contrdle linéaires multidimensionnels.

— Implémentation dans une boite & outils pour 'automatique linéaires des différents tests
effectifs présentés dans cette thése (paramétrisations, classification des modules, identités
de Bezout généralisées, forme canonique de Brunovsky, placement de péles...) ainsi que
ceux proposés dans [32, 33]. L’idée d’une telle boite & outils vient de S. Diop et les bases
ont été posées dans [123].

Suivant la classification précédente des modules, nous pouvons montrer que tout opéra-
teur différentiel surjectif (ou toute matrice n — D de rang générique maximal) admet des
identités de Bezout généralisées modulo un opérateur scalaire comportant plus ou moins
de dérivées [127]. Ce résultat provient du fait que tout D-module M de type-fini peut étre
rendu libre par localisation d’un élément de D. Ces types de résultats ont été longuement
étudiés et appliqués dans [43, 44, 102, 163]. Nous développerons dans [127] les résul-
tats que nous avons obtenus dans cette voie et nous nous attacherons a donner des tests
effectifs permettant de déterminer ces opérateurs scalaires.

Les liens entre les systémes de contréle a paramétres distribués et les systémes multidi-
mensionnels seront étudiés a l’aide de de certains résultats sur les D-modules développés
dans [85].

Pour finir, proposons quelques problémes de commande robuste qui nous semblent intéres-
sants et dont les solutions seront développées dans de futures communications.

— Les liens entre la pré-norme du A-module M et la topologie du graphe [151, 153] seront
bientot étudiés.

— L’étude des liens possibles entre la dimension projective [66, 67, 68, 69] de certaines
algebres de Banach (H,.A...) et le nombres de primalités existantes dans cette algébre
nous semble un probléme intéressant et encore jamais étudié.




2. DIVERSES PERSPECTIVES

— Nous développerons dans de futures communications les liens entre les modules projectifs
sur une algébre de Banach A, les fibrés vectoriels sur I'espace des idéaux maximaux X (A)
de A et les idempotents de M,(A), a I’aide la K-théorie [4].

Nous étudierons a 'aide du théoréme de l'indice d’Atiyah-Singer [4] les liens possibles
entre la caractérisation algébrique de la stabilisation interne donnée au chapitre 10 et celle
développée par Vinnicombe dans [157] a 'aide des opérateurs de Toeplitz et des indices
des opérateurs de Fredholm (généralisation du théoréme de Nyquist pour la dimension
infinie),

Finalement, nous étudierons la conjecture que nous avons proposée sur la dimension to-
pologique des algébres de Callier-Desoer (voir chapitre 10)...




CONCLUSION
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Résumé : Cette these présente les principales méthodes intrinséques de 'analyse algébrique mo-
derne, en particulier la théorie des modules différentiels ou D-modules. En méme temps, elle présente
le moyen de les utiliser dans I’étude des systémes de controle linéaires multidimensionnels a coefficients
constants ou variables, lorsque les relations entrées/sorties sont définies par des systémes d’équations
aux dérivées partielles dans le cas continu ou par des équations aux différences dans le cas discret.

L’outil essentiel est la dualité existant entre la théorie des modules différentiels et la théorie formelle
des systémes d’équations aux dérivées partielles. Combiné a la technique classique de la localisation et &
la construction des foncteurs torsion/extension en algébre homologique, il donne un cadre naturel pour
étudier la classification des modules (libre, projectif, réflexif, sans-torsion, ...) et son interprétation en
theorie du controle. En conséquence, la thése reformule et généralise divers concepts qui peuvent étre
rencontrés dans la littérature sur les systémes de contréle multidimensionnels (contrélabilité, observa-
bilité, poles et zéros, ...). En particulier, ce travail unifie les différentes définitions de primalité en les
reliant a la précédente classification des modules et aux tests correspondants présentés dans les années
1970 par Palamodov et Kashiwara.

Parmi les résultats présentés, la thése décrit une nouvelle approche des identités de Bezout généra-
lisées pour les systémes controlables a coefficients variables et elle montre que de telles identités sont
en fait équivalentes a la scission d’une suite différentielle exacte formée par l'opérateur définissant le
systéme de controle et sa paramétrisation.

Utilisant la paramétrisation des systémes contrélables, nous montrons comment transformer un
probléme de commande optimale, avec fonction de cout quadratique et contrainte différentielle linéaire,
en un probléme variationnel sans contrainte. Cette approche formelle utilise la fonction de cott pour lier
la suite differentielle formée par l'opérateur controlable et sa paramétrisation avec la suite différentielle
formée par les opérateurs adjoints respectifs.

Nous montrons finalement comment utiliser la théorie des modules et 1’algébre homologique pour
reformuler de maniére plus intrinséque les problémes de stabilisation interne, la primalité faible, les
identités de Bezout généralisées et la paramétrisation de tous les controleurs stabilisants pour des sys-
témes définis sur des algébres de Banach (Hoo, algébres de Callier-Desoer...).

Summary: This thesis presents the main intrinsic methods of modern algebraic analysis, in parti-
cular the theory of differential modules or D-modules, with the way to use them within the framework
of linear multidimensional control systems with constant or variable coefficients, when the input/ouput
relations are defined by systems of partial differential equations in the continuous case or by difference
equations in the discrete case.

The main tool is the duality existing between the theory of differential modules and the formal
theory of systems of partial differential equations or differential operators. Combined with the standard
localization technique and with the construction of torsion/extension functors in homological algebra, it
provides a natural setting for studying the classification of modules (free, projective, reflexive, torsion-
free, ...) and its control interpretation. As a byproduct, this thesis reformulates and generalizes various
concepts that can be found in the literature on multidimensional control systems (controllability,
observability, poles and zeros, ...). In particular, this work unifies the different definitions of primeness
by relating them to the previous classification of modules and to the corresponding tests presented in
the early 1970’s by Palamodov and Kashiwara.

Among the results presented, the thesis describes a new approach to the generalized Bezout iden-
tities for controllable systems with variable coefficients and it shows that such identities are equivalent
to the splitting of an exact sequence formed by the controllable operator and its parametrization.

Using the parametrization of controllable systems, the thesis finally shows how to transform a pro-
blem of optimal control with quadratic cost function and linear differential constraint into a variational
problem without constraint. This formal approach uses the cost function in order to link the differen-
tial sequence formed by the controllable operator and its parametrization to the differential sequence
formed by their respective adjoint operators.

We finally shows how to use modules theory and homological algebra to reformulate in a more
intrinsic way the internal stabilization, the weakly primeness, the generalized Bezout identites and
the parametrizations of all the stabilizing controllers for systems defined over Banach algebras (Ho,
Callier-Desoer algebras...).




