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Résumé

On propose dans ce travail des essais, des modèles et des critères pour mieux appréhender
les phénomènes de délaminage dans les multicouches.

Les essais sur des multicouches en carbone-époxy mettent en évidence un phénomène de

glissement plastique d'interface avant l'amorçage du délaminage et une valeur critique de

glissement semble gouverner le délaminage en mode III. Un effet d'épaisseur sur l'initiation
de ce mode d'endommagement est remarqué.

Deux modèles simplifiés, dits multiparticulaires, sont alors proposés pour l'évaluation
des efforts d'interface responsables du délaminage et du glissement d'interface. Ces modèles

prennent en compte la présence d'éventuels champs anélastiques dans les couches et aux

interfaces. On applique ensuite les équations des modèles à un problème de traction d'un
multicouche rectangulaire quelconque avec, sur chacune des couches, des conditions de bord

quelconques. La programmation de ces équations a donné lieu à deux logiciels de calcul
d'effet de bord. Les calculs prouvent l'absence de singularités pour nos modèles.

Deux types d'analyse sont ensuite proposés pour établir des critères de délaminage: l'une

élastique fragile et l'autre plastique fragile. La première consiste à adopter des critères

empiriques en contrainte maximale et donne des résultats de très bonne qualité pour les
différents empilements testés. Le calcul analytique des taux de restitution d'énergie permet
de valider énergétiquement ces critères en contrainte maximale. Le deuxième type d'analyse,
consiste à calculer le glissement d'interface et à proposer des critères de délaminage en

glissement maximal. Ceux-ci donnent aussi des résultats très précis.

La comparaison des énergies dissipées par le délaminage calculées par les deux analyses
permet de montrer pourquoi des critères si différents s'avèrent quasi équivalents.

Mots clés

MATÉRIAUX MULTICOUCHES - COMPOSITES - DÉLAMINAGE - ESSAIS - GLISSE-
MENT D'INTERFACE - PLASTICITÉ - MODÈLES MULTIPARTICULAIRES - EFFET
DE BORD - CRITÈRES - TAUX DE RESTITUTION D'ÉNERGIE - ÉNERGIE DISSIPÉE



 



Abstract

Within this thesis, tests, models and criteria are proposed for a better understanding of
delamination in laminates.

The tests on carbon-epoxy laminates reveal a plastic interface sliding before delamination
onset. A critical sliding value seems to provoke mode III delamination. A thickness effect
on delamination onset is observed as well.

Two simplified models, called multiparticle, are then proposed for evaluating the interfa-
cial stresses which are responsible of delamination and interfacial sliding. These models take
into account eventual inelastic fields in the layers and at the interfaces. The équations of

the models are then applied to a problem of a rectangular laminate under a tensile loading
and with any boundary conditions for each layer. These équations are programmed and a

software is created for each model for evaluating the edge effects. Calculations show that no

singularities exist for our models.

Two kinds of analysis are proposed for delamination prédiction. The first one is a brittle
elastic approach and empirical criteria involving the maximum values of interfacial stresses

are used. The prédictions of the first analysis are very accurate and the thickness effect is

taken into account. A supplementary analysis of the strain energy release rates validâtes the
maximum stress criteria. The second analysis consists on calculating the interface sliding by
means of elastic-plastic conditions and the use of a critical sliding criterion predicts accurately
delamination too.

By comparing the dissipated energies by delamination calculated by the two analysis, we

conclude that the two criteria are quasi équivalent.

Keywords

LAMINATES - COMPOSITES - DELAMINATION - TESTS - INTERFACE SLIDING -

PLASTICITY - MULTIPARTICLE MODELS - EDGE EFFECT - CRITERIA - STRAIN
ENERGY RELEASE RATE - DISSIPATED ENERGY
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Introduction générale

Le développement technologique dans la construction a connu un essor très important au cours

des dernières décennies. La mise au point exigente de nouveaux matériaux a accompagné ce progrès.
Les cahiers des charges des matériaux ne cessent d'évoluer en fonction de leurs applications. Les

matériaux sont choisis suivant leur densité, leurs caractéristiques mécaniques, leur tenue à la corro-

sion, leur prix, etc. Si dans la pratique l'acier reste la référence en terme de résistance mécanique,
il est souvent inadapté pour des structures légères et de bonne résistance à la corrosion, comme par

exemple dans la construction aéronautique. Les matériaux composites sont alors une alternative

qui respecte ces impératifs tout en garantissant d'excellentes propriétés mécaniques. La gamme de

ces matériaux est très large et les applications augmentent de plus en plus. Néanmoins, mis à part
quelques matériaux comme le verre-époxy (fibre de verre, matrice époxy), leur prix est élévé par

rapport aux matériaux usuels. De plus, ils sont difficiles à mettre en oeuvre dans le cadre de la

fabrication en série de pièces mécaniques. Enfin, les caractéristiques mécaniques de ces matériaux

sont souvent bien complexes pour être modélisées aisément et prises en compte dans un logiciel de

calcul ou de dimensionnement de structures.

Malgré tout, les matériaux composites sont devenus incontournables, voire irremplaçables pour
de nombreuses applications, ce qui nécessite l'étude de leur comportement, de leur endomma-

gement et de leur ruine. Dans les matériaux composites multicouches, les modes d'endommage-
ment sont très complexes. Nous trouvons notamment la rupture des fibres, la fissuration trans-

verse qui est une fissuration de la résine au sein d'une couche et le délaminage qui va faire

l'objet de ce mémoire. Le délaminage est une décohésion des couches dans un multicouche qui
entraîne le plus souvent la ruine des stratifiés. Ce phénomène est en général dû à un état de

contraintes tridimensionnel près des bords libres où les efforts aux interfaces deviennent ainsi non

nuls. L'étude de l'initiation et de la propagation du délaminage a fait l'objet de très nombreuses

études expérimentales [Brewer et Lagace, 1988], [Sun et Zhou, 1988], [Kim, 1989], [Wang, 1989],
[Whitney, 1989], [Wooh et Wei, 1999], [Benmedakhene et al., 1999], [Marion, 2000]. Pour prendre
en compte ces phénomènes les concepteurs utilisent souvent des méthodes de calcul et des logi-
ciels s'appuyant sur des modèles classiques des plaques en élasticité et utilisent des coefficients

de sécurité importants si le risque de délaminage est grand. Cette approche n'est pas toujours
optimale. Afin d'établir des critères fiables, on fait alors appel à d'autres méthodes comme les

calculs éléments finis 3D [Wang et Crossman, 1977a], [Yin, 1997] ou les calculs de plaques avec

raccordement d'un champ correcteur [Engrand, 1981], [Allix, 1989], [Lécuyer, 1991]. Il s'agit alors

de proposer des approximations 3D sur les bords de la plaque afin de mieux vérifier les conditions

aux limites. L'utilisation des éléments finis 3D quant à elle présente cependant l'inconvénient de

résultats non convergents au voisinage des bords aux interfaces à cause de la présence de singu-
larités [Leguillon et Sanchez-Palencia, 1987]. Les maillages doivent donc être suffisamment raffinés

pour que les résultats convergent suffisamment près du bord. L'analyse des multicouches com-

portant un grand nombre de couches est donc difficilement envisageable par cette méthode. On
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peut alors proposer les méthodes simplifiées en ce sens que les modèles proposés sont des modèles
de plaques 2D (faisant intervenir des efforts généralisés de tension, flexion, etc.) mais proposant
une cinématique par couche [Pagano, 1978], [Pagano et Soni, 1983], [Kassapoglou et Lagace, 1987],
[Caron et Ehrlacher, 1997], [Caron et al., 1999].

Toutes ces approches du délaminage doivent au final proposer des indicateurs (contraintes,
taux de restitution d'énergie, etc.) qui seront pertinents pour la prédiction du délaminage et pour
la proposition de critères opératoires, destinés aux concepteurs et utilisateurs de ces matériaux.

Il s'agit bien là de l'objectif de ce mémoire de proposer dans le cadre d'approches simplifiées
(modèles de plaque 2D), des critères de délaminage efficaces. Pour déterminer ces critères nous

allons développer des modèles simplifiés qui donneront lieu à des logiciels de calcul d'effet de
bord. Les modèles et les logiciels permettront d'établir des critères. Ces critères seront validés

expérimentalement grâce à des campagnes d'essais et d'observation.

Ce mémoire se compose de cinq chapitres :

Le premier chapitre est une étude expérimentale de l'initiation du délaminage. Les matériaux
choisis pour l'étude sont des empilements (±9n ) s élaborés à base de couches de composite carbone-

époxy unidirectionnel. Les multicouches sont testés en traction et le délaminage qui apparaît dans
ces matériaux est de type mode III. Pour détecter le délaminage et étudier les phénomènes qui le

précèdent, nous polissons les bords des éprouvettes et les inspectons au microscope. Nous mettons

en évidence un glissement plastique aux interfaces 9/ — 9 qui apparaît avant le délaminage et

qui semble gouverner l'initiation du délaminage car il existe une valeur critique identique pour
tous les empilements testés. Des courbes de chargement en fonction du glissement sont tracées

pour les empilements testés jusqu'à l'initiation du délaminage. Nous donnons aussi les valeurs

critiques de chargement qui provoquent le délaminage et nous constatons un effet d'épaisseur. Nous

présentons aussi quelques images au microscope électronique qui illustrent la plasticité d'interface
et qui montrent l'allure microscopique des délaminages.

Le chapitre 2 est un travail théorique destiné à l'adaptation et modification de deux modèles

élastiques simplifiés dits M4 (Modèles Multiparticulaires des Matériaux Multicouches) développés
au LAMI pour l'analyse des efforts d'interface dans les multicouches. Il s'agit de prendre en compte
d'éventuels phénomènes anélastiques dans les couches et aux interfaces (comme la plasticité d'in-

terface). Ces modèles multiparticulaires sont le A44~5n et le M.4~2n+1 et ils comportent respecti-
vement 5n et 2n + 1 champs cinématiques pour un multicouche à n couches. La construction de ces

modèles dans le cadre de l'élasticité linéaire est trouvée dans [Chabot, 1997] et les équations sont

obtenues à partir de la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner [Reissner, 1950]. Nous repre-
nons dans ce chapitre la construction de ces modèles et faisons une adaptation de la fonctionnelle

d'Hellinger-Reissner pour introduire des déformations anélastiques dans les couches et des discon-
tinuités des déplacements aux interfaces (les discontinuités modélisent l'anélasticité aux interfaces)
dans la formulation. Ces champs anélastiques sont supposés connus au cours de la modélisation. Un

champ de contraintes approché est ensuite déterminé pour chaque modèle à partir de la définition

préalable des efforts intérieurs généralisés. La méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner est

alors suivie pour identifier les déplacements et déformations généralisés cohérents avec l'approxi-
mation en contrainte. Puis, par l'utilisation du théorème variationnel de Reissner nous déterminons
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les équations d'équilibre, les conditions aux limites, et les équations de comportement élastique fai-

sant intervenir des déformations anélastiques généralisées. Les champs anélastiques donnés jouent
le rôle de variables d'état.

Au chapitre 3, nous considérons le problème d'un multicouche rectangulaire soumis à une trac-

tion uniforme suivant sa longeur et avec, sur chacune des couches des conditions de bords quel-
conques, et ce, en présence de champs anélastiques dans les couches et aux interfaces. Ces champs
anélastiques sont supposés connus. Nous présentons alors une méthode de résolution semi-analytique
des équations de nos deux modèles M4~5n et M4-2n+l appliqués au problème. Les équations
finales sont exposées afin de programmer la résolution dans deux logiciels dont l'un est appelé DEI-

LAM (Détermination des Efforts d'Interface dans un Laminé) et correspond au modèle M4-5n.
Les champs anélastiques que nous pouvons prendre en compte sont aujourd'hui des déformations

anélastiques contantes par couche (comme les dilatations hygrothermiques). Les calculs sont validés

par une comparaison avec plusieurs techniques de résolution glanées dans la littérature pour divers

problèmes. Les applications possibles des logiciels sont très variées et des critères de délaminage
seront développés dans le chapitre suivant.

Le chapitre 4 est destiné à la détermination de critères de délaminage par l'analyse des champs
à l'aide des modèles M4~5n et M4~2n+1 dans le cadre de l'élasticité linéaire. Deux types de

critères sont proposés, des critères en contrainte (les singularités n'existent pas dans nos modèles)
et des critères en taux de restitution d'énergie issus de la mécanique linéaire de la rupture. Les

essais du chapitre 1 sont alors analysés par une première approche élastique et on applique les

critères trouvés. Les critères sont aussi appliqués aux essais d'initiation du délaminage en mode

III de [Marion, 2000]. Pour chaque modèle, les deux critères donnent des prédictions de très bonne

qualité et une comparaison énergétique met en évidence leur équivalence pour les matériaux testés.

De plus, les critères reproduisent correctement les effets d'épaisseur constatés expérimentalement.
Concernant le délaminage en mode I, on analyse l'effet d'échelle constaté expérimentalement par
ce mode de délaminage, et on conclut à un effet d'échelle de volume qui sera modélisé par une

approche probabiliste.

En vue d'établir un lien entre les critères élastiques fragiles précédents et les glissements d'inter-

face constatés expérimentalement dans le premier chapitre, nous proposerons au dernier chapitre
à l'aide du M4~2n+1, une méthode analytique pour calculer ces glissements aux interfaces 6/ — 6

afin de déterminer des critères de délaminage en glissement critique. Les champs sont exprimés
en fonctions des variables d'état anélastiques et du chargement. Puis, par le choix d'un critère

de plasticité parfaite ou d'un critère de plasticité avec écrouissage négatif, conjugués avec une loi

d'écoulement normal, nous terminons la résolution du problème et les champs de glissement sont

aussi déterminés. Les prédictions donnent de très bons résultats. Nous terminons donc par une

corrélation énergétique entre les critères en glissement critique (calculé par nos deux modèles de

plasticité) et les critères en taux de restitution d'énergie calculés avec le M4~2n+1 au chapitre 4

dans le cadre d'un comportement élastique fragile. Nous démontrons une équivalence entre ces deux

approches du comportement du même matériau qui pourraient a priori sembler contradictoires.
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Chapitre 1

Etude expérimentale du mécanisme
d'initiation du délaminage.

1.1 Introduction et bibliographie.
La détermination de critères de délaminage nécessite une bonne compréhension du mécanisme

de fissuration et des données expérimentales à partir d'essais sur des échantillons pour pouvoir
ensuite prédire le délaminage dans des structures multicouches réelles. Pour le cas des matériaux

composites multicouches, ce travail s'avère difficile compte tenu des facteurs qui peuvent influer

sur l'initiation et la propagation du délaminage. Parmi ces facteurs on peut citer, par exemple,
le type de résine pour les composites à matrice organique [Lee, 1990], l'orientation des couches

[Tao et Sun, 1998], les conditions d'essai (température et humidité) [Asp, 1998] et l'épaisseur des

couches [Brewer et Lagace, 1988]. Ce dernier facteur est communément appelé effet d'épaisseur.
Dans [Rodini et Eisenmann, 1978], [Brewer et Lagace, 1988], [Kim, 1989] et [Marion, 2000], on ob-

serve que pour des multicouches avec bords libres en traction, la contrainte de traction parallèlement
au bord à l'initiation du délaminage diminue lorsque l'épaisseur des couches augmente.

Pour les matériaux composites multicouches, la réalisation d'essais de délaminage pour la

détermination de la résistance des interfaces se fait par un choix judicieux du type d'essai et des

empilements à tester. Ces choix sont difficiles puisque, si on veut conférer un caractère purement
interfacial au délaminage, on doit veiller à ce qu'aucun autre mode d'endommagement n'appa-
raisse avant le délaminage. Des fissures dans les couches peuvent avoir lieu en même temps ou

avant le délaminage. On doit alors utiliser des dispositifs expérimentaux capables de distinguer le

délaminage et les fissures transverses. Pour détecter l'initiation du délaminage et mesurer sa propa-

gation, les méthodes expérimentales sont assez variées. Ces méthodes peuvent être destructives ou

non destructives, les deuxièmes étant plus intéressantes que les premières car le chargement peut
être poursuivi après le contrôle de l'échantillon.

Nous proposons, dans la suite de cette analyse bibliographique, une description des moyens

expérimentaux les plus usuels pour l'étude du délaminage et des essais effectués classiquement
pour faire apparaître un délaminage découplé des fissures intralaminaires.

1.1.1 Dispositifs expérimentaux pour étudier le délaminage.

La méthode destructive la plus connue est l'observation au microscope électronique. Les problèmes
d'encombrement dans la chambre à vide de ce dispositif entraînent la découpe d'échantillons de pe-

tite taille contenant les zones à observer. L'avantage majeur de ce système est la possibilité de
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regarder les zones fissurées avec des agrandissements et des profondeurs de champ considérables.

De plus, ce dispositif est le seul qui permet de déterminer par l'observation des zones délaminées,
le mode de fissuration qui a eu lieu, à savoir I, II, III ou mixte. Les modes de fissuration I, II

et III sont décrits sur la figure 1.1. Dans [Purslow, 1986], on trouve une description approfondie
de l'allure des fissures dans des composites suivant les natures du chargement et du matériau. Le

microscope électronique est ainsi un outil d'expertise puissant complémentaire des méthodes non

destructives de détection et d'évaluation du délaminage.

mode I mode II mode III

F ig . 1.1 - Modes de fissuration.

L'analyse aux rayons X est souvent utilisée pour évaluer les surfaces de délaminage et pour
détecter l'apparition d'éventuelles fissures transverses ([Crossman et Wang, 1982], [Wang, 1989],
[Lévêque, 1998] ...). Le principe de cette méthode non destructive est basé sur l'utilisation d'un

liquide opaque aux rayons X qui par capillarité pénètre dans les fissures débouchant à l'extérieur
du multicouche. L'analyse aux rayons X sur le plan du multicouche revèle alors les zones fissurées.
Cette méthode est cependant incapable de détecter la position des zones fissurées suivant l'épaisseur
du multicouche. L'échographie, un autre dispositif médical non destructif, peut alors être utilisée.
L'envoi de signaux suivant l'épaisseur du multicouche et l'analyse des signaux réfléchis aux interfaces

permettent de localiser suivant l'épaisseur et de quantifier les délaminages ([Ourak et al., 1990],
[Wooh et Wei, 1999] ...).

Par ailleurs, l'émission acoustique est une technique très utilisée puisqu'elle permet de déterminer,
à partir des bruits émis par les fissures, l'apparition et l'évolution des endommagements et notam-

ment du délaminage. Marion se sert de ce dispositif pour déterminer l'initiation du délaminage
dans des multicouches en traction [Marion, 2000]. Dans [Benmedakhene et al., 1999] on trouve une

application de cette technique pour l'étude de la propagation du délaminage. Cette technique re-

quiert plusieurs réglages afin de pouvoir distinguer les bruits émis par une fissure transverse et par
un délaminage. Les inconvénients de ce moyen expérimental sont l'incapacité à localiser les endom-

magements et la sensibilité des mesures par rapport aux bruits extérieurs comme par exemple les
bruits provenant des talons ou des attaches dans un essai de traction. L'utilisation de ce moyen

expérimental suppose donc la connaissance de l'endroit où les endommagements prennent naissance.
La détection du délaminage à partir des perturbations sur les courbes de réponse globale charge-

déplacement suppose aussi la connaissance de la position où les fissures aparaissent. L'appari-
tion du délaminage se traduit en général par une rupture de pente ou par une discontinuité de
la courbe [Rodini et Eisenmann, 1978]. Cette technique est utilisée par [Brewer et Lagace, 1988]
et [Lee, 1990] pour détecter le délaminage dans des multicouches en traction. Cependant, cette

méthode de détection n'est pas infaillible puisqu'il existe des empilements qui présentent des

délaminages sans qu'aucune pertubation sur la courbe n'ait eu lieu [Kim, 1989].
Un autre dispositif de détection et de localisation du délaminage est l'observation de bords polis

par microscopie optique. Cet outil est adéquat pour la détection du délaminage qui s'initie par effet
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de bord. Par ailleurs, même si cette méthode ne donne des renseignements qu'au niveau du bord

des stratifiés, elle est très simple à utiliser et les résultats sont faciles à interpréter. Sun et Zhou

utilisent cette méthode pour suivre l'évolution des endommagements sur une éprouvette en traction

[Sun et Zhou, 1988]. Takeda et al. conjuguent cette méthode avec l'utilisation de micro-grilles pour

suivre l'évolution des déplacements au bord d'un multicouche délaminé [Takeda et al., 1998].

1.1.2 Essais mécaniques pour l'étude du délaminage.

Divers types d'essais mécaniques sont réalisés pour étudier le délaminage. On peut néanmoins les

classer en trois types suivant le type de chargement : dynamiques (choc), quasi-statiques ou cycliques
(fatigue). On ne détaillera ici que les essais quasi-statiques. Ces essais peuvent être effectués avec des

multicouches prédélaminés et avec des multicouches sains. Les premiers servent plutôt à étudier la

propagation du délaminage et les deuxièmes sont destinés à l'étude de l'initiation et éventuellement

à la propagation du délaminage.
Parmi les tests effectués avec des multicouches fissurés nous trouvons, sans être exhaustifs :

- les essais de traction perpendiculairement à la fissure de poutres DCB (Double Cantilever

Beam) pour la mesure de la résistance en mode I [Whitney, 1989]
- les essais de flexion 3 points avec des poutres délaminées à l'un de leurs bouts (essai ENF :

End Notched Flexure) pour la mesure de la résistance en mode II [Carlson et Pipes, 1987]
- les essais CLS (Cracked Lap Shear) de traction suivant la longueur d'une éprouvette délaminée

à l'une des extrémités, l'une des lèvres de la fissure est libre d'effort [Carlson et Pipes, 1987].
Ces essais permettent de mesurer la résistance en mode I-II mixte

- les essais de torsion ECT (Edge Crack Torsion) sur des multicouches délaminés à l'un de leurs

bords [Suemasu, 1999] pour mesurer la résistance en mode III.

La progression des fissures est en général stable pour les tests ci-dessus.

Les tests les plus classiques sur des multicouches sains pour l'étude du délaminage sont les essais

de traction sur des éprouvettes trouées et non trouées. Le délaminage, quand il a lieu, s'amorce aux

bords droits ou au bord du trou des éprouvettes. Dans [Jen et al., 1993], nous trouvons des essais

de traction sur des plaques trouées pour étudier l'initiation et la propagation du délaminage au

bord du trou et déterminer un critère d'initiation de délaminage à peu près fiable pour les essais

effectués. Les zones délaminées sont mesurées à l'aide de l'analyse aux rayons X. Nous pouvons voir

dans [Jen et al., 1993] que les mécanismes de délaminage sont très complexes et très dépendants
des empilements. Par ailleurs, le bord du trou ne peut pas être inspecté avec une méthode non

destructive afin de voir quelles sont les interfaces délaminées et de vérifier qu'il n'y ait pas de fis-
sures intralaminaires locales avant le délaminage. Les essais de traction EDT (Edge Delamination

Tests) sur des éprouvettes non trouées avec bords droits font apparaître aussi des mécanismes de

délaminage très complexes. L'avantage de ces essais est le fait qu'on peut cette fois-ci observer le

bord où le délaminage risque d'apparaître et de vérifier ainsi l'apparition du délaminage avant des

fissures intralaminaires. Plusieurs travaux ont été dédiés à l'étude du délaminage par ce type d'es-

sais [Brewer et Lagace, 1988], [Kim, 1989], [Marion, 2000]. Les empilements sont choisis de façon
à voir apparaître le délaminage découplé des autres types d'endommagement et à provoquer le

délaminage sur une interface particulière suivant un mode de fissuration. Les empilements testés

sont élaborés pour la plupart à partir de composites carbone-époxy (fibre de carbone, résine époxy)
unidirectionnels. Les séquences d'empilement les plus usuels sont

- les (±#) s , avec des valeurs de 6 inférieures à 25° (environ). Le délaminage, de type mode

III, a lieu au niveau des interfaces 0/ — 6 et est accompagné par une fissure transverse

[Brewer et Lagace, 1988], [Marion, 2000]. L'étude de la propagation ne peut donc pas être
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effectuée pour ces empilements sans tenir compte de la fissuration transverse. Ces empile-
ments présentent un comportement global linéaire alors que des valeurs de 6 plus importantes
induisent un comportement non linéaire avant l'initiation du délaminage [Marion, 2000].

- les (±25, 90 1 /2) s , qui présentent des fissures non transverses dans le plis à 90 degrés à partir
des bords [Crossman et Wang, 1982], [Marion, 2000], [Wang, 1989]. On dit souvent que cet

empilement délamine en mode I mais il ne nous semble pas correct d'attribuer le terme

délaminage aux fissures qui n'ont pas lieu aux interfaces entre les couches. En effet, les fissures
ne sont pas localisées aux interfaces et apparaissent sur toute l'épaisseur du pli. Marion a

déjà soulevé cette ambiguïté dans [Marion, 2000]. Cet aspect fera l'objet d'une étude plus
approfondie au chapitre 4.

On peut trouver d'autres empilements dans la littérature qui fissurent en mode I, I-II mixte, ou

I-III mixte mais aucun ne présente des fissures confinées aux interfaces [Kim, 1989], [Marion, 2000].

Dans le but de comprendre le mécanisme de l'amorçage de délaminage, nous avons choisi d'effec-
tuer des essais classiques de traction (voir par exemple [Marion, 2000], [Brewer et Lagace, 1988]) sur

des multicouches (±0n )s en composite carbone-époxy. Nous nous intéressons donc ici au délaminage
en mode III dû aux cisaillements hors plan. Le choix de ce type d'essais nous a donc permis d'ins-

pecter les bords des éprouvettes pendant l'essai à l'aide d'un dispositif de microscopie in-situ. Nous

avons mis en évidence par ce biais un phénomène de plasticité d'interface avant l'initiation du

délaminage.
Dans ce premier chapitre nous faisons une description du matériau étudié en détaillant sa mise en

œuvre et la préparation d'éprouvettes. Ensuite, nous présentons les moyens utilisés pour effectuer

les essais, pour contrôler les interfaces au bord des éprouvettes et pour détecter l'apparition du

délaminage. Finalement, nous détaillons les phénomènes observés pendant les essais et donnons des
résultats qui seront exploités dans les autres chapitres pour établir des critères de délaminage.

1.2 Préparation des éprouvettes en composite multicouche.

Dans cette partie, on décrit les moyens mis en oeuvre pour obtenir des éprouvettes multicouche
sur lesquelles on effectuera des essais de traction. Egalement, on expose la méthode du polissage des

bords des éprouvettes qui permet l'observation des phénomènes d'interface (glissement d'interface
et délaminage).

1.2.1 Mise en oeuvre des plaques multicouche.

Le matériau choisi pour les essais est le carbone-époxy (matrice CTE1 15, fibre T700) fourni par
STRUCTIL. Le matériau à l'état brut se présente sous la forme de rouleaux de fibres en carbone

préimprégnées de résine époxy. Des couches rectangulaires découpées avec une orientation donnée
sont empilées suivant la figure 1.2 pour constituer la plaque de multicouche non polymérisée. Cette

étape est effectuée avec un soin très particulier. En effet, il faut s'assurer que les interfaces entre les
couches soient propres pour ne pas provoquer des délaminages prématurés. En plus, il faut aussi

que l'erreur angulaire dans l'orientation des fibres de chaque couche soit suffisamment faible. Ces
erreurs angulaires influent considérablement sur les raideurs apparentes des plaques. Par exemple,
nous avons montré qu'une imprécision de 1° sur chaque couche pour une plaque (±20) s peut influer
de 4% sur la raideur [Py, 2000]. L'étape suivante consiste à mettre la plaque dans le moule décrit

par la figure 1.3. Les tissus d'arrachage ou d'absorption servent à absorber la résine en excès dans
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direction des fibres

F ig . 1.2 - Empilement des couches.
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F ig. 1.3 - Moulage des plaques multicouches.
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le matériau brut. Le nombre de tissus doit être suffisant pour avoir une bonne densité de fibres.

Cependant il ne faut pas trop en mettre car cela peut engendrer dans le matériau polymérisé des
défauts dus à une absorption trop importante de résine. On trouve dans [Brellier, 2000] les plans
d'expérience effectués pour déterminer et caractériser le moulage optimal de nos matériaux. Le

rapport nombre de tissus par nombre de plis optimal est égal à 1/2 et le moulage à réaliser pour la
cuisson des plaques est décrit dans la figure 1.3.

Le rapport optimal assure en plus une épaisseur de couche égale à 0,13 mm pour des empilements
quelconques [Brellier, 2000]. Par ailleurs, avec ce type de moulage, l'épaisseur de l'interface entre

les couches vaut en moyenne 3 fim. Comme proposé dans [Carlson et Pipes, 1987], les épaisseurs de
couche et d'interface sont mesurées au microscope optique à partir d'échantillons polis (voir figure
1.4).

25

-25

-25

zone interfaciale

pauvre en résine riche en résine

0,4 mm

F ig . 1.4 - Qualité des interfaces (bord d'un (±252) s ).

L'étape finale consiste à cuire la plaque dans un autoclave suivant les cycles de pression et

de température recommandés par le fournisseur. Sur la figure 1.5 nous avons une description des

cycles.

Les caractéristiques du pli constitutif des multicouches ainsi réalisés sont résumées dans le
tableau 1.1.

Pour déterminer les caractéristiques mécaniques du pli constitutif des multicouches, nous avons

effectué une dizaine d'essais de traction sur des empilements (O4), (90s) et (452, — 452) s - Le premier
empilement donne El et vit , le deuxième Et et le troisième Glt ([Carlson et Pipes, 1987]). Les
autres caractéristiques sont déduites du fait de l'isotropie transverse du matériau (donc Eh = Et ,

vln — vlt , Gln = Glt et o/vat = œtt ) et par la supposition que i>tn — vlt et Gtn — Glt•
Cette dernière supposition est classique dans la littérature [Pagano, 1978], [Wang, 1989].

0, 2 mm
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120°C

20°C

Pression

4 bars

température
pression

temps en min
0' 10' 60' 120' 180'

Fig. 1.5 - Cycle de cuisson des multicouches dans l'autoclave.

/ooL^

fe

épaisseur de couche 0,13 mm

masse surfacique du pli 0,205 kg/m2

diamètre moyen des fibres 7 gm
densité volumique des fibres 66%

densité volumique des défauts 1,4%
modules d'Young El = 153,8 GPa , Et = 10,6 GPa , (mesurés)

En = 10,6 GPa (supposé)
coefficients de Poisson vlt — 0,314, (mesuré)

vln — vtn — 0,314 (supposés)
modules de cisaillement Glt — 6,58 GPa (mesuré)

Gln = Gtn = 5,58 GPa (supposés)
contraintes à rupture

(notations de [Tsai, 1988])
X = 2,5GPa, Y = 61 MPa, (éprouvettes testées O4 et 90s)

S = bOMPa (déduit par traction d'éprouvettes 45s)
coefficients de dilatation

thermique [Brellier, 2000]
olll — —0,3 x 10-6 °C, oltt — 28,1 x 10-6 °C (mesurés)

&nn = &tt (supposé)

Tab . 1.1 - Caractéristiques du pli carbone-époxy T700/CTE1-15.
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1.2.2 Découpe et polissage des éprouvettes.

Une fois les plaques démoulées, on découpe des éprouvettes de 20 mm de largeur et de 200 mm

de longueur à l'aide d'une meule diamantée destinée à la découpe fine de pièces. Cette étape doit

être effectuée avec soin car une découpe en oblique change l'orientation du multicouche et donc sa

raideur apparente. Les éprouvettes sont ensuite regroupées en deux paquets que l'on fixe dans un

porte-éprouvettes que nous avons spécialement conçu pour le polissage des bords des éprouvettes
(cf. figure 1.6). Ce porte-éprouvettes est positionné sur une polisseuse. Le polissage consiste à

porte-éprouvettes

F ig . 1.6 - Dispositif de polissage du bord des éprouvettes.

utiliser des grains de plus en plus fins (jusqu'à 1/im de diamètre) pour avoir une finition correcte

des surfaces. Entre chaque étape (correspondant à un type de grain), on contrôle le polissage par
un microscope optique et on nettoie les surfaces avec de l'eau (pour des grains de diamètre > 9fim)
ou avec de l'alcool (pour des grains de diamètre < 9fim). Après le polissage on enlève les deux
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paquets d'éprouvettes et on colle des talons en verre-époxy tissé (élaborés de la même façon que le

carbone-époxy). Les éprouvettes sont maintenant prêtes à être utilisées (voir figure 1.7) pour des

essais de traction et le polissage des bords en permet l'inspection.

Fig. 1.7 - Eprouvette polie avec talons.

1.3 Dispositifs de contrôle et de mesure.

Dans cette partie, nous décrivons les appareils utilisés pour réaliser l'essai de traction et les

dispositifs pour inspecter ou expertiser les interfaces au bord des éprouvettes.

1.3.1 Machines de traction et systèmes d'acquisition.

Les essais de traction sont effectués à déplacement imposé par des machines de traction (ADA-
MEL, INSTRON et MTS) équipées de cellules de force de IKN, 2KN, IÏÏKN, 20KN et 100KN.

Toutes ces machines sont équipées de mors autoserrants. Des jauges extensiométriques reliées à

des ponts de jauges permettent de mesurer la déformation des éprouvettes au cours d'un essai de

traction (déformations longitudinale et transversale par exemple). La cellule de force des machines

de traction et la sortie des ponts de jauges sont reliées à un système d'acquisition Labview (National
Instruments) installé dans un ordinateur standard.

Par ce système, en contrôlant la courbe force-déformation pour un essai de traction à faible

vitesse, nous pouvons détecter l'apparition d'un endommagement critique (tel que le délaminage,
[Brewer et Lagace, 1988]) et tirer des conclusions sur le comportement global des multicouches

testés (voir figure 1.22). En effet, sur la courbe, la perturbation due à l'endommagement est une

chute de la raideur instantanée puisque les essais sont pilotés en déplacement [Brewer et Lagace, 1988]

1.3.2 Microscopie optique in-situ.

Description du dispositif.

De façon à surveiller l'état des interfaces au niveau du bord poli des éprouvettes sous char-

gement, nous avons conçu un système d'observation in-situ. Ce système comporte un microscope
optique élémentaire Nikon muni d'une caméra noir et blanc Sony, le tout monté sur un support 3D

permettant la mise au point et l'inspection de tout le bord de l'éprouvette (voir figure 1.8). Les

grossissements à réaliser et la taille des phénomènes à observer imposent le choix du microscope
sur les autres moyens existants (zoom, endoscopes, etc.). La caméra est reliée à une carte d'ac-

quisition d'images installée sur un ordinateur standard, lui-même équipé d'un logiciel d'acquisition
IMAQ-Vision Builder (National Instruments). Le microscope a été choisi pour sa légèreté et sa

petite taille. Il permet en plus l'utilisation de plusieurs objectifs de façon à avoir l'agrandissement
souhaité. La caméra, légère et de petite taille, a été choisie pour sa définition et pour sa sensiblité.

Le logiciel d'acquisition permet de visualiser en temps réel l'objet devant le microscope et de

faire l'acquisition d'images que l'on juge intéressantes. Ces images peuvent être traitées par ce
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éprouvette
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Fig. 1.8 - Microscopie optique in-situ.
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logiciel de façon à rendre plus nettes les images ou à faire ressortir des détails. On peut aussi faire

des opérations telles que la binarisation, la mesure de surfaces ou de distances.

Phénomènes observés par la microscopie optique in-situ.

Avec ce système nous pouvons détecter l'apparition du délaminage en balayant le bord de

l'éprouvette. Les bords doivent être parfaitement polis car le microscope optique a une très faible

profondeur de champ et du relief ne permettrait pas la mise au point de l'image. De plus, ainsi

le délaminage devrait apparaître à l'écran sous la forme d'une ligne floue et sombre au niveau de

l'interface (voir figure 1.9).

Fig. 1.9 - Bord d'un (±203) s délaminé (microscopie in-situ + traitement des contrastes).

Il est d'ailleurs difficile d'affirmer sans une expertise approfondie que cette ligne est autre chose

qu'un relief consécutif au chargement. On verra en effet que ce contraste apparaît bien avant le

délaminage et qu'il est dû à de grandes déformations irréversibles au niveau des interfaces que l'on

qualifiera de plasticité d'interface ou de glissement. On reviendra plus loin sur ce point.
Pour mesurer le glissement on procède comme suit : on trace perpendiculairement à la Ion-

gueur de l'éprouvette des traits droits sur le bord poli à l'aide d'un feutre fin (pointe de 0,2 mm

d'épaisseur). Pour ce faire, le feutre est fixé sur le support 3D du microscope et grâce à la rotation

des bagues du support on effectue des déplacements droits du feutre. Un exemple de trait avant es-



26 CHAPITRE 1. ETUDE EXPÉRIMENTALE.

sai est montré sur la figure 1.10. Au cours de l'essai de traction le trait peut subir un saut au niveau
des interfaces entre les couches tout en restant perpendiculaire à la longueur de l'éprouvette dans

chaque couche (voir figure 1.10). La localisation de ce saut au niveau de l'interface justifie la quali-
fication de glissement d'interface. Le glissement est ensuite mesuré à l'aide du traitement d'image
du logiciel d'acquisition. Nous verrons dans la partie "résultats expérimentaux" que ce glissement
suit une évolution plastique lorsque l'on fait des cycles de charge et décharge de l'éprouvette, ce

qui justifie la terminologie plasticité d'interface.

1.3.3 Microscopie électronique.

Nous disposons en outre d'un microscope électronique à balayage (MEB) permettant de faire

l'expertise des matériaux. Ce dispositif est un moyen de contrôle destructif et ceci constitue en

fait l'inconvénient majeur de son utilisation. En effet, la taille de la chambre à vide ne permet pas
l'observation d'éprouvettes entières et on doit donc découper des échantillons de petite taille. Ces
échantillons sont ensuite métalisés (dépose d'une couche d'or de très faible épaisseur) pour palier
au problème de visualisation d'échantillons non conducteurs.

Malgré tout, cet appareil est de grande utilité pour expertiser les éprouvettes qu'on teste et

donc pour savoir si des endommagements non visibles au microscope optique apparaissent avant

délaminage. Les avantages de ce dispositif sur la microscopie optique sont la capacité de visuali-
ser l'échantillon avec une grande profondeur de champ et les grands agrandissements qu'on peut
atteindre avec l'appareil (jusqu'à 104 fois la taille réelle).

1.4 Résultats expérimentaux.

1.4.1 Déroulement d'un essai.

On commence par mesurer la section de l'éprouvette et on colle une jauge extensiométrique sur

l'éprouvette. L'éprouvette est ensuite installée dans la machine de traction et le réglage est effectué.

Ensuite, afin de mesurer le glissement d'interface, on fait une dizaine de traits sur le chant, tout

au long de l'éprouvette à des endroits suffisamment espacés pour calculer une moyenne et un écart

type des mesures effectuées. Les traits sont comme déjà dit, perpendicualires à l'axe de l'éprouvette
et donc aux interfaces entres les couches. On commence alors l'acquisition et l'essai de traction à
une vitesse moyenne (= 0,2 mm/min) pour atteindre rapidement les valeurs de déformation ou de
contrainte au delà desquelles le phénomène que l'on veut observer ou mesurer risque d'apparaître.
On fait ensuite des pas de chargement à faible vitesse (0,01 mm/min) et après chaque pas on fait la
mise au point du microscope sur le bord de l'éprouvette et on inspecte le bord tout en mesurant le

glissement pour chaque trait. Si on le juge utile on peut faire des cycles de décharge et de recharge.
Finalement, à un moment donné, l'amorçage du délaminage a lieu, et si l'éprouvette ne s'est pas
rompue, on peut poursuivre l'essai pour constater comment les fractures apparaissent et évoluent.

1.4.2 Etude du glissement d'interface.

Dans cette partie, on s'intéresse à l'évolution des traits tracés sur des éprouvettes (±0n ) s en

traction (voir figure 1.10) avant l'apparition des endommagements classiques (fissuration transverse
et délaminage). L'évolution des traits nous a permis de mettre en évidence un glissement plan
aux interfaces 9/ — 6. Sur la figure 1.10, pour une éprouvette (±20) s nous avons tracé la courbe

moyenne contrainte de traction/glissement pour des traits à différentes positions sur la longueur
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de l'éprouvette. Nous voyons que les glissements sont à peu près uniformes sur la longueur de

Véprouvette.

FlG. 1.10 - Mise en évidence du glissement à l'interface 20/ — 20 d'un (±20) s .

Ce glissement d'interface a eu lieu avant tout bruit, fissure sur le bord ou rupture de pente de la

courbe force/déformat ion. Comme son nom l'indique, il s'agit d'un phénomène lié aux cisaillements

d'interface et donc concentré sur l'interface et sur les bords. En effet, les traits sur les couches

n'évoluent pas, ils restent droits et perpendiculaires à l'axe de traction alors qu'aux interfaces

6/ — 6 le trait subit une discontinuité plus ou moins franche suivant la richesse de résine dans

l'interface. Il est évident qu'aux endroits riches en résine (espacement important entre deux fibres

de plis adjacents) le trait passe d'une couche à une autre assez progressivement sur une zone de

quelques microns, et la résine semble bien supporter la déformation £13 imposée (voir figure 1.11).
Par contre, pour les interfaces pauvres en résine (les fibres des couches adjacentes se touchent ou

sont peu espacées), il y a microfissuration de l'interface et le trait passe d'une couche à une autre

de façon discontinue (cf. figure 1.11 et 1.13).
En ce qui concerne les microfissures aux interfaces pauvres en résine, nous pouvons dire que leur

profondeur est très faible puisqu'on n'observe rien par la méthode des rayons X avant délaminage
[Marion, 2000]. Nous avons confirmé cela moyennant l'observation au MEB d'un échantillon d'éprou-
vette (voir figure 1.12) découpé suivant la largeur de l'éprouvette, puis enrobé et poli. La profondeur
de la microfissure est de l'ordre du diamètre de la fibre, à savoir 7 pm.

Pour identifier la nature du glissement ci-dessus, nous avons réalisé des cycles de charge et

décharge. Sur la figure 1.15, nous avons tracé l'évolution du glissement moyen 7 (calculé sur dix

traits) pour des cycles de charge et de décharge. On s'aperçoit qu'au début d'une décharge ou d'une

recharge, le glissement n'évolue plus. Ceci est un argument suffisant pour dire que le glissement est

d'origine plastique. Ce qui paraît logique puisque la résine, élément présent à l'interface entre les

couches, présente un comportement plastique en cisaillement [Allix et al., 1995]. L'observation au

MEB d'une interface riche en résine ayant subi un glissement, confirme le phénomène plastique (voir
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F ig . 1.11 - Deux types de glissement au bord d'un (±203)5 (microscopie in-situ).
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F ig . 1.12 - Profondeur des microfissures dans un (±10) s avant délaminage (MEB).
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interface 10/-19

45 iim 22 fim

F ig . 1.13 - Microfissuration de l'interface dans un (±10) s juste avant délaminage (observations au

MEB des bords polis).

tracé du contour
d'une fibre

45 (im

F ig . 1.14 - Plasticité de la résine sous cisaillement au bord poli d'un (±10) s (MEB).
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figure 1.14). En effet, les lignes à 45° sont classiques du comportement plastique de la matrice sous

cisaillement [Purslow, 1986]. Dorénavant nous désignerons par plasticité d'interface ce phénomène
de glissement. D'autre part, sur la figure 1.15 on remarque que les longueurs des paliers au début
de la décharge et de la recharge sont plus faibles qu'à l'initiation du glissement. Il existe donc un

écrouissage négatif dû sûrement à l'endommagement et au comportement plastique de la résine à
l'interface.

Fig. 1.15 - Glissement à l'interface 10/-10 d'un (±103) s pour un cycle de chargement.

Sur les figures 1.16 à 1.21, nous avons tracé les courbes chargement/glissement moyen pour les
familles d'empilements (±10n ) s et (±20n ) s (n variant de 1 à 4). Nous constatons sur ces courbes

que le phénomène est quasiment le même pour les deux familles d'empilements choisis (±10n ) s et

(±20n ) s . On note un effet d'échelle, une cinétique plus rapide pour les empilements les plus épais,
et surtout une valeur de glissement au délaminage quasi constante pour tous les empilements. Cela

peut nous faire penser que le délaminage s'amorce lorsque le glissement atteint une valeur critique.
Nous construirons au chapitre 5 un critère de délaminage portant sur le glissement plastique.



RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX.

1000

Moyenne

Dispersion

Délaminage

10 15

7 en fim

Fig. 1.16 - Glissement à l'interface 10/-10 d'un (±10) s jusqu'au délaminage.

Fig . 1.17 - Glissement à l'interface 10/-10 d'un (±1Û2) S jusqu'au délaminage.
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Fig. 1.18 - Glissement à l'interface 10/-10 d'un (±103 )5 jusqu'au délaminage.

Fig . 1.19 - Glissement à l'interface 20/-20 d'un (±20) s jusqu'au délaminage.
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Fig . 1 .20 - Glissement à l'interface 20/-20 d'un (±202) s jusqu'au délaminage.

Fig . 1.21 - Glissement à l'interface 20/-20 d'un (±203)5 jusqu'au délaminage.
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1.4.3 Amorce du délaminage.
Nous avons vu précédemment qu'il existe des microfissures avant l'apparition du délaminage.

Leur coalescence donne lieu à une fissure à l'interface appelée délaminage de la taille de l'ordre de

l'épaisseur du pli (0,13 mm pour nous) ou plus. Pour tous les tests que nous avons effectués,
l'amorçage du délaminage est accompagné d'un bruit sec et d'une perturbation sur la courbe

contrainte/déformation axiale (voir figure 1.22). Sur cette figure, on peut voir que le comporte-
ment global des empilements est pratiquement élastique linéaire avant initiation du délaminage. La

plasticité d'interface ne perturbe donc pas la linéarité du comportement global. Pour les éprouvettes
(±10n ) s et (±20n ) s pour n variant de 1 à 3, le délaminage apparaît de façon stable et on peut pour-
suivre le chargement sur les éprouvettes après apparition du délaminage. Par contre, l'amorce du

délaminage entraîne la rupture totale des éprouvettes (±104)5 et (±204)5.

Fig . 1.22 - Courbes d'essais de traction avec apparition du délaminage.

Par ailleurs, comme le montre la figure 1.23, l'amorce du délaminage des empilements (±0n ) s

testés est aussi toujours accompagnée d'une fissuration transverse des deux paquets de plis 9n

extérieurs. Après délaminage et avant la rupture totale, les plis intérieurs se fissurent aussi. L'aspect
des zones de fracture est décrit dans la figure 1.24. Les "copeaux" de résine dans la zone délaminée et
dans le plan de la fissure transverse sont caractéristiques d'une fracture par cisaillement [Purslow, 1986].
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Fig. 1 .23 - Délaminage accompagné par une fissure transverse.
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F ig . 1.24 - Allure des surfaces de fracture.
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Avant la rupture totale, les surfaces de délaminage sont limitées et ont les formes triangulaires
de la figure 1.25 [Bhat, 1993]. Les valeurs des moyennes des longueurs / des fissures transverses

Ad
/

/

Aji»
_-e_

x —6

zone délaminée

bord de l'éprouvette
OC

Fig. 1.25 - Allure des zones délaminées.

(voir figure 1.25) à l'amorce du délaminage sont écrites sur le tableau 1.2. Dans ce tableau, les em-

pilements (±104) s et (±204)5 ne sont pas pris en compte puisqu'il y a rupture totale de l'éprouvette
à l'initiation du délaminage.

Longueur l en mm de la fissure transverse empilements (±10n ) s empilements (±20n ) s

n — 1 9 7

n = 2 13 9

n = 3 22 15

Tab. 1.2 - Longueurs des fissures transverses.

Comme les fissures transverses apparaissent au même moment que le délaminage, il est naturel de

se poser la question si c'est le délaminage qui entraîne la fissuration transverse ou si c'est l'inverse. Il

faut savoir que nous n'avons pas réussi à voir le délaminage sans la fissuration transverse et que donc

nous ne pouvons pas donner une preuve irréfutable de l'apparation d'un mode d'endommagement
avant l'autre. Cependant, nous disposons de deux arguments pour penser que c'est le délaminage
qui a lieu le premier. L'aspect incliné de toutes les fissures transverses (voir figure 1.23) dans la

direction du front de délaminage est un premier argument pour dire que la fissure d'interface est

apparue en premier et que le front de la fissure s'est déviée dans la couche puisqu'il a rencontré

une zone plus résistante à l'interface. Un deuxième argument est le fait que la valeur du glissement
d'interface est pratiquement la même pour tous les empilements lorsque le délaminage a lieu (voir
figures 1.16 à 1.21). Ce glissement étant un mécanisme d'interface, il est donc vraisemblable que
c'est le délaminage qui apparaît le premier.

Sur le tableau 1.3, nous avons écrit les valeurs des contraintes de traction à l'initiation du

délaminage. Les valeurs calculées ont été déterminées sur cinq essais.

L _ Ai
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Contrainte à l'initiation empilements (±10n ) s empilements (±20n ) s

du délaminage a (MPa) Moyenne Ecart-type Moyenne Ecart-type
n = 1 941 19 601 37
n = 2 765 35 503 41
n = 3 731 31 459 13
n = 4 679 5 479?? 15

Tab. 1.3 - Charges critiques.

Nous vérifions par ces résultats l'effet d'épaisseur sur l'amorçage du délaminage déjà mis en

évidence par [Brewer et Lagace, 1988], [Marion, 2000]. Néanmoins, il est important de souligner
que l'initiation du délaminage des éprouvettes (±2Û4) S n'est pas conforme à cet effet d'épaisseur.
Dans [Marion, 2000] nous retrouvons cette singularité.

Aux chapitres 5 et 4, nous allons établir des critères de délaminage qui utilisent les remarques
et les résultats de ce chapitre expérimental. Mais avant il faudra savoir évaluer les contraintes aux

interfaces des multicouches, et pour ce faire, nous construirons au chapitre suivant deux modèles

simplifiés.

1.5 Conclusions.

Dans ce chapitre, nous avons décrit et quantifié le mécanisme d'initiation du délaminage en

mode III moyennant des essais de traction sur des multicouches (±0n )s en carbone-époxy. Nous
avons détaillé la mise en œuvre des multicouches et nous avons déterminé les caractéristiques du

pli. Nous avons aussi proposé des dispositifs de polissage des bords des éprouvettes et de micro-

scopie in-situ pour inspecter les interfaces aux bords. A l'aide de ces dispositifs et d'un microscope
électronique à balayage, nous avons mis en évidence l'existence d'une plasticité d'interface pour
les interfaces soumises à des cisaillements importants. Pour les empilements (±6n ) s testés en trac-

tion, ce phénomène est assez uniforme sur la longueur de l'éprouvette et a lieu avant l'initiation du

délaminage. De plus, pour les matériaux utilisés, la plasticité présente un écrouissage négatif, c'est à
dire un seuil plastique qui diminue au cours du chargement. D'autre part, à déformation de traction

fixée, les glissements aux interfaces augmentent plus vite lorsque le nombre de plis augmente.
Cependant, au moment où le délaminage apparaît, les glissements sont pratiquement les mêmes

pour tous les empilements. On peut donc parler d'un glissement critique qui piloterait l'amorce du

délaminage.
Par ailleurs, la plasticité d'interface n'influe pas sur la quasi élasticité linéaire du comportement

global des multicouches testés. Le comportement reste pratiquement élastique linéaire jusqu'à l'ap-
parition du délaminage. Enfin, nos essais confirment l'effet d'épaisseur sur l'initiation du délaminage
déjà mentionné dans la littérature.

Nous allons présenter dans le chapitre suivant les modèles mécaniques qui nous permettront de

quantifier ces phénomènes et d'évaluer les contraintes aux bords au niveau des interfaces.
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Chapitre 2

Adaptation de deux modèles

multiparticulaires de multicouches.

2.1 Introduction.

Nous allons dans ce chapitre, reprendre la construction de deux modèles simplifiés de multi-

couches élastiques, l'un étant plus simplifié que l'autre. L'enrichissement de ces modèles permettra
d'évaluer les contraintes aux interfaces et d'étudier des phénomènes anélastiques dans les couches

et aux interfaces entre les couches du stratifié. Nous serons ainsi capables de modéliser par exemple,
des chargements hygro-thermiques et la plasticité d'interface que nous avons mise en évidence par
les essais du paragraphe 1.4.2 du chapitre précédent. Nous commençons par une analyse bibliogra-
phique non exhaustive des modèles pour déterminer les contraintes dans un multicouche.

Afin de connaître le comportement du multicouche, il est nécessaire de passer par la modélisation

des couches élémentaires. Lorsque les couches sont constituées d'un matériau hétérogène, on effectue

souvent une homogénéisation du matériau [He, 1999] afin de rendre possible le calcul des structures

multicouches. Notons cependant qu'il est aussi intéressant de passer à l'échelle microscopique et

d'étudier des phénomènes mécaniques du système fibre/interface/matrice pour faire ensuite des cor-

relations à l'échelle macroscopique de la couche [Chaboche et al., 1998], [Lane et al., 2001]. Après
homogénéisation, les couches deviennent souvent orthotropes, voire isotropes tranverses comme

c'est le cas du matériau que nous avons testé au chapitre 1 (carbone-époxy T700/CTE1-15 uni-

directionnel). Le comportement de la couche homogénéisée fait l'objet de plusieurs recherches.

Pour les matériaux composites à matrice organique, le comportement est souvent non-linéaire

[Dvorak, 2000]. Pour introduire l'endommagement dans le comportement des composites on uti-
lise souvent le modèle de Ladevèze [Ladevèze et Le Dantec, 1992]. Les lois de plasticité sont très

variées et peuvent être, par exemple, avec écrouissage isotrope [Sun et Chen, 1989] ou de type bi-

modal [Nigam et al., 1994a], [Nigam et al., 1994b]. Un modèle encore plus complet est celui d'Allix

qui prend en compte le caractère plastique endommageable du matériau [Allix et al., 1995]. Plu-

sieurs auteurs travaillent encore pour modéliser les non-linéarités du comportement des composites
unidirectionnels sous divers types de chargement [Nguyen, 2001].

En ce qui concerne le multicouche formé de couches homogénéisées, on distingue deux types
d'entités : les couches et les interfaces entre les couches. Pour tous les modèles, les couches sont à

la base, des milieux 3D. Par contre, les interfaces peuvent être modélisées de différentes façons. Un
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premier modèle consisterait à considérer les interfaces comme des couches de faible épaisseur dont
les caractéristiques mécaniques sont propres à chaque type d'interface [Haboussi et al., 2001]. Un
deuxième modèle, dit mésoscopique, fait des interfaces un milieu bidimensionnel endommageable
afin de rendre compte du délaminage et de son initiation. Nous pouvons citer à ce sujet les travaux

d'Allix [Allix, 1989]. Dans ces travaux, les couches et les interfaces sont respectivement des milieux
3D et 2D, tous les deux endommageables.

Dans ce chapitre, nous modéliserons les interfaces par des milieux 2D, les déplacements 3D

peuvent y être discontinus.

La plupart des modèles de multicouches sont destinés au dimensionnement en raideur des
structures multicouches. La description est alors globale, les couches sont remplacées par une

couche (une cinématique) homogène équivalente. Parmi les modèles les plus simples nous trou-

vons les modèles de Love-Kirchoff (théorie classique des plaques) [Love, 1934], [Kirchoff, 1850] et

de Reissner-Mindlin [Reissner, 1945], [Mindlin, 1951]. Ces deux modèles sont dits du premier ordre

puisque la cinématique est affine en z. Par exemple, les champs de déplacement dans la théorie de
Reissner-Mindlin sont

u{x, y, z) = u0 (x, y) + zipx (x, y)
v(x,y,z) = v0 (x,y) + zipy (x,y) .

w(x,y,z) = w0 (x,y)

Il s'agit d'une théorie à 5 champs cinématiques qui se différencie de la théorie de Love-Kirchoff

par la manière de prendre en compte l'énergie de cisaillement. Ces modèles donnent des résultats
très précis pour des multicouches peu épais. Cependant, puisque la cinématique est affine en 2, la

description des champs dans l'épaisseur est insuffisante pour des multicouches épais. D'où l'idée de

développer des modèles de plaque d'ordre supérieur, notamment en déplacement ou en contrainte.
Les modèles de plaque d'ordre supérieur en déplacement font un développement en série de Tay-

lor en z à un ordre n > 1 (polynômes de degrés n). Ainsi, plus n est grand, meilleure est l'approxi-
mation. Dans [Whitney et Sun, 1973] et [Reddy, 1984] nous pouvons trouver quelques exemples
de modèles de plaque d'ordre supérieur. De façon à bien approcher les champs sans avoir besoin
de prendre de grandes valeurs de n, Reddy propose dans [Reddy, 1989] une forme de champ de

déplacement de type
' i=n

u(x,y,z) = ]Tui(x,y)<fii(z)
i=0
i=n

< v(x,y,z) = ^Tvi (x,y)(pi (z) ,

i=0
i=n

w(x,y,z) = ^Wi(x,y)(f>i(z)
■* i=0

(pi(z ) étant des fonctions d'interpolation mieux adaptées au problème que les polynômes en z.

De façon analogue, les modèles d'ordre supérieur en contrainte approchent les contraintes sur

toute l'épaisseur du multicouche par des séries de Taylor en z [Tang, 1975], [Flanagan, 1994]. Les

équations de ces modèles sont obtenues par les équations d'équilibre 3D et les équations de com-

patibilité du champ de déformation déduit de l'approximation en contrainte et du comportement
3D. Les conditions aux limites 3D sont vérifiées en moyenne.

Nous pouvons trouver d'autres types d'approches telles que des approches mixtes [Verchery, 1974]
ou les modèles Zig-Zag [Icardi, 2001] dont la richesse provient de l'utilisation de fonctions discon-
tinues suivant l'épaisseur.
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Cependant, ces modèles à cinématique globale, ne sont pas destinés à l'étude de singularités
comme les effets de bord sur les contraintes aux interfaces. Depuis plusieurs années l'évaluation

de l'état de contraintes près des bords dans les multicouches fait l'objet de nombreuses études.

Des solutions analytiques exactes n'existent que pour quelques cas particuliers de chargement et

de géométrie [Pagano, 1969]. Une première méthode est le raccordement de solutions 3D données

par exemple par des théories de couche limite ou par des calculs éléments finis 3D. Ces méthodes

seront décrites en détail dans l'introduction du chapitre 3.

Une autre approche est l'utilisation de modèles simplifiés plus riches et proposant une cinématique
par couche. C'est le type de modèles que nous appelons multiparticulaires et que nous étudierons

dans la suite.

2.2 Les modèles multiparticulaires.

2.2.1 Définitions et bibliographie.
Comme déjà dit précédemment, ces modèles font une approximation plus fine des champs sui-

vant l'épaisseur du multicouche que les modèles de plaque d'ordre supérieur puisqu'ils proposent
une cinématique par couche plutôt qu'une cinématique globale. En fait, avec les modèles multi-

particulaires, le multicouche est représenté par un ensemble de plaques (objets 2D) couplés par
des efforts d'interface. Le multicouche devient ainsi un objet 2D dont chaque point géométrique
est le siège d'une superposition de particules matérielles correspondant aux plaques modélisant les

couches (on a donc autant de particules que de couches, voir figure 2.1). Cette propriété justifie
la dénomination "modèles multiparticulaires". Les modèles servent surtout à évaluer correctement

les contraintes aux interfaces entre les couches. Ci-dessous, nous proposons une brève bibliographie
des modèles multiparticulaires.

L'une des premières approches simplifiées qu'on peut appeler multiparticulaire est celle de

Puppo et Evensen [Puppo et Evensen, 1970] pour des multicouches chargés dans leur plan. Les

champs par couche sont approchés par des champs moyens dans chaque couche. Le modèle prend
en compte des efforts de cisaillement d'interface reliés dans le comportement aux différences de

déplacement moyen des couches adjacentes. Garett et Bailey reprennent cette idée et développent
le très connu Shear Lag Analysis pour modéliser la fissuration transverse dans des empilements
(0,90) s [Garett et Bailey, 1977]. Le modèle Shear Lag est le modèle multiparticulaire le plus simple
que l'on puisse considérer.

A chaque couche est
modélisée par une

plaque ou membrane
snnernosition dos

Fig. 2.1 - Approche multiparticulaire des multicouches.
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Pagano construit ensuite le modèle local [Pagano, 1978], le plus complet des modèles mul-

tiparticulaires élastiques, à partir de la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner que nous

rappelerons plus loin. Dans ce modèle, chaque couche est modélisée par une plaque à 7 champs
cinématiques (plaque du troisième ordre). Le modèle est construit à partir d'une approximation en

contrainte injectée dans la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner. Les contraintes sont approchées par
des polynômes en z. Les équations du modèle sont obtenues par le théorème variationnel de Reissner

[Reissner, 1950]. Pagano fait apparaître dans son modèle des efforts généralisés d'interface et sou-

ligne l'absence de singularités pour ces champs. Le modèle local est malgré tout un peu lourd à mani-

puler pour des multicouches constitués d'un grand nombre de couches. Pagano et Soni développent
alors un modèle élastique plus opérationnel : le modèle global-local [Pagano et Soni, 1983]. Dans
ce modèle, on privilégie certaines interfaces et les couches les plus proches de ces interfaces sont

modélisées par le modèle local. Les couches restantes sont regroupées en paquets qui sont ensuite

approchés par une plaque homogène. L'avantage de ce modèle global-local par rapport au modèle
local est la diminution du nombre d'inconnues et la précision de ce modèle dépend du choix des
interfaces privilégiées. Les interfaces les plus sollicitées doivent être les premières à être privilégiées.

Kassapoglu et Lagace proposent une approche en contrainte par couche sous forme polynomiale
en z avec des coefficients exponentiels [Kassapoglou et Lagace, 1987]. Les équations du modèle sont

obtenues par minimisation de l'énergie complémentaire.
A l'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Caron étudie la cinétique de fissuration trans-

verse dans le pli à 90 d'une éprouvette (0,90) s avec un Shear Lag 2D bâti par le principe des

puissances virtuelles [Caron et Ehrlacher, 1997]. Puis, Naciri et al. s'inspirent des travaux de Pa-

gano dans [Naciri et al., 1998] et construisent un modèle multiparticulaire plus complet que le
Shear Lag mais plus simple que le modèle local de Pagano. Les équations sont encore obte-
nues par la méthode des puissances virtuelles. Chabot formalise ensuite la construction d'une fa-
mille de modèles multiparticulaires élastiques dits M4 (Modèles Multiparticulaires des Matériaux

Multicouches) [Chabot, 1997], à partir de la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner. Le
modèle le plus complet est identique au modèle local de Pagano et on déduit à partir de celui-ci
les autres modèles moyennant des approximations successives des multicouches minces. Dans cette

famille de modèles, on trouve les modèles M4~5n et M4~2n +1 comportant respectivement 5n et

2n + 1 champs cinématiques pour un multicouche à n couches. Le premier modèle approche chaque
couche par une plaque de Reissner ; en revanche, le second modèle approche chaque couche par une

membrane. Les deux modèles font figurer des efforts d'interface dans leurs efforts généralisés.
Carreira fait ensuite une validation des modèles M4~5n et M.4~2n+1 en comparant les résultats

des modèles et ceux obtenus par éléments finis pour les problèmes de quadricouches en traction
avec bord droit ou avec un trou [Carreira, 1998]. La comparaison est aussi effectuée pour le cas

d'un (0, 90) s en traction. Les deux modèles donnent de bons résultats.

Hadj-Ahmed utilise le modèle M4~2n+1 pour analyser les contraintes dans un joint de colle

[Hadj-Ahmed et al., 2001]. De nouvelles comparaisons par rapport aux éléments finis sont effectuées
et la bonne description des champs par les modèles est confirmée.

Plus récemment, Limam utilise le modèle M4~2n+1 pour étudier la réparation de poutres et

de dalles en béton armé par des composites en carbone-époxy [Limam et al., 2001]. Moyennant la
théorie du calcul à la rupture de Salençon [Salençon, 1983] adaptée au modèle M4-2n+l , Limam

distingue plusieurs mécanismes de ruine dans les matériaux réparés et propose un dimensionnement
en contrainte ultime.

La construction de certains des modèles ci-dessus utilisent la formulation mixte d'Hellinger-
Reissner pour obtenir une approximation des déplacements et des contraintes 3D cohérente et

pour déterminer les équations des modèles. Il en sera de même pour les modèles que nous allons
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développer dans ce chapitre. Il nous semble donc pertinent de rappeler la méthode d'approximation
d'Hellinger-Reissner des problèmes élastiques.

2.2.2 Méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner.
On considère un volume de matière 0 de frontière dfh Le matériau est supposé élastique et on

désigne par
- x la variable d'espace,

- S le tenseur d'ordre quatre des souplesses en x,

- <t le tenseur des contraintes 3D en x,

- (f* un champ de tenseur d'ordre 2 symétrique, de classe C 1
par morceaux sur fi,

- U le vecteur déplacement 3D en x,

- U_* un champ de vecteur 3D continu sur fi, de classe C 1
par morceaux sur fi

- e le tenseur des déformations 3D en x,

- U_d les déplacements imposés sur la partie dflu de la frontière dfi,

- Td les efforts imposés sur la partie dfir de la frontière dfi,

- / les forces de volume en x.

On définit alors la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner sur le couple ({U*,cr*) :

H.R.{U*,^*) = [Jn
a*(x) : £ (U*) (x) - f(x).D*(x) - ^*U) '■ S (x) : a*(x) dfi

-[ (â*.n)(x). (U* -Ud) (x)dS- [ 1?(x).U_*(ï)dS. (2.1)
JdQu V J JdÇlr

Le théorème de Reissner est le suivant :

La solution du problème élastique est le couple (è[,â) qui rend stationnaire la fonctionnelle
H.R. [Reissner, 1950].

Dans [Chabot, 1997], la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner pour les multicouches est

présentée en détail, nous n'en montrons ici qu'un résumé. Pour construire des solutions approchées
à partir d'une approximation en contraintes, on effectue les étapes suivantes :

1. On définit les efforts intérieurs généralisés et on écrit l'approximation en contrainte sous

forme polynomiale en z. Les coefficients des polynômes font intervenir les efforts intérieurs

généralisés.
2. On injecte le champ de contraintes approchées dans la fonctionnelle H.R. et on identifie les

déplacements généralisés et les déformations généralisées cohérentes avec l'approximation en

contrainte.
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3. En faisant une variation de H.R. par rapport aux déplacements intérieurs généralisés, on

obtient les équations d'équilibre généralisé et les conditions aux limites généralisées.

4. La stationnarité de la fonctionnelle H.R. par rapport à une variation des efforts intérieurs

généralisés donnent les équations de comportement.

Nous allons maintenant adapter à nos besoins les modèles M.4~5n et M4~2n+1 construits dans

[Chabot, 1997] pour des multicouches élastiques. Rappelons nous qu'il est nécessaire, au moins de
tenir compte du glissement d'interface pour modéliser les essais du chapitre précédent. Nous repren-
drons donc la construction de ces modèles et en profiterons pour introduire des discontinuités quel-
conques (dans le plan et hors plan) des déplacements aux interfaces et des déformations anélastiques
dans les couches pour pouvoir modéliser d'éventuels chargements thermiques ou phénomènes plas-
tiques dans les couches. La démarche d'Hellinger-Reissner sera adoptée pour faire apparaître des

champs anélastiques dans la modélisation.

couche n

couche i

couche 1

Fig. 2.2 - Multicouches étudiés.

2.2.3 Position du problème.

On considère le multicouche formé de n couches d'épaisseur e
l dont les interfaces sont notées

rM+i . Le volume occupé par le multicouche est noté f2 = u x [hô; h+]. Pour pouvoir tenir compte

des aspects thermoélastiques et des comportements anélastiques éventuels de plis sous certaines
orientations (par exemple, unidirectionnel carbone-époxy 45° en traction...) on introduit un champ
de déformation anélastique e

an (x) dans le multicouche. De façon à quantifier les glissements d'inter-
face constatés expérimentalement (cf. chapitre 1), les champs de déplacement aux interfaces r^+i
peuvent être discontinus et la discontinuité vaut Y ,l+l (gç). Nous supposons que ces champs sont
connus.

Le problème à résoudre est le suivant :
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Etant donnés les champs de déformation anélastique e
an et de discontinuités des

déplacements aux interfaces r^i+i, trouver les champs de déplacement U_ et de

contrainte a, dans le domaine tridimensionnel fi, de frontière dO satisfaisant les équations
suivantes :

- équation de compatibilité :

£ (x) — \{9radlJ_ A
1 gradU_) (2.2)

- équation d'équilibre quasi-statique :

div a (x) -f- f (x) = 0 (2.3)

°ù / {x) est le champ de forces de volume
- équation de comportement

£ (x) — £
an (x) = S (x) : a (x ) (2.4)

où S (x) est le tenseur d'ordre quatre des souplesses du matériau en x

- conditions aux limites

U{x) = Ud {x) sur dDu (2.5)

(g .n)(x) = Td (x) sur dOr (2-6)

avec dDu DdOr = 0 et dDu UdOr = dfi. (x) est le déplacement imposé sur la partie
dOu de la frontière dD et Td (x ) est le vecteur contrainte imposé sur la partie dVtr de

la frontière dLl.
- discontinuités des déplacements aux interfaces

\U%z
(z) = fe) sur r'<,«+1 (2 - 7)

Pour résoudre le problème, nous nous inspirons de la démarche proposée en élasticité dans

[Pagano, 1978], [Chabot, 1997]. Nous utilisons une adaptation de la formulation variationnelle

d'Hellinger-Reissner des problèmes d'élasticité 3D [Reissner, 1950]. L'expression de la fonction-

nelle classique d'Hellinger Reissner pour un problème élastique a été rappelée en (2.1). Dans la

formulation, le champ de déformation élastique est e —e
an et les discontinuités des champs de

déplacement 7J ' J+1 aux interfaces T3^+l interviennent comme une sorte de conditions aux limites

en déplacement. Nous considérons donc l'adaptation de la fonctionnelle H.R. d'Hellinger-Reissner
définie sur le couple de champs ( U_*,â *) dans l'équation (2.8). Le champ U_* est un champ de vec-

teur 3D, C 1
par morceaux sur Q et le champ de contraintes g

* est un champ de tenseur d'ordre 2

symétrique, C 1
par morceaux sur fh

H.R.{U\g*) = - j ^divâ*{x).U*{x) + cr* :ë ûn
+ l(x).U*(x) + ^â*(x) : S (z) :â*(x)

n— 1

dO

-El f Œ'-ez )(x).1
i -i+l (x)dS}+[(â\n)(x).Ud(x)dS

1=1 V^i,i+ 1 / JdQu

+[((^"■n)-Td)(x).U , (x)dS (2.8)
JdnT

v '

Le théorème de Reissner [Reissner, 1950] permet de trouver le couple solution (t/, â ) du problème.
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En effet, on voit que la stationnarité par rapport à une variation quelconque du champ de

déplacement tridimensionnel U_* donne les équations d'équilibre et les conditions aux limites en

contrainte sur dOr '■

y au*

-[ [divw(x).dir(x) + f (x ).aU*(x)]dn+[ f(f .n) - td) (x).du'(x) ds = 0
Jn JdnT

v '

diva (x) + / (x) = 0

{a .n){x) = td (x) sur dLtr
a .n continu sur les surfaces de discontinuité de a

La stationnarité par rapport à une variation quelconque du champ de contrainte tridimensionnel
a donne le comportement élastique linéaire et les conditions aux limites en déplacement sur dDu :

V<9f*

dll

dS

f div da * (x) .U(x) + da*(x) : e
an (x) + da * (x) : S (x) : g (x)

Jn .

-vf [ ffi*-ez){x).y'l+1 (x)ds] + [ {d^*.n)(x).ud (x)
si v/ r»,«+i ) jdclu

+ [ (dû*.n)(x).u(x)ds = 0
jdclx

S (x) : g (x) = £ (u_(x)) — £
an (x)

u(x) = ud (x) sur dqjj
[U]e

z
(l) = 2

l,l+l (l) sur ri)i+ i

Pour simplifier les écritures, dans tout ce chapitre on suppose que dDjj = 0 et que les forces de
volume / sont négligeables. Les conditions aux limites en déplacement ne posent aucune difficulté

technique ; on verra dans d'autres chapitres, des applications où l'on impose les déplacements aux

bords.

Puisque les champs anélastiques y>l+1 et e
an sont supposés donnés, ils vont jouer le rôle de

variables d'état du multicouche dans toutes les équations qu'on écrira dans la suite.
Notations.
D'une manière générale, nous adoptons dans ce chapitre les notations suivantes :

- l'exposant i désigné la couche i et varie de 1 à n,
- l'exposant j,j + 1 désigné l'interface entre les couches j et j + 1 et varie de 1 à n — 1,
- les indices grecs a et [3 varient de 1 à 2 et serviront à exprimer les composantes des champs

dans le plan (x, y).

2.3 Approximation des champs de contraintes 3D.

Nous proposerons deux types d'approximation du champ de contraintes 3D, l'une étant plus
précise que l'autre. Le premier modèle est le m.4~5n qui approche chaque couche par une plaque
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de Reissner [Reissner, 1945] et le deuxième modèle est le M4~%n+1 qui approche chaque couche

par une membrane. Le multicouche (objet 3D) devient ainsi une superposition de plaques ou de

membranes couplées entre elles par des efforts d'interface. L'entité 2D qui modélise le multicouche

est constituée de points géométriques occupés par n particules matérielles. L'approximation des

contraintes sera exactement la même que dans le cadre de l'élasticité [Chabot, 1997] .

2.3.1 Champ de contraintes approché du modèle M4-5n.

Nous approchons les contraintes dans le plan par des polynômes en z du premier dégré. On
les notera crQ/g ((o;,/3) G {1,2}). En utilisant les équations d'équilibre 3D, nous déduisons que les

dégrés des polynômes en z approchant les contraintes <tQ3 et (733 sont respectivement 2 et 3. On
choisit les coefficients des polynômes qui apparaissent dans l'écriture des contraintes approchées de

manière à faire intervenir les champs suivants qu'on appelle efforts intérieurs généralisés :

- le tenseur plan N 1 d'ordre 2 des efforts membranaires de la couche i (avec 1 < i < n) :

nNap(x,y)= aap(x,y,z)dz-,
J h>

(2.9)

- le tenseur plan M 1 d'ordre 2 des moments de flexion de la couche i par rapport au plan
médian de la couche (avec 1 < i < n) :

rht
Map(x^y) =

_

(z - hi)aa/3 (x,y,z)dz;
J h-

(2.10)

- le vecteur plan Q l d'effort tranchant de la couche i (avec 1 < i < n) :

-htfn i

Qaix^y)= / (7az(x,y,z)dz;
Jh~

(2.11)

- le vecteur plan f-7"7 " 1" 1 d'effort intérieur de cisaillement à l'interface j,j +1 (avec 1 < j < n — 1)

rJ
a

J+1 {x,y) = cra3 (x,y,h+) (2.12)

- le scalaire i/7,7+1 d'effort d'arrachement à l'interface j,j 4-1 (avec 1 < j < n — 1)

vhJ+l (x,y) = CT33 (aî,2/,ht). (2.13)

On définit une base (pj) 0<j<3
des polynômes de degré inférieur ou égal à 3 avec

r H = 1

pî=
z - hi

Pi = 6
z — hj\

2
1

+
2

(2.14)



48 CHAPITRE 2. MODÈLES.

Ces polynômes ainsi définis sont orthogonaux entre eux, c'est à dire que :

[ht .

/ P'Jz)P'0 (z)dz = O si ajt/3.
Jh i

Les contraintes approchées dans la couche i s'écrivent alors :

o%(x,y,z) = N'a0 (x,y)^lL + ^M'ag (x ,y)PÎ(z) (2.15)
e e l

^a3 (x,y,z) = Qa{x,y + (ri'l+1 (a;,y) - t
l ~ l ' l (x,y)) P[(z)

+ (Ql

a {x,y) -

j {r l

c;
l+1 {x,y) + T

l - 1 >t {x,y))^J (2.16)

(x,y,z) = fâlé. + ÏLdiv (t l >l+1 (x,y) - Pq{z)_5n
°33

+ (^jdiv (Tl ' t+1 (x,y) + t
1 ht (x,y)) - + _ v

% L*(a;,y)j p[(z)

+ (rM+1 (:r,y) - T
l ~ l ' l {x,y)) P2

l (z)

+ {^2 div {ït,t+1 {x,y) +Tt ~ 1,t (x,y)) - divQi (x,y) \ P%(z) (2.17)

Puisque les polynômes ( P- ) sont donnés, la connaissance des efforts intérieurs généralisés
\ J /0<j<3

définis ci-dessus (des champs en (a:, y)) permet de déterminer l'état de contraintes 3D approché du
modèle M^-5n.

Remarque 1. Dans ce qui précède, les efforts intérieurs fhl+l et uhl+1 sont définis pour i variant
de 1 à n — 1 (les interfaces entre les couches). Cependant il est commode de noter :

- t
0 ' 1 et f"'n+1 les efforts extérieurs de cisaillement sur la face inférieure de la couche

1 et supérieure de la couche n

- v0,1 et i/
n >n+1 l'effort extérieur normal sur la face inférieure de la couche 1 et

supérieure de la couche n.

Les efforts r
0 ' 1

, f
n ' n+1

, i/
0 ' 1 et i/

n >n+1 sont donc des données. Si nous notons Tff (respectivement
T^) A: 6 {1, 3} la composante suivant k du vecteur contrainte imposé sur la face externe inférieure

(respectivement supérieure) du multicouche, nous avons :

r o>i
V (x>y) = ~ T\ (X 'V)
t2

' 1
(x , y) = — T2 {x,y) respectivement <

,
v {x,y) = -T3

"

(x , y)

f T™ ,n+1 (x, y) = Tj+ (x, y)
t$'n+1 (x,y) =T}(x,y)

.
Vn,n+ (x, y) =Tj~(x, y)

2.3.2 Champ de contraintes approché du modèle M4-%n+l.
Pour ce modèle M4~2n+1 plus grossier dans sa desription des champs, nous approchons les

contraintes craig par un polynôme en z de degré 0 ((qj, /?) 6 {1,2}); c'est à dire que la couche
est modélisée par une membrane qui ne reprend donc pas la flexion. Cependant, compte tenu de

l'empilement des membranes reliées par des efforts d'interface, le multicouche accepte ce type de
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chargement. En utilisant les équations d'équilibre 3D, nous déduisons que les dégrés des polynômes
en 2: approchant les contraintes aQ3 et <733 sont respectivement 1 et 2. Les contraintes approchées
dans la couche i s'écrivent :

<^3 (x,y,z)

= Kp(x,y) (2.18)

= \(TÏi+l (x,y) + r'a
- U{x,y))PZ(z)+ (r''i+1 (z,y) - r'-hi (x,y)) (2.19)

^33 (x,y,z) =

T3 {x , y)
^

T3 {x, y)
+

1
^ (tw+1 (z ,?/) +

l ' 3 {x,y))
j=i+1

~2 div (ï3 '3+l (x ,y) + TJ ~ hj {x,y))
j=i L

+ j2 div (ft,t+1 (x iy) - xt
~ ht (x>y))

-Tfdiv (T l ' t+1 {x,y) +f l ~ hl (x,y)) P[(z)

+J2 div {fhl+1 (x ,y) ~ Tt_1,î (rE, y)) P}(z)

plu)

(2.20)

où T3
+ (rr, y) = Td (x, y).ez

sur la face supérieure z — h+,T3 (x, y) = Td (x, y)-ez
sur la face inférieure

z =
, \Pfj esf la base orthogonale de polynômes de degré inférieur ou égal à 3 définie par

la relation (2.14) et les efforts généralisés N , Tj'
î+1

, t^ 1
par (2.9) et (2.12).

En faisant la même remarque qu'on a faite pour le M4~5n concernant les efforts t
0 ' 1 et fn ' n+1

,

on écrit aussi :

I x\ (x ,y) = ~ Ti (x ,y) t
x2

l
{x ,y) = -T2"(a:,2/)

TÏ'n+1 (x,y) =Tf(x,y)
T2

,n+1 (x : y) =T}{x,y)

2.4 Equations d'équilibre et conditions aux limites cohérentes avec

l'approximation en contraintes.

Si nous suivons la démarche proposée par le théorème de Reissner [Reissner, 1950] pour déterminer

les équations d'équilibre et les conditions aux limites, nous aurons à faire une variation de la fonc-
tionnelle d'Hellinger-Reissner par rapport aux déplacements. Nous devons donc dans un premier
temps déterminer l'approximation des déplacements qui est cohérente avec l'approximation en

contrainte ; et ce, moyennant l'écriture de la fonctionnelle d'Hellinger Reissner.

Dans l'écriture de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner (équation (2.8)), on ne prendra en compte
que les termes qui font apparaître le champ de déplacements U*. On obtient ainsi une fonctionnelle
T sur (t/*, <t *) définie par

T(U*,W)= - [ [dmS'(x).U_'(x)]dÇl +[ (2.21)
Jn JdnT

v '
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2.4.1 Modèle M4-5n.

Déplacements généralisés.

Grâce à la remarque du paragraphe 1.1 concernant les données f0 ' 1
, f

n ' n+1
, i/

0 ' 1 et v
n ' n+l et en

introduisant l'approximation en contrainte du A4^-5n dans l'écriture de <7* (cf. équations (2.15 à

2.17)), la fonctionnelle T devient

T(U',â') =

n r

-s/•
1 J UJz=l

^'divN (x,y) + Tl,lJrU (x,y) — f l 1,l*(x,y)j.Ûl*(x,y)
f ~

~ i*

+ IdivM (x, y) - Q l * (x, y)

+i ((f',+U + r*-1 '") (*,j,)))
+ (divQ 1 *

+ vl,l+1 (x,y) — v
l ~ 1,l*(x, y)^ .U£*(x,y)

du (2.22)

+

n „

È;L (N^.rÇj.Û* + + (&* - ff (■ ~i-

+Qi*.nUÎ* + e^ï^ 1 *
- p-^.nUl* - fîi Td .U* dz

nU{
ds

où nous avons introduit les notations suivantes pour i G [l,n] :

- U l * est le champ de déplacements membranaires de la couche i (champ de vecteurs du plan)
de composantes U l *

a G {1,2} avec :

rhî
K(x,y)= /JhT

H(*) K(x,y,z)dz (2.23)

£/* étant le champ de déplacements 3D
- est le champ de rotations de la couche i (champ de vecteurs du plan) de composantes

a G {1,2} avec :

$a{x,y)=[ ^2 pl(z)U*{x,y,z)dz (2.24)
Jh~ el

t/J* est le champ de déplacement moyen normal de la couche i avec :

"hfrn i

\*,y) = /JhT

P0 M i-,-*/ \ ,

—7—U3 (x,y,z)dz (2.25)

^3*(®» y) = 4 /_e ./ h.

- U3 est un champ scalaire que nous pourrions appeler premier moment du déplacement normal
de la couche i avec :

°hf
iz (2.26)

' h
.

- C/3* est un champ scalaire que nous pourrions appeler, de même, second moment du déplacement
normal de la couche i avec :

•"•+ -P2*W
'h:

rht
'(x,y) = /JhT

■U£(x,y : z)dz (2.27)

Nous voyons que la contribution des déplacements 3D U_* dans le terme de surface / est
J (jJ

contenue dans ce qu'on appellera les déplacements généralisés du modèle. Il s'agit des 5n champs
en (x,y) suivants :

et Ul

z*.
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Equations d'équilibre.

Nous allons maintenant appliquer le théorème de Reissner pour déterminer les équations d'équilibre
du modèle. Pour une variation quelconque des déplacements 3D U_*, et donc des déplacements
généralisés, on trouve dans le terme de surface de l'équation (2.22) les 5n équations d'équilibre
généralisé -des équations en {x,y)~ du modèle M4~5n , ce qui légitime son appellation :

divN (x, y) + f l,l+1 (x, y) — f l 1,1 (x, y) = 0 sur u

divQ 1 + vl,l+1 (x,y) — v
l ~ l,l {x,y) = 0 sur u>

divM (x,y) - Ql (x,y) + %- (ït,t+1 (x,y) + f l ~ 1,l (x,y)) = 0 sur u
jli

(2.28)

Les équations d'équilibre généralisé sont du type "Reissner par couche" et cohérentes avec l'équation
d'équilibre 3D local

diva bn {x, y, z) = 0.

En effet, le calcul de divcr bn {x, y, z) à partir des équations (2.15) à (2.17) donne après simplification

drvû 5n (x, y, z).ea
= (JdivN {x, y) + T

l ' t+1 (x, y) - T
l ~ l ' l (x, y)j -Ç* (2-29)

+ (divM (x,y) - Q l {x,y) + j ((f l ' î+1 + T
l ~ l ' l )(x, y))^j Pi(z)^ .e^

dwâ 5n (x, y, z).ez
= (divQ1

+ vt,l+1 (x,y) — v
l ~ 1,l (x,y)J (2.30)

Sachant que les deux polynômes Pq et PI sont linéairement indépendants, on retrouve les 5n

équations d'équilibre du modèle M.4~5n.

Conditions aux limites en contrainte.

Ces conditions vont découler du théorème de Reissner et nous allons les obtenir dans le terme de

bord de l'expression de T dans l'équation (2.22). Nous nous intéressons donc à ce terme de bord. Afin

de pouvoir dériver le terme de bord par rapport aux déplacements généralisés nous décomposons
sous forme polynomiale le champ de déplacements 3D U_*(x,y,z) de la manière suivante pour

z€ :

U*(x,y,z) =
U*(x ,y ,z) = Pi (z)U'

a'(x,y)+e iP{(z)^(x,y) + MJ»(x,y,z)
U;(x,y,z) = P>(z)U»(x,y)+ AU>*(x,y,z) K '

avec AUa (x,y,z) orthogonal à Pq(z) et P{(z) et AUrf (x,y, z) orthogonal à Pq(z).
Hypothèse 1 La contribution des termes de perturbation AU£ et AU\* dans les termes de bord

est supposée négligeable devant celle des déplacements généralisés.
rht

Le terme de bord — / T ,U_ dz s'écrit alors :

Jh~

-îiù"-M'd¥' - Q\M (2.32)
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ou

rht
TL = / T*.P'a (z)dz

V
M'da = [ éTi.P\(z)d;

hi-

qU = [
'

Ti.pi{z)dz
JhT

(2.33)

Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T (U_*, o *) écrite en (2.22) en négligeant les termes de
^ A

bord faisant intervenir les composantes U3 et U^* et qui font partie des termes de perturbation du

champ de déplacements (cf. hypothèse 1), nous obtenons grâce à la stationnarité de la fonctionnelle

d'Hellinger-Reissner les conditions aux limites sur la frontière du) ci-dessous :

N ;R = Td

M.n = Ml

d
(2.34)

Q l
.n = Q3d

Déformations généralisées

En faisant une intégration par parties sur les divergences l'équation (2.22) devient d'après
l'hypothèse 1 :

T(U\a*)
n

r
■ £/i=1 Ju

i*

N : ê + M:x + du)

/ fji+U _ jji* _ _

e \
IV y»

+E/ ^
i=0 Juj

n
r

+ v
l ' l+u {U l

z
+u -Ul{)di

t=o

-tj iri=l Jdu VK

,i+l

Td .U*dz ds (2.35)

avec les notations
- ë est le champ tensoriel d'ordre 2 de déformation membranaire de la couche i de compo-

santés :

1 ( dUj^ +£
lap(x ,y) =

ô2 l dx/3 dxa
a, [5 S {1,2} (2.36)

- x esf Ie champ tensoriel d'ordre 2 de courbure de la couche i de composantes

1 (d&* d&iï \
^ y) = 2{lÈ + là) <2 - 37'

On peut en déduire la dualité énergétique entre efforts et déformations généralisés pour i E [l,n]
et j E [l,n - 1] :

X l

N "i = i ( GradU4
+

T GradÛ^j
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1 / =~ i

M

fjj+ 1

jj'+i

')X* = | ^Graci$' +
T Grad$'

<4 = + GradUÎ
Pj . Pj+ l

_

= jjj+1 _ fjj _ _$J
2 2

Dïi+l = G|+1
- (7|

53

(2.38)

2.4.2 Modèle M4-2n+l.

Nous procédons de la même manière que nous avons fait pour le M4-5n.

Déplacements généralisés.

On définit en plus des notations (2.23) à (2.27), le déplacement normal moyen du multicouche :

Us (s, y, h+) + U%(x, y, K[)w;(x,y) = (2.39)

Après introduction des contraintes approchées <r
2n

, la fonctionnelle T de l'équation (2.21) de-

vient alors

T(U*,cr*) = -

n r

u
L

divN (x, y) + fî,î+1 * (x, y) - fl ht* (x, y) ) .î/ 1 * (x, y) du

T3 (®, y) + T3 (x, y) + Y2
e
—div (rJ,J+1*(x, y) + f3 h3*(x, y))

j=l

(2.40)

W3*du;

+

"
rÈf*

(N*.n).Û{*
+ %- (rM+1 *

+ f1"" 1 ' 1**) .nUÎ*
rht

+e
i (ri,i+1 *

- - / Td .U' dz
Jh~

ds

Nous voyons que la contribution des déplacements 3D U_* dans le terme de surface fu
est contenue

dans ce qu'on appelle les déplacements généralisés du modèle. Il s'agit des 2n + 1 champs en (x, y)
suivants :

Ûiif et W%.

Equations d'équilibre.

Comme pour le cas du modèle M.4~5n , nous appliquons le théorème de Reissner pour déterminer
les équations d'équilibre du modèle. On trouve dans le terme de surface de l'équation (2.40) les

2n + l équations d'équilibre généralisé -des équations en (x, y)- du modèle A44~2n+l, ce qui légitime
son appellation :

divN (x,y) + f1,1+1 (x, y) — f l 1,1 (x, y) = 0 sur d

n

Ts{x,y)+Ts{x,y) + Y^ —div (f-7 'J+1 (x, y) + t3 ~ 1,3 (x,y)) = 0 sur u)

3= 1

(2.41)
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Les équations d'équilibre généralisé sont cohérentes avec l'équation d'équilibre 3D local

dwcî 2n+1 (x, y, z) = 0.

En effet, le calcul de dwâ 2n+1 (x, y, z) à partir des équations (2.18) à (2.20) donne après simplifi-
cation

div^ 2n+1 {x,y,z).ea
= ^divN (x,y) + rhl+l (x,y) - T

l ~ l ' l (x,y)^ -Ça (2 - 42 )

dw<j 2n+l (x,y, z).e z
= 0 (2.43)

On remarque alors que les équations d'équilibre généralisé du M.4~2n+1 donnent une condition de

plus que les équations d'équilibre local. Cette équation en plus est celle qui assure l'équilibre global
du multicouche en translation suivant l'axe des z.

Conditions aux limites en contrainte.

En appliquant le théorème de Reissner, ces conditions sont obtenues dans le terme de bord de

l'expression de T dans l'équation (2.40). Pour donner l'expression généralisée du terme de bord, nous

décomposons le champ de déplacements 3D U_*(x,y,z) de la manière suivante pour z G :

U*(x,y,z) =
U'(x,y,z) = Pi(z)U»(x,y) + AU»(x,y,z)
Us (x, y, z) = W£ (a, y) + AC7J (x, y, z) (2.44)

avec AU* l (x,y,z) orthogonal à Pq{z).
En faisant la même hypothèse que pour le cas du M4~5n, on néglige la contribution des termes

de perturbation AU*1 et AU£ dans les termes de bord devant celle des déplacements généralisés.
Puisque t/J* fait partie des termes de perturbation AU%, il est négligé dans les termes de bord.

n
rht

Enfin, C/3* est approximé par dans les termes de bord. Le terme de bord — / Td .U* dz
i=1 Jh 'i

s'écrit alors :

~YJ W"-QuWl (2.45)
i=l

OU

-ht
Tp1

da [Jh~
rht

*
qm = / Ti<

Jh~

(2.46)
dz

Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T (U_*,cr *) écrite en (2.40) en en négligeant les termes

de bord faisant intervenir la composante Z7^* du champ de déplacements (cf. hypothèse 1), nous

obtenons grâce à la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner les conditions aux limites
sur la frontière du ci-dessous :

N.n = Td

.4=1

,x+l. + ] „ =
(2.47)
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Déformations généralisées

En faisant une intégration par parties sur les divergences, l'équation (2.40) devient d'après
l'hypothèse 1 :

^

• 72 p
/ j .

N : e'tki + YJ ï"+U
- [Ùi+U - Ûj*

+ —

y—Grad (W3*)
IL n

T(V',ÏÏ*) = Y.
1=1 Ju}

- f (T+(x,y) + T3-(x,y))Wt<kj
J uI

n
r

(2.48)

(N .rÇj.XP* + - (rM+1 *
+ f4-1 '") .nU l

3
*

2
+

+ei(fi,i+l« _ -

rhî ,/ Td .U*
Jh~

dz
ds

où le champ de déformation membranaire e de la couche i est défini dans l'équation (2.36). On

peut déduire de l'équation (2.48) la correspondance entre efforts et déformations généralisés pour

i £ [1,77.] et j € [l,n — 1] :

a t

N

fjj+ 1

-10GradU 1
+

T GradU1

_ . . _ . _ „ . pi _i_

Dj,j+i = U3+ 1
_ jjj + —Z_ Grad{W3 )

(2.49)

2.5 Ecriture du comportement cohérent avec les approximations

Le comportement généralisé reliant les efforts intérieurs généralisés aux déformations généralisées
s'obtient en écrivant la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par rapport à une va-

riation des contraintes approchées et donc des efforts intérieurs généralisés. On s'intéresse donc à

la fonctionnelle T' déduite de la fonctionnelle H.R. en ne prenant en compte que les termes faisant

intervenir le champ de contrainte g :

T'(U',â')
Jn
71—1

-E
7=1

dMa*(x).U*(x) + g*(x) : e
an (x ) }rG *(x) : S (x) : g*(x) dO

[ (g *.e
z )(x).y ,l ~ hl (x) dS + f {cr*.n)(x).U*(x) dS (2.50)

Jr i,i+l jÔQt

enLe terme - f g
* (x) : S (x) : g

* (x) dfl n'est autre que l'énergie élastique écrite
2 Jn

contrainte. Donnons une décomposition de Wgp qui nous permettra de mieux comprendre nos

deux modèles. Nous notons S (z ) le tenseur d'ordre 4 des souplesses du matériau. S (z) est constant

dans chaque couche et est égal au tenseur S 1 de composantes S l

mnop
avec m,n,o,p 6 {1,2,3} 4

.

Compte tenu des matériaux qu'on étudie, on considère des couches orthotropes admettant l'axe e3
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comme axe d'orthotropie. Alors, les composantes de la matrice de souplesse contenant un nombre

impair d'indice 3 sont nulles.

Nous notons S1 le tenseur d'ordre quatre plan des souplesses sur les efforts tridimensionnels
~i

membranaires, SI le scalaire de souplesse sur les efforts tridimensionnels d'arrachement, Sq le ten-

seur d'ordre 2 plan de souplesse sur les efforts tridimensionnels de cisaillement et S3 le tenseur

d'ordre 2 plan de souplesse caractéristique du couplage entre les efforts tridimensionnels membra-
naires et d'arrachement. Ces tenseurs ont pour composantes :

M') = Sj^i (S*) = S|333 ; (s'Ù= 4Sj,3/W et (sA = 2S^33 («,/?,7,<>)e{l,2}4
.

V JafrS V V

On montre alors que, l'énergie en contrainte du champ de contrainte tridimensionnel approché
s'exprime sur chacune des couches en fonction de quatre termes :

3D

n r

-£/.i=1 Juj
w

a

c

l
+w

a

u

l
+ w$

l
+w,

a z*j
« J ds (2.51)

OU

- Wç
l *

est l'énergie élastique des contraintes membranaires <rQ/g de la couche i :

w.
1 fn i z * z *

= - / <Ta : S1 : oa dz
îJhT

- wf, 1 est l'énergie élastique de la contrainte <733 normale à la couche i :

*ht
W,

1 fn i
I s-r

a * Ql
/r

a

2 Jh
_

33 'dz

(2.52)

(2.53)

- w est l'énergie élastique de couplage entre les contraintes membranaires crap et la contrainte
normale <733 de la couche i :

■ ai '
= \C 0°'-.sùo&dz (2.54)Wl

-

Wq
1 *

est l'énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche i :

<z- (4) - ah'dz (2.55)

A ce stade, nous devons injecter l'expression des champs de contraintes approchés pour chaque
modèle de façon à avoir l'expression généralisée de l'énergie élastique. Il ne manquera plus qu'à
expliciter dans T' (cf. équation (2.50)), les termes faisant intervenir les variables d'état du multi-
couche e

an et 7J 'J+1 afin d'exploiter la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner. Cela
nous conduira à étudier la fonctionnelle T", partie de T', définie comme suit

n—1

T" = f â*(x) : ë an (x) rffi + V f (W'■ez )(x).1 i -i+1 (x) dS
dft i=i yrll4+ i

(2.56)

On a donc

T'(U*,â*) = - [ [dwâ*(x).U*(x)\ dDA f (â\n)(x).U*(x) dS - T" - W& (2.57)J J
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2.5.1 Modèle M^.-5n.

Expression de l'énergie élastique écrite en contrainte.

Si nous injectons l'expression des contraintes approchées de (2.15 à 2.17) dans les expressions
(2.52 à 2.55) des énergies élastiques, nous obtenons

w
5n l

W
5n l

?/>
5n 1

w3

«4

( l \
z * Qi z * ~ * 12~ ~

Ni : — : Ni + M* : : M {

el
ei 6

\

1 ci

2

^'Z+1

^
1,1

+ ^di,;(f< »<+1 *
- f'-1 '*

Z 1Z

12 V 10 5

45 \ 12

+4r ( (^'i+1 *
- + 4^"(+i+1 *

+
700

iV* : S*
r *

M1

,1,1+1 "

+ v i—1,1"
+ f^div(+m*

- f'-1 '")

+ -— : 55 -(+i+1 *
- S- 1 '")+ — + f*" 1 '*)M 5 10

Qi\ [ IN. | .Qi* + (fM+1* _ fi~ lM ).^SiQ .{f^i+U
- f*" 1 '**)

1 \ S1 { i

+ ( Qi* _ £_(fM+l* + fi-14*) j _N ( Qi* _ £_(fM+l* + f«-l,t*)
2 / 5e* V 2

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

ci*. ~ •

Remarque 2. Dans le calcul de w„ intervient un terme en — divQ 1
que nous avons remplacé par

j/,1+1 _ j/*-!» 1 d'après la deuxième équation d'équilibre (2.28).

Le comportement généralisé déduit des expressions ci-dessus donne des calculs trop lourds. Nous

simplifions donc l'expression des énergies élastiques approchées en négligeant certaines contribu-

tions.
■ j*

Hypothèse 2 Nous négligeons les énergies w3 de couplage entre les efforts membranaires et les

contraintes perpendiculaires aux couches. Cela revient à négliger en quelque sorte les effets Poisson

dus au "pincement" des couches. Cette hypothèse est habituelle dans la plupart des théories de

plaque et a été validée par le travail de Carreira [Carreira, 1998].
De plus, les termes div(f1,1+1 ± f* -1 '*) et div(f1,1+1 ± f*-1 ' 1 ) 2 dans l'écriture de w compliquent

*2 *3
beaucoup les calculs alors que multipliés par e

l
ou e

l
, leur contribution à l'énergie est probablement

faible, ainsi :

Hypothèse 3 On néglige les termes en e
1

"2
div{r l,l+1 ± f ^ ~ 1,^ ) et e

l3div(f1,1+1 ± f ^ ~ 1,^ ) 2 dans Vex-

pression de W3p*.
Après ces simplifications, on est déjà capable de donner la contribution de l'énergie élastique
dans T" pour ensuite déterminer les équations de comportement.
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T" et déformations anélastiques généralisées.

En injectant l'approximation en contrainte du modèle M.4~5n dans l'expression de T" écrite en

(2.56), on peut écrire

T" = 53
Î=1

"ht n—1

+ ^
Jri=l _

* i,î+l

a* : e
an dz I du

'u W\~ J
1\H* A an , nji* ,,ian > ri/^i*^ianiy,ap£aP + Ma(3Xa (3 + ZOa ea3

+2ei (ri i+1 *
-

[ {°*-ez)(x)-ll,l+1 (x)dS
Jr< vj-i

£Ji=1 Ju

+2(QÏ- +

pi,i+1* _|_
- -r*" 1 •**) ) £*3"+ — dtv(f

I 77; rf«>(+' i+1 *
+ +-1 '") -

V 10 5

( —dw(f^i+U
- ï*- 1 ' 1*} \ pî?n

+ i/W* _

) U33

e
l I ?rdw(Ti ' i+u+ t'- 1*) -

" ) 4f

do;

n—l r

+53 [ T'/+uiiii+i + Ai+u

-> -J U1i=1

avec les notations et définitions suivantes

(2.62)

'a/?
P°fz)

(x,y)=
_

- L-—e
a^{x,y,z)dz a,/3 G {1,2}

./ /i. ^

*/i+ 12
xif(x,y)= f

'

^We3(x,»,*)d» a,/3e{l,2}
Ar e*

"ht
£l«T(x,y) = /A"/i7 e

ht

£a3 Vi z)dz a G {1, 2}

^Tfoy) = i [ P\{z)£acœ{x,y,z)dz a G {1,2}

às)= ["' ^eS(x,v,ï)di a 6 {1,2}
A" e

_î an
e33

fht
(x,y) = /A"

H(*)
h~ e

ht

^33 {X,y,z)dz

-i an

'33 (x,y) = —

i [ Pl{z)e%Z(x,y,z)dz
e 7 /i.

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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4H*.») = r %^-e%(x,y,z)dz (2.70)
Ar e l

(;x,y)=f_ ^^-£%j;(x,y,z)dz (2.71)
J h■ e

. xï an
£33

Les termes en div(f l,t+1 ± t
1 I ' î ) compliquent le calcul de / c*(:r) : £

an (x) dO, alors qu'étant
Jçi

•2
multipliés par e* leur contribution est probablement faible, ainsi :

Hypothèse 4 Comme dans l'expression de l'énergie élastique W^d, nous négligeons les termes

e
l div(f l,l+l ± dans l'expression de T" (équation (2.62)).

Dans l'équation (2.62) on remplace le terme —divQ 1
par d'après la deuxième équation

d'équilibre dans (2.28) et on obtient après simplification

T"
= + ■■x

a"

+ Q"Aan)dw
71 — 1 „

+ (rj >j+1\Dj >j+lan + vj >j+1*Di>j+lan ^) dw

j=i ^

+ f (e"<'"+1 (2îSr - ê"Jn ) - eV»' 1 (2^1" + 4f )) du (2.72)
J OJ

+ £ ^n^+l^ + ^an + gnan^ + ^0,1 _ Ëfl«»
_ £-lan^ ^

où £
îan

, y;
10"? ^<f>ar\ £)M+lan et D^J+lan sont les déformations anélastiques généralisées définies

pour i G [1, ri] et j G [1, n — 1] par les équations (2.63), (2.64) et par :

4°o = 2(4r + 4f) (2-73)
0«+lan

= 7«+l + ^(2êir-4r)-^+1 (243 1<ln
+ 43 1<'") (2-74)

D«+1 a„
= y^+1 + j (

+
«U-.

+ gjan\
. 7-flan .

+ei+
l ( £k_ _ Bgj+lan _ 4+l » ] (2 75)

avec a G {1,2}-
Les termes faisant intervenir les données f0 ' 1

, f
n ' n+1

, v0,1 et i/
n >n+l dans (2.72) ne seront pas

pris en compte dans la suite puisque nous ferons une variation par rapport aux efforts intérieurs

généralisés pour obtenir les équations de comportement.
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Equations de comportement.

Revenons au calcul de T'(U*,cr*) dans (2.57). En introduisant l'expression des efforts intérieurs
et des déplacements généralisés nous pouvons écrire

^'divN (x, y) + f*>î+1 * (x, y) — t
î-1 > z*(x, .Ûl * (x, y)

+ (divM (x,y) - Q l*{x,y)T'{U*,â*)
n r

£/
i=1 Ju}

du

+

n
r

§1

+î ((^'i+1 * (a:,y))) .$"(*,y)
+ (divQ 1 * +is l > l+1 (x,y) - v

l ~ l ' l*(x, y)) .U$*(x,y)

(.N\n).Ûiif + (M *.n).^ + (<7* - + f 4 " 1 ' 1'*)) .ni

pQ^.nUÎ* + e
i (f i,<+1 *

- f< - 1 '").nC7j'
ds

—j1"
_ ^5"*

3D (2.76)

Les termes de bord en et U$* sont négligés d'après l'hypothèse 1. En injectant l'expression de
T" écrite en (2.72) et en faisant une intégration par parties sur les divergences on obtient

t'(u\o = jrj n
"

: (r - r)+ à" (r- +-4a )
i=i

n—1

du (2.77)

II) ±. y»

+ ]C / rW.(5W - .DW°) + ^+i* (jDW* - Dî?+ la )du - W&
i=î ^

Finalement, l'expression de dans (2.51) déduite de (2.58) à (2.61) et la stationnarité de T' par
rapport à n'importe quelle variation des efforts généralisés nous permettent d'aboutir aux équations
de comportement généralisé :

- loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i pour 1 < i < n :

£*(x, y) - eia (x, y) = —r: AT* (s, y) ; (2.78)

- loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i pour
1 < i < n :

X
l {x,y) ~X

ia (x,y) =

~~3 S1 : Mj (x,y) ; (2.79)
e l

- loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i pour 1 < i < n :

5e*~^ 10~ yv
' " '

" ^2 ' 8°)

- loi de comportement des efforts de cisaillement à l'interface «, i + 1 pour 1 < i < n — 1 :

4(*.s/) -<k(x,y) = S'q .Q' - 4^-(fM+1 +

^ , .
1 ~ 2 ^ 1 ~ j

D''t+1 (x,y) - D'^'ix.y) = --SQ .Q>- -Sq -SQ .f^ (2.81)
2 ( i ~ *

.-_li 1+1 \ ~ij+ 1 e
+^ ( <^<3 + <?+1 Sq ) ■*

i+1 ~ i+ 1
0» ~i+l,i+2 .

30 6(5 ' T
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- loi de comportement des efforts d'arrachement à l'interface i,i + 1 pour 1 < i < n — 1 :

Di)i+\x,y)-D^+la (x,y)= ^eiSy- 1 ' i + ^{eiSi + e
i+1Si+l)vi -i+1 (2.82)

çi+l, .i+l,t+2
70 "

2.5.2 Modèle M4-2n+l.

Expression de l'énergie élastique écrite en contrainte

Pour ce modèle, nous adoptons les mêmes hypothèses faites pour le modèle M4~5n. En injectant
l'expression des contraintes approchées de (2.18 à 2.20) dans les expressions (2.52 à 2.55) des énergies
élastiques, nous obtenons

w

w

2n+l**
c

2n+l i *

v

W
2n+l

*"*

1 = * S1 ~

T

*

-Nl : — : Nl

2 e*

0

0

w
2n+l 1

_

Q

~i,i+1* i z i

1 Hr 1
z

12 ^

(2.83)

(2.84)
(2.85)

(2.86)

A ce stade, on est déjà capable de donner la contribution de l'énergie élastique W^+u dans T'

pour ensuite déterminer les équations de comportement.

T" et déformations anélastiques généralisées.

En injectant l'approximation en contrainte du modèle M.4~2n+1 dans l'expression de T" écrite

en (2.56), on peut écrire

T" = £
2=1 w: g* :e dz du

n—1

+E
2=1

[ (cr*.ez )(x).jl ' t+1 (x)dS
1

n r

£/i=l Ju

Kyaf + + 2e i (T'. i+1 *
-

+
T3+

,
~ + \Ê zrdiv (f«+1 *

+

j=i+1
i — 1 r

4E ^d™ {ïj 'j+l *
+ Tj

~ ld*) + É^div - -p-l'")
Là Là L Là2 ^ 2

j=i
i2

■dio + r'' 1'")ë\ln
+ (fM+1 *

- 4f

,,2,_2 an
e e33

+

+

E [
Z=1 ^

n—1 „

E /
i J UJ2=1

dS

-Grad
4 (_ e

>
+ e

i+1 )7r+1
+ (e* + e

i+1 ) ( £-rfJ+1
" E

\ \j= 1 J=»+l

du

(2.87)

dS
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avec les mêmes notations définies en (2.63), (2.65), (2.66), (2.68), (2.69) et (2.70).

Les termes en e*
2
div{fM+1 ± sont négligés d'après l'hypothèse 4. On obtient donc

rj-lit
n r

£/i=l Ju}

n—1

N~ : e
an

du + f r™+1 * .Dj >j+landu + ^ [ (T*
o

^ ) e
i£^n du(2.88)

•

1 J LJj~ 1 Î= 1

+ [ [{ehlr - Ze1^")r»- 1
+ (e"^n

+ 2e"j£T) ^•n+1 ]
J U)

où ë et Di>i+lan sont les déformations anélastiques définies par (2.63) et par :

D1Wan =1JJfl + l^| (_ e# + ei+l )^J+ 1
+ (e< + e#+l ) [g^l_ g

\ \k= 1 /c=j+l

+eVj" + e'+14+ lan
+ 2e%^" - 2eï+14t 1

'a3 (2.89)
avec a G {1,2}.

Les termes faisant intervenir les données f0 ' 1 et fn ' n+1
, Tg" et T3

~

dans (2.88) ne seront pas

pris en compte dans la suite puisque nous ferons une variation par rapport aux efforts intérieurs

généralisés pour obtenir les équations de comportement.

Equations de comportement.

On revient au calcul de T' (U_* , g
* ). En introduisant l'expression des efforts intérieurs et des

déplacements généralisés dans (2.57) nous pouvons écrire

T'(U',â') = -jhj (divN'(x,y)+fi -'+ 1 '(œ,y)-f i - 1 ' i '(x,y)Yû"(x,

-/J Ul

y)

T3 (z , y) + T3 (s, y) + ~^div (ïj,j+1*(x, y) + rj 1,j*(x, y))
j= i

du (2.90)

du

+

T~L /»

{N .n).^* +
e
- (fM+1 *

+ T*-1 '*'*) .nW£ ds - T" - W^+u

Les termes de bord en U3 sont négligés d'après l 'hypothèse 1. En injectant l'expression de T" écrite
en (2.88) et en faisant une intégration par parties sur les divergences on obtient

T'(U',ÏÏ*)= È[Y*: (e* - Fa) du +_ £,i,i+la\ ^ _ (2.91)
Ï=1i=l Ju '

Finalement, l'expression de W^+u dans (2.51) déduite de (2.83) à (2.86) et la stationnarité de
T' par rapport à n'importe quelle variation des efforts généralisés nous permettent d'aboutir aux

équations de comportement généralisé :

- loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i pour 1 < i < n :

£i {x,y) - eia (x,y) = —r : N*(x,y) ;
é1 (2.92)
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loi de comportement des efforts de cisaillement à l'interface i, i + 1 pour 1 < i < n — 1 :

e
l

~ „• 1 / = i ,., = î+i

pi+1 ~ i-i-i

+
e
—sQ .f+1 -'+2

.

6

2.6 Récapitulatif des équations et des champs généralisés.

(2.93)

On approche les champs des contraintes dans chaque couche i par les polynômes en z (ortho-
gonaux) suivants (cf. équations 2.14) :

r j*=i

p\ =

z - hi

(2.94)

2.6.1 Modèle M4-5n.

Champs généralisés pour l<i<n et l<j<n — 1 :

~i x i _ .

t -i

- efforts intérieurs généralisés N , M , Q l
, fJ,3+1 et vJ,J+1 définis aux équations (2.9) à (2.13)

- déplacements généralisés U"1
, et f/J définis aux équations (2.23), (2.24) et (2.25)

- déformations généralisées e , x\ d$, D3,3+l et Di,3+l définies aux équations (2.38)
- déformations anélastiques généralisées £* an

, x™ ■> dl£n
, D3,3+lan et D3d3+lan définies aux

équations (2.63), (2.64), (2.73), (2.74) et (2.75)
Equations d'équilibre sur u> pour 1 < i < n (cf. équations (2.28)) :

divN (#, y) + f1,1+1 (x, y) — (x, y) = 0

divQ' + ^' i+1 (x,y) - = 0

divM (x,y) - Q l (x,y) + y (r l,l+1 {x,y) + fl ~ 1,l (x,y)) = 0

Equations de comportement sur u pour l<z<netl<j<n — 1 (cf. équations (2.78) à (2.82)) :

ei (x,y)- eia (x,y) = -r : N1 (x,y) ;

xK^y) - x
ia {x,y)

d\{x,y) - d$(x, y)

—S1 : M{ (x,y) ;

fi ~ ~ 1 ~

__ Qi ni qi 1 4. .

5e4 10
+ ''
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D3 ' 3+1 (x, y) — D3,3+la (x, y) =

D3;3+l {x 1 y) - D^3+la (x,y) =

15
+ TÏ ( e3 SQ + *+1 S~Q ) -t3,3+1 ~ ^r-Sq .r3+h3+2 ;

= J+ 1 j+i ~ j+1

30

+ il (éSi+ e'+1 Si+1 )

+
®

eJ'+ 1 Sj+V+1J+2
.

Conditions aux limites en effort généralisé sur du pour 1 < i < n (cf. équations (2.34)) :

N.n = Ti
M .n = Ml

d

Q l
.n = Q3d

2.6.2 Modèle M4-2n+l.

Champs généralisés pour l<i<netl<j<n — 1 :

~i . ., -

- efforts intérieurs généralisés N et f3,3+1 définis aux équations (2.9) et (2.12)
- déplacements généralisés Ul et W$ définis aux équations (2.23) et (2.39)
- déformations généralisées e et D3,3+1 définies aux équations (2.49)
- déformations anélastiques généralisées £

ian
et D3,3+lan définies aux équations (2.63) et (2.89)

Equations d'équilibre sur u pour 1 < i < n (cf. équations (2.41)) :

divN (x,y) + fî,î+1 (:r, y) — f l 1,1 (x, y) = 0_ ?*-!»*t

Tffay) +T3 (x,y) + ^div (f3 >3+l (x,y) + f3 l ' 3 (x,y))
j= i

= 0

Equations de comportement sur u pour l<i<netl<j<n —1 (cf. équations (2.92) et (2.93)) :

£{ (x,y)~ £ia (x,y) = — : N1 (x,y);
el

D3,3+1 (x,y) — D3,3+la (x,y) jS
Z

Q.T'-'j + i OsQ
'

+ e,+1 ^QJ+1
) .f"+1

pj+1 ~ j+l

+—Sq -fj+lj+2
.

Conditions aux limites en effort généralisé sur du pour 1 < i < n (cf. équations (2.47)) :

u=1 /
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2.7 Conclusion.

Nous avons repris la construction deux modèles multiparticulaires pour évaluer les efforts d'in-
terface dans un multicouche comportant des déformations anélastiques dans les couches et des
discontinuités des déplacements aux interfaces connues. Le premier modèle, le M4~5n , approche
chaque couche par une plaque de Reissner [Reissner, 1945] alors que le deuxième modèle, le M.4-
2n+l , approche chaque couche par une membrane. Le multicouche devient ainsi une superposition
de plaques ou de membranes couplées par des efforts d'interface. Dans le modèle M4~2n+1 , les
contraintes normales aux interfaces entre les couches ne figurent pas parmi les efforts généralisés.
Le modèle M4~5n est plus complet et fait apparaître les contraintes normales d'interface dans
les efforts intérieurs généralisés et ces contraintes sont alors appelées efforts d'arrachement. La
construction des deux modèles est fondée sur la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner.
L'introduction des contraintes approchées à partir des efforts généralisés dans une adaptation
de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner a permis d'identifier les déplacements et les déformations

généralisés. L'application du théorème de Reissner et de l'hypothèse de multicouches minces, donne
ensuite les équations de comportement et d'équilibre et les conditions aux limites. Les déformations

anélastiques généralisées sont aussi identifiées grâce à l'adaptation de la méthode d'Hellinger-
Reissner et leur expression est déterminée en fonction des déformations anélastiques dans les couches
et des discontinuités des déplacements aux interfaces. Ces déformations anélastiques généralisées,
supposées connues, jouent le rôle de variables d'état du multicouche.

La résolution complète du problème anélastique nécessite des équations supplémentaires per-
mettant de déterminer les variables d'état. Par exemple, pour le cas de la plasticité dans les couches,
il faut un critère de plasticité et une loi d'écoulement. Ces équations caractéristiques du problème
anélastique devront s'écrire en déformations anélastiques généralisées de façon à pouvoir être ex-

ploitées facilement. Nous verrons au chapitre suivant le cas de déformations anélastiques dues à une

variation uniforme de température et au chapitre 5, nous résoudrons le problème de la plasticité
d'interface mise en évidence au chapitre 1 (paragraphe 1.4.2).

Notons que les phénomènes anélastiques que nous sommes en mesure de prendre en compte par
ces modèles sont par exemple la viscosité, la plasticité ou le délaminage. Ce sont des phénomènes
dans lesquels les caractéristiques élastiques du matériau n'évoluent pas au cours du chargement.
Par conséquent, des phénomènes d'endommagement ne peuvent pas être pris en compte à ce jour.
Pour introduire l'endommagement dans les modèles, il suffirait de faire les modifications adéquates
directement dans les souplesses qui aparaissent dans les équations de comportement.

La résolution des équations des modèles que nous avons développés permettra d'évaluer les
effets de bord sur les contraintes. Nous proposons au chapitre suivant une méthode de résolution
des équations et un logiciel de calcul d'effet de bord pour chaque modèle.
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Chapitre 3

Calcul d'effet de bord et le logiciel
DEILAM.

3.1 Introduction et bibliographie.

Nous présentons dans ce chapitre un logiciel appelé DEILAM ("Détermination des Efforts d'In-
terface dans un Laminé") dans lequel nous avons programmé les équations du modèle M.4~5n,
développé au chapitre 2, pour un problème de multicouche rectangulaire en traction suivant la Ion-

gueur et avec des conditions de bord quelconques en présence de champs anélastiques. Un logiciel
analogue mais construit à partir du modèle M4~2n+1 a également été créé. Soucieux de la clarté et

de la simplicité de la présentation, nous avons choisi de présenter uniquement le logiciel DEILAM.

Avant de présenter le logiciel, il est intéressant de décrire brièvement quelques méthodes et

logiciels utilisés pour la conception de structures multicouches.

Aujourd'hui, la plupart des logiciels éléments finis (EF) offrent à l'utilisateur la possibilité d'uti-
liser des éléments 2D de type plaque ou coque pour des calculs élastiques linéaires de structures mul-
ticouches. Parmi ceux-ci, peu sont capables d'introduire des non-linéarités dans leurs calculs. Le logi-
ciel DAMLAM peut évaluer les dégradations locales dans les couches [Bahlouli et Gaignebet, 1991].
DAMLAM fonctionne comme post-processeur des calculs éléments finis 2D élastiques linéaires et

les seules données qu'il nécessite sont les efforts généralisés des modèles classiques des plaques
aux points considérés. Les calculs supposent une faible non-linéarité globale pour que l'utilisation
des efforts généralisés globaux soit correcte. Enfin, DAMLAM utilise un modèle élasto-plastique
endommageable [Ladevèze et Le Dantec, 1992], [Allix et al., 1995]. Un exemple de logiciel EF ca-

pable d'effectuer à la fois des calculs élastiques linéaires et des calculs non-linéaires (pouvant être
très non-linéaires) est le logiciel DAMSTRAT [Girard et Louis, 1993]. Il utilise les hypothèses de
Reissner-Mindlin et analyse les dégradations intralaminaires globales dans une structure multi-
couche moyennant un modèle d'endommagement 2D [Gilletta, 1987]. DAMSTRAT permet en outre

de prendre en compte des non-linéarités géométriques. Ce logiciel est donc un logiciel très complet.
Cependant, il ne permet pas d'étudier le délaminage puisque ce phénomène nécessite une étude
locale au bord.

L'étude des effets de bord nécessite des post-processeurs permettant de réaliser une analyse
plus locale. Compte tenu de la multiplicité des formes du bord, la plupart des post-processeurs
utilisent les hypothèses et la démarche de Raju et Crews pour affronter les problèmes de bord

[Raju et Crews, 1982]. On suppose que la courbure du bord est faible de sorte que les éléments
infinitésimaux près des bords sont équivalents à des plaques semi-infinies avec un bord libre sou-
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mises à des déformations axiales (traction ou compression). La valeur de la déformation axiale est

déterminée moyennant un calcul éléments finis utilisant la théorie classique des plaques ou par les

formules analytiques de [Lekhnitskii, 1968] pour des plaques trouées. De plus, il n'est pas nécessaire

de prendre en compte les gradients de cette déformation le long du bord. La déformation axiale à

laquelle est soumise chaque plaque est donc uniforme.

Dans la suite de cette bibliographie, nous décrivons 3 types de techniques de résolution du

problème de bord : les méthodes éléments finis 3D, les techniques de résolution par les théories

de couche limite et les calculs par des modèles multiparticulaires (décrits dans l'introduction du

chapitre 2).

3.1.1 Outil éléments finis 3D.

Le premier réflexe pour aborder le problème d'effet de bord consiste à effectuer des calculs par
éléments finis. Parmi les premiers calculs par éléments finis pour l'étude des effets de bord, nous trou-

vons les travaux de Wang et Crossman [Wang et Crossman, 1977a], [Wang et Crossman, 1977b].
Ces auteurs étudient le cas de multicouches en traction dans leurs plan ou subissant une varia-

tion uniforme de température. Afin de simplifier les maillages et permettre des maillages suffi-

samment fins pour l'effet de bord, les auteurs supposent une uniformité des champs de contrainte

et de déformation suivant la longueur de l'éprouvette. Cette hypothèse est bien justifiée pour
les éprouvettes suffisamment longues. De cette sorte, le problème devient plan et l'analyse des

champs est plus simple. Néanmoins, d'autres auteurs font une véritable résolution 3D sans prendre
en considération l'hypothèse simplificatrice d'invariance par translation. Nous pouvons citer par

exemple les travaux de Yin [Yin, 1997] pour évaluer les effets du gradient de température sur les

champs de contrainte dans le multicouche et particulièrement aux bords. Ce même auteur étudie

aussi le cas d'une plaque multicouche avec bords et extrémités libres d'effort soumise à une variation

uniforme de température. La précision des résultats au niveau de la section transversale au milieu de

la longueur du multicouche n'est pas aussi précise que les résultats de [Wang et Crossman, 1977b]
puisque le maillage suivant la largeur n'est pas très fin.

Par ailleurs, la présence de singularités aux interfaces [Leguillon et Sanchez-Palencia, 1987],
[Wang et Choi, 1982] compliquent énormément l'utilisation des éléments finis 3D pour l'analyse des

effets de bord. Dans [Carreira, 1998], on trouve une approche originale qui permet une détermination

élégante des contraintes aux interfaces. L'auteur introduit le concept d'effort généralisé d'interface
déduit des équations d'équilibre 3D intégrées sur l'épaisseur, c'est à dire moyennées sur le maillage.
On obtient ainsi une valeur pour les contraintes exactement aux interfaces et une convergence locale

rapide. Ces techniques ne sont envisageables que pour le cas de multicouches à faible nombre de

couches puisque des maillages très fins au bord et aux interfaces sont nécessaires pour converger
dans un intervalle de confiance.

3.1.2 Outils de calcul par théories de couche limite.

Ces outils corrigent les champs de la théorie classique des plaques en leur superposant des

champs 3D correcteurs au voisinage des bords qui décroissent très vite vers l'intérieur de la plaque.
Avec ces champs correcteurs les conditions aux limites locales sont vérifiées. Nous distinguons deux

méthodes pour déterminer les équations sur les champs correcteurs. La première est obtenue par
des développements asymptotiques pour des faibles épaisseurs du multicouche et la deuxième par
une approche mixte contrainte-déplacement minimisant l'erreur sur le comportement. Décrivons
brièvement ces techniques de résolution et listons les logiciels correspondants.
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Approche asypmtotique.

Compte tenu de la méthode de Raju et Crews pour évaluer l'effet de bord dans une structure

quelconque, cette approche est développée à partir d'un multicouche à bord droit. Au voisinage
du bord, le domaine d'étude est réduit à "une couche limite" bidimensionnelle [Engrand, 1981]
perpendiculaire au bord et schématisée sur la figure 3.1. On fait ensuite une homothétie de rapport

1/e (e étant l'épaisseur du multicouche), et la plaque devient semi-infinie d'épaisseur unité. On
définit alors les coordonnées adimensionnelles r) = z/e et Ç = y/e. Les équations sont obtenues par
un développement asymptotique des champs correcteurs des contraintes et par l'introduction des

champs correcteurs dans les équations d'équilibre et les équations de compatibilité. Les équations
peuvent être résolues en deux étapes [Lécuyer, 1991]. On discrétise l'épaisseur par des éléments finis
unidimensionnels et on obtient le système différentiel suivant

d2
~~

W
AY = - BY

où A et B sont des matrices connues dépendantes de la discrétisation suivant l'épaisseur et Y un

vecteur inconnu contenant l'information sur les valeurs des contraintes. Le vecteur inconnu de ce

problème en £ est alors obtenu par une résolution spectrale.
A partir de cette théorie et de cette méthode de résolution, le logiciel CLEOPS a été créé pour

l'évaluation des effets de bord [Lécuyer, 1991]. De plus, la théorie a été enrichie pour que CLEOPS
prenne en compte le cas de déformations anélastiques connues et constantes par couche (c'est le
cas des déformations hygrothermiques). Les applications sont très variées puisque CLEOPS résout
le problème de traction avec des chargements mécaniques au bord quelconques mais uniformes en

x. Le logiciel CLEOPS est déjà utilisé comme post-processeur.

Approches mixtes.

Ces approches dites mixtes en contrainte-déplacement, ont été développées essentiellement par
Ladevèze [Ladevèze, 1988] et Allix [Allix, 1989]. Dans un premier temps, on a besoin des résultats de
la théorie classique des plaques. Puis, au voisinage du bord, on pose le problème tridimensionnel de
la détermination des champs (contraintes et déplacements) correcteurs. Ce problème est décomposé
en problèmes bidimensionnels (couches limites perpendiculaires au bord, voir figure 3.1). Ensuite,
on fait une approche mixte en contrainte-déplacement résolue par exemple, par des développements
en séries de Fourier.
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Le logiciel EDA (Edge Delamination Analysis) utilise cette méthode conjuguée avec une tech-

nique éléments finis pour le calcul d'effet de bord dans un multicouche en traction avec bords

droits et avec interfaces endommageables [Daudeville et Ladevèze, 1993]. L'uniformité des champs
de contrainte et de déformation suivant la longueur du multicouche est supposée. Le logiciel
permet en plus d'étudier l'initiation et la propagation du délaminage. De par les travaux de

[Raju et Crews, 1982], le logiciel peut servir à traiter des problèmes de bord quelconques (sous
réserve que les courbures soient faibles). Le logiciel est déjà utilisé comme post-processeur.

Le logiciel DSDM développé dans [Allix, 1992] est un autre logiciel qui utilise cette approche.
Le problème traité est le calcul au bord d'un trou circulaire dans une plaque multicouche. Le

comportement est élastique endommageable. La possibilité d'intégrer l'endommagement dans les

couches et à la fois aux interfaces font de DSDM un logiciel très complet.

3.1.3 Outils de calcul multiparticulaires.

Les modèles multiparticulaires ont déjà été présentés dans l'introduction du chapitre 2. Il s'agit
de modèles simplifiés qui modélisent le multicouche par une superposition de plaques couplées par
des efforts d'interface. Dans ce type de modèles s'inscrit évidemment les modèles local et global-
local de Pagano et Soni [Pagano, 1978], [Pagano et Soni, 1983]. Dans le but de développer un lo-

giciel post-processeur, ces auteurs traitent le problème thermoélastique de multicouches en trac-

tion avec bords libres et subissant une variation uniforme de température. La résolution est faite

moyennant une méthode spectrale [Pagano et Soni, 1983]. En effet, leurs équations conduisent à

un système différentiel du premier ordre et les solutions générales s'écrivent de cette façon. Ces
auteurs développent ensuite le logiciel ASCA [Pagano et Soni, 1992]. De par le caractère simplifié
des modèles, ce logiciel permet de faire une analyse des champs avec une bonne précision pour des

multicouches pouvant comporter un grand nombre de couches.

En ce qui concerne les modèles M4, dans [Chabot, 1997], des calculs pour des multicouches

(0U 02 ) S en traction ont été développés afin d'évaluer l'effet de bord. Les couches sont supposées
être isotropes transverses et avoir la même épaisseur et les mêmes caractéristiques mécaniques
dans le repère d'orthotropie. Les équations du M4-5n et du M.4~2n+1 conduisent à un système
différentiel du second ordre de type

p"(y) = Mp(y)

où M est une matrice constante et p un vecteur inconnu dont les composantes sont des efforts et des

déplacements généralisés. Ce système est résolu par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA

en déterminant les valeurs propres de M et par une décomposition en somme d'exponentielles. Il

est important de noter que Chabot, pour le même problème de bord libre, a étendu cette résolution

analytique pour des multicouches (Oi,...,0n ) s par le modèle M4-2n-hl. Cependant, la valeur du
nombre de couches n est limitée par le temps de calcul.

Dans ce chapitre, on décrit un logiciel appelé DEILAM (Détermination des Efforts d'Interface
dans un LAMiné) qui détermine les efforts et déplacements généralisés du M4~5n dans un multi-
couche rectangulaire en traction suivant la longueur et avec des conditions de bord quelconques.
La même démarche pour la construction de DEILAM a été adoptée pour construire un logiciel
analogue avec le M4~2n+1. Ce dernier logiciel ne sera pas décrit ici. Les calculs par nos logiciels
diffèrent des calculs en élasticité de [Chabot, 1997] par les hypothèses de calcul et par la méthode de
résolution puisque nous prenons en compte des champs anélastiques et nous faisons une résolution
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semi-analytique des systèmes différentiels trouvés moyennant des formulations variationnelles. De

plus, nos logiciels permettent le choix d'épaisseurs des couches et des matériaux constituant les

couches différents. Notre méthode de résolution est très rapide et permet le calcul d'effet de bord

pour des multicouches à grand nombre de couches. Ainsi, nos deux logiciels et surtout DEILAM

(le modèle M4~5n étant plus précis que le M4~2n+1 [Carreira, 1998]), sont proposés comme post-
processeurs des calculs éléments finis de type plaque ou coque.

Dans un premier temps, nous allons exposer les équations du M4-5n pour le problème de

multicouche en traction avec bords chargés en présence de champs anélastiques connus dans les

couches et aux interfaces. Puis, nous présentons le logiciel DEILAM qui résoud le problème ci-dessus

avec prise en compte de champs anélastiques constants dans chaque couche. Les applications du

logiciel sont très variées et nous présentons ensuite le type de conditions aux limites à rentrer dans

le logiciel pour résoudre des problèmes thermomécaniques usuels. La convergence de la résolution

numérique sera aussi montrée. Enfin, nous validerons les calculs du logiciel par une comparaison
avec les calculs de certains auteurs pour des problèmes usuels.

3.2 Traction d'un multicouche avec bords chargés et résolution

par le M4-5n.
Il s'agit d'utiliser notre modélisation M4~5n pour évaluer les effets de bord dans un multi-

couche soumis à une déformation axiale uniforme avec bords soumis à des conditions aux limites

quelconques mais uniformes suivant la longueur. On suppose en plus la présence de champs connus

de déformations anélastiques dans les couches et de discontinuités des déplacements aux interfaces.

Le problème sera explicité pour le cas d'un multicouche symétrique. Cependant, des raisonnements

analogues pourront être effectués pour le cas d'un multicouche non symétrique. Les remarques 1

à 5 dans cette partie, permettront de faire les adaptations nécessaires pour le cas du multicouche

non symétrique.
Les notations sont celles du chapitre 2.

Géométrie.

Dans le repère (0, e
x , e

y , e
2 ), nous considérons un empilement de 2n couches orthotropes dont

le repère d'orthotropie (0, eL ., eT., eN ) est tel que

pour i G l,..,2n (cf. figure 3.2). La nomination ($i,..., #n )s du multicouche découle de ces conven-

tions. L'empilement occupe le domaine — L < x < L, —b < y < b, —e < z < e (cf. figure 3.3).
L'épaisseur de la couche i est noté e

1
.

Les caractéristiques élastiques de la couche i suivant ses directions d'orthotropie sont :

- les modules d'Young El

L , El

T et El

N
- les modules de cisaillement Gl

LT , Gl

LN et Gl

TN
- les coefficients de Poisson v

l

LT , v
l

LN et v
l

TN

Remarque 1. Pour le cas d'un multicouche non symétrique (6 i,..., 0n ) le domaine occupé est — L <

x < L, —b < y < b, —e<z< 0 et on prend les mêmes notations des figures 3.2 et

3.2.1 Description du problème.

eL .

= cos sin 6i e
y , eT .

= cos 0i ey
— sin Qi e^, et eN .

= e^_

3.3.
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Fig . 3.2 - Disposition des couches.

Chargement.

efforts et/ou 2L

Fig . 3.3 - Chargement sur un multicouche symétrique.

Le multicouche est soumis à une déformation axiale uniforme ^ suivant l'axe des x (cf. figure
3.3). Les peaux supérieure (z = h et inférieure (z = hJ") sont libres d'effort. Au chapitre 2, nous

avons défini les conditions aux limites en efforts généralisés (équations (2.34)) lorsqu'un effort 3D Td

est imposé aux bords. Par une méthode triviale on peut définir de façon analogue des conditions aux

limites en déplacements généralisés lorsqu'un déplacement 3D U_d est imposé aux bords. De façon à
rendre la résolution la plus générale possible, on impose partiellement et de façon uniforme suivant
la direction des x des composantes des déplacements et des efforts généralisés aux bords y = 0 et

y = b. Ainsi, avec les notations (2.34) et (2.14), les conditions aux limites sont Vî G [l,..,2n] :

.

/ Ti(y = d,z)P'0 (z)dz = ria (0)
Jh~

fKt .

/ Tf(y = 0,z)Pà(z)dz = Q'd3 (0)
r

ou

ou

/Jh-

/"'Jh-

UÎ(v = 0,z)dz = Ui
iJfi), (3.1)

hj r)i

Ui(y = 0, z) dz = 0), (3.2)
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["' e'TZ (y = 0,z)Pl(z)dz = M'da (0)ou 0, $j o (0). (3.3)
JhT JhT e

et

[
'

TZ(y = b,z)P'0 (z)dz = ria (b)ou (3.4)
JhT JhT e

["' T$(y = b,z)Pi(z)dz = Qi
d3 (b)ou (3.5)

Jh~ Jh~ e

["' e
iTt(y = b,z)P{(z)dz = Mi

ia (b) ou ["' ^P{{z)Ut(y = b,z)dz = <S>'da (b). (3.6)
Jh i Jh i

e

où a G {1, 2}.
Par ailleurs, nous supposons que le chargement aux bords est appliqué de façon symétrique par

rapport au plan 2: = 0 de sorte que :

T|r+1 (0)=Tj o (0) ou ) (3.7)
QTf i+1 (°) = -QiM OU U%- i+1 (0) = -Uim (3.8)

MJ7'+1 (0) = -A4j a (0) ou $£r<+1 (0) = -$i Q (0) (3.9)

et

rp2n—i+l
da (b) = rda (b) ou

QÏT i+1 (à) = -<A»(b)>d 3

M2n-z+i
d a (b) = -M'da (b) ou

tt2ti—i+1
d a

ou U\2n—i+l
d 3

^>2n-i+lda

(b) = U'da (b)
(b) = -U'd3 (b)
(b) = -i Î

(3.10)
(3.11)
(3.12)

Remarque 2. Pour le cas du multicouche non symétrique (#i,...,#n ), le chargement est analogue
et les conditions aux limites sont (3.1) à (3.3) Vi G [1,.., n] (il n'y a plus de symétrie
pour le chargement au bord).

Champs anélastiques.

Nous supposons qu'il existe un champ 3D de déformations anélastiques e
an (déformations plas-

tiques dans la couche, dilatations thermiques...) et des champs de discontinuité des déplacements
yjd+i (glissement d'interface, délaminage...) aux interfaces entre les couches j et j + 1 (1 <3 <

2n — 1). Ces champs sont supposés connus et uniformes suivant l'axe des x.

D'après les équations (2.63), (2.64), (2.73), (2.74) et (2.75) du chapitre 2, les déformations

anélastiques généralisées déduites des champs anélastiques 3D e
an et yM+1 du modèle M4~5n

sont :

4S*(v), xiP(y), 47(y), et

Nous supposons dans la suite que les déformations anélastiques généralisées vérifient les propriétés
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de symétrie (par rapport au plan z = 0) suivantes :

4* (») = 4T+lan (y)> xi7(y) = -x%ri+l

47 (y) = -4T i+1 an (y) r i < i < 2«

jyn,n+l an
= ^ pjj+lan^ = _f)2n-j,2n+l-jan^ P0Ur j \ < j < 2n - 1

^' 13 ^

DÎ>j+lan {y) = J92n-j,2n+l-jan^)

Nous supposons en plus que les déformations anélastiques généralisées sont de classe C 1
sur [0,6].

Remarque 3. Pour le cas du multicouche non symétrique (6\, ...,0n ), les déformations anélastiques
généralisées sont aussi uniformes suivant x, de classe C 1

sur [0,6] et définies de façon
analogue à (3.13) sauf que i varie de 1 à n et j de 1 à n — 1.

Le but est de déterminer les efforts et déplacements généralisés du modèle engendrés
par les chargements en présence des champs anélastiques.

3.2.2 Champs inconnus.

Déplacements généralisés.

Compte tenu de l'uniformité dans la direction x des chargements et des déformations anélastiques
généralisées, les efforts et les déformations généralisés du modèle sont indépendants de x. Pour la
couche i ( i = 1..2n), les déplacements généralisés s'écrivent donc (cf. équations (2.23))

Ù\x,y) =
U\{x,y) =

jx + u
l (y)

U l

2 {x,y) = v
l (y)

Us(x, y) = w
l (y) (3.14)

et les rotations généralisées sont (cf. équations (2.24))

f y) = v
l
x {y) 1

$*(z, y ) = J l pour i = 1..2n. (3.15)\ $'(rr,y) = ^(y) j
Efforts intérieurs généralisés.

Les efforts intérieurs généralisés dans la couche i (1 < i < 2n) sont (cf. équations (2.9) à (2.11))
- les efforts membranaires N l

ap{x,y) = N^piy)
- les moments membranaires M t̂/3 (x,y) = Ml

a^(y)
- les efforts tranchants Q l

a (x,y) = Q l

a {y)
où (a,P) G {1,2} 2

.

Les efforts intérieurs généralisés à l'interface j,j + 1 (1 < j < 2n — 1) sont (cf. équations (2.12)
et (2.13))

- les efforts de cisaillement Ta
J+l (x,y) = T^+1 (y)

- les efforts d'arrachement j+1 {x,y) = vj 'j+l (y)
avec a G {1,2} et j G [1,2n - 1].
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Inconnues du problème.

Les deux paragraphes précédents définissent les inconnues de notre problème, à savoir 5x2n

déplacements et 8 x 2n + 3 x (2n — 1) efforts généralisés ; c'est à dire 32n — 3 inconnues au total.

Le problème peut se simplifier si on exploite les symétries dues au choix d'un empilement
symétrique et aux propriétés de symétrie du chargement et des déformations anélastiques généralisées.

Simplification par symétrie.

La symétrie par rapport au plan z — 0 donne pour les déplacements généralisés :

u
l {y) = u

2n ~ l+1 (y), v
l (y) = v

2n ~ l+l {y)

Vx(y) = -vln ~ i+1 {y)i Vyiy) = -<p
2
y
n ~ i+1 {y) pour 1 < i < 2n (3.16)

w
l {y) = —w

2n ~ l+l (y)

et pour les efforts intérieurs généralisés :

Kp(y)= Ky+\y),M'a0 (y) = -M2

Jf i+\y)
Qi(y) = -Q2

a~ i+1 (y) j i<;<2n

fn,n+l =0; fW+l(y) = -f2n-j,2n+l-j (y)
P°Ur { 1 < j < 2„ - 1

(3 ' 17'

t/jJ+i(y) = v2n-j,2n+l-j^

et ce pour tout y E [—b,b].
Cette propriété simplifie le problème de sorte que celui-ci comporte dès lors uniquement 16n — 2

inconnues :

- u\ v\ w\ ip
l
x , (p

l

y (5n inconnues)
- Nln N12 i N22~> Mhi m125 M22-> Q\ i Q\ (8n inconnues)
-

, 7*2
J+1 (2n — 2 inconnues, les cisaillements à l'interface centrale étant nuls)

- z/' î+1 (n inconnues, les arrachements à l'interface centrale peuvent être non nuls)
avec l<i<n et l<j<n — 1. Cela revient à étudier le demi multicouche sous l'interface centrale
z = 0.

Après cette simplification, nous allons écrire les équations du modèle pour notre problème
simplifié.

Remarque 4- Pour le cas du multicouche non symétrique (#i,..., Qn ), on obtient de façon analogue,
les mêmes inconnues que pour le cas du multicouche symétrique sauf les efforts
d'arrachement r/

n ' n+1 qui n'existent pas pour notre cas puisque i/
n ' n+1 n'est pas un

effort intérieur. Cependant, il est commode de le garder comme inconnue afin de

pouvoir appliquer la même démarche que pour le cas du multicouche symétrique, à
condition de rentrer au moment adéquat l'équation v

n ' ri+ 1
= 0 (la peau supérieure

de notre multicouche non symétrique est libre d'efforts).
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3.2.3 Equations du modèle M^-5n appliquées au problème.

Equations d'équilibre.

D'après les équations (2.28) on obtient les 5n équations d'équilibre de notre problème simplifié
pour 1 < i <n :

(y)
Nh'(y)
Qi'iy)

Mj2 '(y)

= + Tî
_

*'*(y)
i ' i+\y) + ri~u (y)

i—l,i/

= —T.

-<"%) +*P''(y)

Q\(y) ~ \ (jït+1 (y) +r1
î_1,î (2/))

i-l,i.

m1

22\y) = Q\{y) - \ (jl2 l+1 (y) + T\ 1,4 (y))

(3.18)
(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)

ou on pose

r
0 ' 1

= Ô et zA 1
= 0 (3.23)

Déformations généralisées et comportement.

D'après les équations (2.38), (3.14) et (3.15) on peut écrire les déformations généralisées du

problème pour (î, j) G [l,n] x [l,n — 1] :

î(y) =

x(y)

d\(y) =

t *

L \rf'(y) ^

2 ""(y) vl '(y)

' o ^

y \vl

x\y) Vy

v
l
x (y)

(p
ljy) + w

1 ' {y)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Dj >j+l {y) =

/ Pj . Pj+1 \
uJ+l (y) - u3 (y) - —ipi{y) — <pj[+1 {y)

pj pj ^
,

v3+ {y) - vJ {y) - — ŷ {y) 7r^y
+ (f)

D lS+1 (y) = w
l+l {y)-wl {y)

(3.27)

(3.28)

On définit les souplesses SI = et les tenseurs S1 et Sq représentant respectivement la

souplesse de contrainte plane et la souplesse du cisaillement de la couche i qui valent, dans le repère
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d'orthotropie, en notation de Voigt, les expressions suivantes

\

Ç!x ——

° {eL ,eT ,eN ) ~

/ 1 vlt

Si si
~ vtl 1

ei

t Ëf
0 0

g 1

lt

et dans le repère global

ci, . =

(-1 '—y i-z )

( s11
cl
°12 ^16 ^

ci Ci Ql

°12 °22 26

U Çl Ql
26 66

et s,Q(eL ,eT ,eN )

et s,q(ex,ey ,ex)

1

t ln

0
ni
tn J

çi çi
11 °Q 12

Ci C*
Q12 q22

(3.29)

(3.30)

>11

5?'22

ci
'66

sf12

? 16

çz
26

5f

S?

gn

fi
Q22

<i
Q12

COS
4

+
sin4 0;

+ 1(
1 2u l

LT

si e^ WtT e

sin4 0i
+

cos
4 6i

+ 1f i 2vl

LT

El el

t WLT El
sin4 0i + cos

4 9{ n
/

1 + 2 ( 2
lt

-~p?-(sin4 0i + cos
4

el

1 1
T +

ëç
+

Ei

2vlt \ _

e\ g1

lt<

sin2 6{ cos
2 6i

qi) + 'JL J_
.4

+
4

2

cos
2 6i

~g\

1
+ i

1

s[ lt

1
+

vlt\l
1

s[ el) ult

sin 6i cos
3

sm
3 0; cos 0; +

^lt

+ ( 2

sin2 6i cos
2

1 vlt^1 +
1

e^ el) ^LT
1 ult^1 +

1

ei

t su ^LT
, sin2 0i

+
t ln

sin2 &

G 1
+

ni
utn

COS
2

ln g 1
^ ln utn

sq \2
= 2 ( 7^ 7^r~ ) sin 0i cos 0i.

\ ln tn/

On écrit alors les lois de comportement :

- des efforts de membrane de la couche i pour 1

sin3 6i

sin cc

< i < n (voir équation (2.78))

/ ^ A an

~l
~

é'-eir
\ u,i' O A an

ze 12 /

n'u \
1 =.

= -S*
el

n'22

nh /
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- des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i pour 1 < i < n (voir équation
(2.79)) :

M'n \( o-xir
, ni / , ,i an

Vy
~ X22

V <4' - 2xir J

12 =.
=

-3 5î
e l

Ml

22

mu y
(3.32)

- des efforts de cisaillement hors plan de la couche i pour 1 < i < n (voir équation (2.80)) :

5e» Q l Qi
+ T

i,i+l

i— l.i . z,z+l
9 +r9

' T
(3.33)

- des efforts de cisaillement à l'interface j,j + 1 pour 1 < j < n — 1 (voir équation (2.81) où
nous avons passé les déformations généralisées à droite de l'égalité) :

_£)Â?'+ la«

— jjLj+lan

(
-U3+l + U3 + y (pi +

2

V J+ 1
+ v3 + — (fÂ +

-Ls> ( *
10 Q { Qi 10 Q

oj ~.

"30^
e3+l ~

si? 1

30 Q

J+lj+2
1

J+lj+2 (3.34)

où if 1
= r"' 1

= 0 et r1
n '"+1

= t2
"'"+1

= 0
- des efforts d'arrachement à l'interface i,i + 1 pour 1 < i < n (voir équation (2.82) où nous

avons passé les déformations généralisées à droite de l'égalité) :

_ D if+ lan
= _^+l + w (3.35)

+^eiSiy~ 1 ' i + H (e'Si + e
i+1 Si+1 ) i+i+1 + |-ei+1 Sj,

+V+1 ' <+2

OU w7i+l _ ^0,1 _ q et ^,71+1,71+2 _

vn-l,n

Au total nous avons lin — 2 équations de comportement dont 5n équations différentielles et

6n — 2 équations algébriques.

Conditions aux limites.

Pour l'imposition aux bords des déplacements Ul

dl et Ud2 dans (3.1) et (3.4), il est commode
de définir

< = u'dr-jx et

Compte tenu de ces définitions, l'imposition des déplacements et/ou des efforts aux bords (cf.
équations (3.1) à (3.6)), les conditions aux limites s'écrivent pour 1 < i < n
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- en y = 0

(3.36)

(3.37)
(3.38)

QM0) = <% 3 (0) OU ^(0) = 3 (0),
M'a2 (0) = M'da (0) ou vj,(0) = Sj Q (0),

- en y = b

| u
l (b) =u

l

d (b) (3.39)

(3.40)
(3.41)

QUb) = Q'd3 W ou w'(b) = U '

d3 (b),
M'a2 (b) = M'

da (b) ou Vi(b) = Vda (b),

où a G {1,2}.

Remarque 5. Pour le cas du multicouche non symétrique (#i,...,0n ), les équations sont stricte-

ment les mêmes que celles du multicouche symétrique à l'exception de l'équation
de comportement (3.35) pour i = n, relative aux efforts d'arrachement au niveau

de l'interface en z = 0. Cette équation est remplacée par l'équation jy
n >n+1 = 0

citée dans la remarque 4 de ce chapitre. Ainsi, toute la résolution qui va suivre sera

applicable au problème du multicouche non symétrique.

3.2.4 Extraction d'un système différentiel du second ordre.

D'après les équations d'équilibre et de comportement, nous avons au total lOn équations
différentielles et 6n —2 équations algébriques. Ce qui fait un total de 16n —2 équations, donc autant

que d'inconnues. De plus, nous avons lOn conditions aux limites pour lOn équations différentielles.

Le problème est donc bien posé. L'ensemble des équations peut donc s'écrire sous la forme d'un

système différentiel du premier ordre à 16n — 2 inconnues avec second membre (dépendant des

champs inélastiques généralisés connus). Nous appelons système I ce système différentiel et solu-

tion I le vecteur solution du système. La résolution du système différentiel I peut être effectuée

moyennant une formulation variationnelle. Cependant, la résolution est d'autant plus longue que
le nombre de couches 2n augmente. Pour cette raison, nous avons choisi d'extraire un sous-système
différentiel de dimension moins importante.

La méthode employée consiste, dans un premier temps, à choisir parmi les 16n —2 inconnues, un

nombre plus réduit d'inconnues que nous appelons inconnues principales et à exprimer les autres

inconnues en fonction des inconnues principales. Ensuite, on détermine grâce aux équations du

modèle, autant d'équations que d'inconnues principales et qui portent uniquement sur les inconnues

principales.
Les inconnues principales de notre méthode sont les 5n — 2 champs adimensionnels suivants

où
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Soucieux de la clarté de la présentation de ce mémoire, nous avons choisi de mettre dans l'annexe
A les calculs qui permettent d'aboutir au système d'équations et dans l'annexe B les matrices et

les vecteurs intermédiaires utilisés au cours des calculs.

Cependant, nous avons choisi de présenter ici les étapes principales de la méthode.
On commence par exprimer les inconnues (autres que les inconnues principales) en fonction des
inconnues principales (voir paragraphe A. 1.1) :

1. Expression de Q\, r^J+1 et t2
j+1

en fonction des inconnues principales. En utilisant l'équation
(3.34) pour 1 < j < n — 1 et la première ligne de l'équation (3.33) pour 1 < i < n, le vecteur

X de dimension 3n — 2 défini par

~t 1
.. (Q 1 Q 1 1,2 n— l,n 1,2 n—l,n

x =

^
x lT—T lTl '-' Tl ' T2 '-' T2

peut s'écrire sous la forme (cf. équation (A.7))

X = ty + r
an (3.42)

où 7 est un vecteur 5n — 2 adimensionnel défini par (ses composantes sont les inconnues

principales) :

t
_

, Q 1 Q 1
u

1 ' 2 u
71 " 1 '" v

1 ' 2 v
n~^n

7 l 7=7 ? •••; ^ ? 5 •••? 5 7

e x Gln e x Gln g e e e
, (3-43)

Ê est une matrice (3n — 2) x (5n — 2) constante définie par les équations (A.6), (B.l) à (B.6),
r

an est un vecteur faisant intervenir les seules déformations anélastiques généralisées et défini

par les équations (A.6) et (A.5).
~i x i

2. Expression de N et M en fonction des inconnues principales. On écrit les efforts membra-
naires AT{ X en fonction de iV^, N{2 et ^ — e\fn moyennant l'équation linéaire algébrique dans
la première ligne de la relation (3.31). Alors, les équations d'équilibre (3.18) et(3.19) et la
relation (3.42) permettent d'écrire N\2 ', N22 et donc N en fonction des inconnues prin-
cipales et du vecteur connu fan qui fait intervenir les déformations anélastiques généralisées
(voir équations (A.10) et (A.11)).
On obtient de façon analogue les dérivées des moments M\2 , M22 et M| 1

/
en fonction des

inconnues principales et du vecteur r
an grâce aux équations (3.32), (3.21), (3.22) et (3.42)

(voir équations (A.12) et (A.13)).
3. Expression de vl,l+l et w

l
en fonction des inconnues principales. L'équation (3.35) pour

1 < i < n montre que le vecteur

V = J— x (i/ 1 ' 2 ,..,f
n ' n+1 )/~i \ 7 7 /

Dln

peut s'écrire sous la forme (cf. équation (A. 17) de l'annexe A)

ù = Ëû- t~
l

c
an (3.44)

où w est un vecteur adimensionnel défini par

à' =- x
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c
an est un vecteur faisant intervenir les déformations anélastiques généralisées £) l

lj
l+lan

et

défini par l'équation (A.15), É et Ê sont des matrices nxn constantes définies par les relations

(A.16) et (B.7) à (B.14) pour lesquelles nous avons distingué le cas du multicouche symétrique
de celui du multicouche non symétrique (voir remarque 5 du paragraphe 3.2.3).
Enfin, la deuxième ligne de l'équation (3.33) pour 1 < i < n conjuguée avec l'équation (3.42)
donne w

u
sous la forme d'une équation linéaire algébrique des inconnues principales et des

déformations anélastiques généralisées (cf. équation (A.18)). Ainsi z/'î+1/ s'exprime à son tour

sous la forme d'une équation linéaire algébrique des inconnues principales et des déformations

anélastiques généralisées.

Puis, on détermine grâce aux équations du modèle encore non utilisées, 5n — 2 équations
qui portent uniquement sur les 5n — 2 inconnues principales et sur les déformations anélastiques
généralisées connues (voir paragraphe A. 1.2). Les étapes suivies sont les suivantes :

1. Equations sur Q l
= Q\- On dérive dans l'équation d'équilibre (3.20) Q 1 '

par rapport à y et en

utilisant l'étape 3 de la séquence précédente, on obtient l'expression de Q l "
sous une forme

linéaire algébrique des déformations anélastiques généralisées, de leurs dérivées premières et

des inconnues principales (cf. équation (A.20)).
2. Equations sur u^+1 et v^+1

. On dérive la deuxième et la troisième ligne du système (3.31)
et en utilisant l'étape 2 de la séquence précédente, on obtient l'expression de it-7 '-7 " 1" 1" et v7"7+1,/

sous une forme linéaire algébrique des déformations anélastiques généralisées, de leurs dérivées

premières et des inconnues principales (cf. équations (A.26) et (A.27)).
3. Equations sur ipx et ip

l

y
. On dérive la deuxième et la troisième ligne du système (3.32) et

en utilisant l'étape 2 de la séquence précédente, on obtient l'expression de ip
l
x
" et ipy

"
sous

une forme linéaire algébrique des déformations anélastiques généralisées, de leurs dérivées

premières et des inconnues principales (cf. équations (A.28) et (A.29)).

Grâce aux équations obtenues par les étapes 1, 2 et 3 précédentes, on peut déjà écrire un

système différentiel du second ordre où l'inconnue serait le vecteur 7. Cependant, il vaut mieux

rendre adimensionnel le système d'équations ; sinon, on risque de rencontrer des problèmes de

grande différence entre les ordres de grandeur des coefficients des matrices. On pose alors pour tout

s élément de [0; 1] (c'est à dire y = bs) et pour (i,j) G [l,n] x [l ,n — 1] :

Às) = Œ, =

u"+1(fa)
cGln

p
i+3n-2 (s) = ^ (6s)) 4„-2 (s) = ^ (to)

(3.45)

A partir des équations (A.20), (A.26), (A.27), (A.28) et (A.29) issues des 3 dernières étapes
ci-dessus, on obtient le système différentiel adimensionnel suivant (voir équation (A.31)) :

^p(s) = àp(s)+rn (s) +
ŝ
v""(s) (3.46)

OÙ

- P = (pV..,p5"-2 )<,
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- ipan et fjan sont des vecteurs connus de dimension 5n — 2 dont les composantes sont des

champs en s et leurs expressions font intervenir les déformations anélastiques généralisées
(leurs expressions sont données aux équations (B.20) et (B.21)),

- M est une matrice (5n — 2) x (5n — 2) constante dont les coefficients sont définis par les
relations (B.22) à (B.26).

Les expressions des conditions aux limites du système différentiel portant sur les composantes
de p sont écrites aux équations (A.32) à (A.35) du paragraphe A.2.

3.2.5 Résolution numérique du système différentiel.

Au paragraphe A.3, nous avons construit une formulation variationnelle permettant de résoudre
le système différentiel (3.46) [Washizu, 1975]. La formulation variationnelle est écrite en (A.39). Les
détails des calculs sont écrits au pragraphe B.2.

Le segment [0,6] est divisé en N segments [ag ,ag+ i] (0 < q < N) et les fonctions d'interpola-
tion choisies sont des fonctions "chapeau". Les équations aboutissent à la résolution d'un système
d'équations linéaires (cf. équations (A.43) et (A.44)) :

m = p (3.47)

où

- R est la matrice de rigidité de dimension ((5n — 2) x (N — 1)) x ((5n — 2) x (N — 1)) dont
les éléments sont calculés au paragraphe B.2.1 moyennant les équations (B.27) à (B.35)

- 7f est un vecteur inconnu dont les (5n —2) x(N — 1) composantes sont les valeurs des inconnues

principales aux points de discrétisation (aq ) Q<q<N
- p est un vecteur connu (c'est le second membre du système) dont les (5n — 2) x (N — 1)

composantes font intervenir les valeurs nodales des déformation anélastiques généralisées, ces

composantes sont calculées au paragraphe B.2.2 moyennant les équations (B.36) à (B.50).
Finalement la résolution du système d'équations (3.47) donne les valeurs des inconnues prin-

cipales aux points de discrétisation. En utilisant les équations du modèle, on détermine sans au-

cune difficulté les valeurs des autres inconnues du problème (quelque soit le type de multicouche

symétrique, voir remarque 5 de ce chapitre) aux points de discrétisation. Ces calculs ont été pro-

grammés dans le logiciel DEILAM que nous allons décrire maintenant.

3.3 Description du logiciel.
DEILAM est un programme informatique écrit en langage C comportant 2450 lignes. Il permet

de faire une résolution semi-analytique par le M4~5n du problème de traction d'un multicouche avec

bords chargés présenté précédemment dans ce chapitre. Cependant, toutes les équations du para-

graphe précédent n'ont pas encore été programmées de sorte que les seules déformations anélastiques
généralisées prises en compte dans la programmation sont celles correspondantes aux déformations

hygrothermiques constantes dans chaque couche. Dans ce mémoire, on n'étudiera donc pas la plasti-
cité d'interface (mise en évidence au 1.4.2 du chapitre 1) par le M4-5n ; on le fera au chapitre 5 par
le M4~2n+1. Le logiciel même partiellement programmé, permet des applications intéressantes :

- le calcul des efforts d'interface au bord d'une structure multicouche quelconque (à condition

que la courbure soit faible),
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- l'effet de bord pour un chargement hygrothermique,
- le calcul des assemblages collés,
- la concentration des contraintes dans des plaques trouées avec insert,

En se servant de la remarque 5 de ce chapitre, DEILAM peut non seulement traiter le cas de

multicouches symétriques (#i,...,0n )s mais aussi celui de multicouches non symétriques (#i,...,0n ).

Avec un ordinateur équipé d'un microprocesseur 500MHz, le temps de calcul est inférieur à 10

minutes pour un empilement symétrique à 50 couches en utilisant 50 points de discrétisation sur

le segment [0, b] . Les calculs sont donc très rapides et font de DEILAM un bon prétendant pour

un outil de bureau d'études.

Sur la figure 3.4, nous avons une description schématique des entrées, du fonctionnement et des

sorties du logiciel DEILAM. Afin que le logiciel puisse effectuer le calcul, l'utilisateur doit fournir

des données spécifiques au problème (géométrie, matériaux, conditions aux limites, chargements et

déformations anélastiques généralisées) et des données relatives à la résolution par une formulation

variationnelle (définition de la discrétisation). Quatre modules ou sous-programmes aident l'utili-

sateur à rentrer les données. Dans la suite, nous faisons une description des données nécessaires

pour le calcul de DEILAM et les modules correspondants qui aident l'utilisateur à la construction

des données.

Eléments connus

du système différentiel

M constante

>-

>-

i/jan et rj
an

aux noeuds

déformations anélastiques
généralisées

-4

>■

Formulation variationnelle

Stockage en lignes de ciel

valeurs aux noeuds des

inconnues principales
Conditions aux

A
L

Détermination de

>_ toutes les inconnues —►-

du problème de dépaxt

ENTREES DEILAM SORTIES

F ig . 3.4 - Description globale de DEILAM.

Module 1. "Création du multicouche".

Dans ce module, l'utilisateur
- spécifie si le multicouche est symétrique ou non symétrique
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- définit les couches du multicouche
- définit l'épaisseur é1 de chaque couche et la largeur 6 du multicouche
- choisit l'orientation 6 l de chaque couche
- choisit dans la "bibliothèque matériaux" le matériau dont chaque couche est constituée ;

et si le matériau n'existe pas, le module aide l'utilisateur à enrichir la bibliothèque. Lors-

qu'on définit le matériau, il est indispensable de définir toutes les caractéristiques élastiques
du matériau. Par ailleurs, si on veut effectuer un calcul hygrothermique sans chargement
mécanique axial (à préciser dans le module "chargements et conditions aux limites"), on doit
définir les coefficients hygrothermiques du matériau dans le repère d'orthotropie.

Module 2. "Chargements et conditions aux limites".

Dans ce module, l'utilisateur définit la valeur du chargement qui est la déformation axiale

imposée — et les valeurs des déplacements et/ou efforts généralisés imposés aux bords y — 0 et
Li

y = b (cf. conditions aux limites (3.1) à (3.6)). Si on souhaite calculer l'influence d'une variation

thermique ST et d'une variation d'humidité SH on attribue alors aux constantes ST et 6H les
valeurs souhaitées. Si en plus, on veut calculer l'influence seule des chargements ÔT et SH sans

appliquer aucune force suivant l'axe x, on doit le spécifier en laissant un blanc dans la case de la
A

déformation axiale — qui est alors calculée automatiquement par le logiciel de façon à avoir les
±J

extrémités x = ±L libres d'effort.

Module 3. "Discrétisation".

Ici, on définit le maillage nécessaire à la résolution numérique du système différentiel (3.46)
par la formulation variationnelle (A.39). On définit donc la "finesse du maillage" N et les valeurs
des points de discrétisation {aj)0<j<N du segment [0,6] normalisé correspondant à la largeur de

l'échantillon. Ces points sont tels que 0 = ao < a\ < ... < a/v = 1. Le module aide l'utilisateur à

placer ces points par des suites géométriques.

Module 4. "Champs anélastiques".

Actuellement, les seuls champs anélastiques considérés dans la programmation sont les déformations

hygrothermiques uniformes par couche. Le programme détermine automatiquement les déformations

anélastiques généralisées à partir des coefficients et des chargements hygrothermiques ÔT et SH (voir
paragraphe 3.4.2 pour plus de détails).
Le module "champs anélastiques" est en projet et dans celui-ci les déformations anélastiques pour-
ront être rentrées à l'aide de fonctions de y usuelles (trigonométriques, exponentielles...) et le mo-

dule se chargera ensuite de calculer en chaque point de la discrétisation les valeurs des déformations

anélastiques généralisées. On pourra aussi rentrer les valeurs de ces champs point par point dans
des fichiers ; ceci sera utile pour les cas où les valeurs des champs anélastiques ne sont pas connus

d'avance et où on doit itérer des combinaisons de DEILAM avec d'autres équations (critères, lois

d'écoulement...) pour déterminer les vraies valeurs des champs anélastiques. Cela suppose bien
évidemment que l'on connaisse l'expression des équations anélastiques.

Une fois les entrées définies, DEILAM détermine la matrice constante M et les valeurs aux

points de discrétisation des vecteurs ipan et fjan du système différentiel (3.46). La matrice M est
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déterminée à partir des souplesses et de la géométrie du multicouche. Les valeurs des vecteurs ipan

et rjan sont déterminées à partir des déformations anélastiques généralisées, des souplesses et de

la géométrie du multicouche. Pour le cas des seules déformations hygrothermiques uniformes dans

chaque couche, ces vecteurs sont constants suivant la largeur du multicouche.

DEILAM calcule ensuite la matrice de rigidité et le second membre du système d'équations
(A.43) obtenu par la formulation variationnelle (A.42). La matrice et le second membre sont stockés

suivant la méthode "des lignes de ciel" [Dhatt et Touzot, 1984]. Cette méthode est idéale pour le

stockage et résolution de systèmes dont la matrice de rigidité est constituée d'éléments non nuls

sur une bande diagonale de largeur assez faible. Pour la résolution, la méthode ne détermine pas

la matrice inverse de la matrice de rigidité, mais détermine directement le vecteur solution du

système : produit de la matrice inverse fois le vecteur second membre. On gagne énormément en

mémoire et en rapidité par le biais de cette méthode "des lignes de ciel". Après cette étape, nous

obtenons les valeurs aux noeuds du vecteur p - défini en (A.30) - dont les composantes sont les

inconnues principales.
Finalement, DEILAM détermine à partir des inconnues principales le reste des inconnues du

problème. Ainsi, les sorties du logiciel sont des fichiers comportant sur la première colonne les valeurs

des points de discrétisation et sur les autres colonnes les valeurs des efforts et des déplacements
généralisés correspondantes. Il exite un fichier résultat pour chaque famille d'inconnues :

- u
l

, v
l

, w
l

, (p
l
x , cp

l

y (5 fichiers à n + 1 colonnes)
- Nh, N{2 , N22 , Mh, M|2 , M22 , Q\, Q\ (8 fichiers àn+1 colonnes)
-

J+1
, f2

J+1 (2 fichiers à n colonnes)
- (1 fichier àn + 1 colonnes)

3.4 Conditions de bord, maillage et convergence pour des problèmes
usuels.

Le type de discrétisation à choisir pour avoir des résultats précis dépend des conditions de bord,
des déformations anélastiques généralisées et du rapport largeur-épaisseur | donnés. Nous verrons

dans la suite de cette section, quelques problèmes usuels où on explicite les conditions de bord, les

déformations anélastiques généralisées et une discrétisation du segment [0,6] suffisante pour avoir

des résultats précis convergents.

3.4.1 Problème de bord libre.

Il s'agit du problème qui se référé aux essais de traction sur des multicouches élastiques avec

bords libres, problème qui correspond aux essais que nous avons réalisés jusqu'au délaminage au

chapitre 1. Les logiciels CLEOPS [Lécuyer, 1991] et ASCA [Pagano et Soni, 1992] entre autres, font

aussi une résolution de ce problème.
L'essai de traction est modélisé comme suit :

Dans le repère (0, e^, ey , e^), nous considérons un multicouche (0i,..., 0n ) s occupant le domaine

—L < x < L, —b < y <b, —e<z<e (cf. figure 3.5). Le multicouche est soumis à une déformation

A
axiale uniforme y donnée suivant l'axe des x. Les champs de contrainte et de déformation sont

1j

supposés indépendants de x (hypothèses classiques [Wang et Crossman, 1977a], [Lécuyer, 1991],



86 CHAPITRE 3. CALCUL D'EFFET DE BORD ET LE LOGICIEL DEILAM.

[Pagano et Soni, 1992] pour nos essais puisque les éprouvettes sont suffisamment longues). Le but
est de déterminer les champs de contrainte dans le multicouche moyennant le M^-5n.

F ig . 3.5 - Problème de bord libre.

Nous avons déjà vu que pour des multicouches et des chargements symétriques, DEILAM se

restreint à la détermination des champs dans la demi-éprouvette (9i,...,9n ) (cf. chapitre 3). Mais

pour ce problème particulier, au lieu de faire le calcul sur toute la largeur de l'éprouvette on peut
exploiter des symmétries supplémentaires afin de diminuer le domaine d'étude.

En effet, compte tenu de la géométrie et de la particularité du chargement (traction avec bords

libres), on peut dire qu'il existe une symétrie par rotation de 180° autour de l'axe z. Il s'ensuit que
les champs en y :

- u\ v
l

, ip
l

x et ipy sont impaires
- w

l est paire
- et Ql sont impaires

~i ~ i
.

- N , M et zA î+1 sont paires.
Par conséquent, on peut se restreindre à l'étude du quart de cellule sud-est noirci sur la figure

3.5. D'après la parité des champs et les conditions du bord libre en y — 6, les conditions aux limites

(cf. équations (3.36) à (3.41)) nécessaires au calcul de DEILAM sont :

u*'(0) = 0

v*(0) = 0

4(0) = 0

4,(0) = 0

Qj(o) = o

et

N'n (b) = 0

NZ2 (b) = 0

Qi(*>) = 0

Mî#) = 0
M'2 (6) = 0

pour 1 < i < n. (3.48)

A ce stade, on dispose de toutes les informations nécessaires à l'éxécution de DEILAM pour résoudre
le problème de bord libre.

En ce qui concerne la discrétisation du segment [0, b] normalisé, puisqu'on étudie l'effet du bord

y = 6, la discrétisation doit être plus fine près du bord. D'autre part, les effets du bord n'existent

que sur une distance de 2 fois l'épaisseur totale du multicouche (c'est à dire 4e). Pour la zone

comprise entre y = 0 et y = b — 4e, les calculs de la théorie classique de plaques (Love-Kirchoff)
sont valables.
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Intéressons nous au seul effet de bord. On choisit donc b = 4e. Si nous effectuons le calcul par

DEILAM, nous remarquons qu'une discrétisation à 50 points à pas progressif suffit pour bien décrire

les champs sur la demi-largeur [0, b] et pour avoir des valeurs au bord avec une précision de 99,9%
(l'erreur est calculée par rapport aux valeurs convergées maximales provenant d'une discrétisation

à 200 points à pas progressif). Les calculs sont donc convergents et aucune singularité n'apparaît,
contrairement aux approches 3D, par exemple les calculs par éléments finis. Sur la figure 3.6,
nous illustrons la convergence des calculs par l'utilisation des maillages à 200 et à 50 points. Sur

cette figure, on repésente les courbes des efforts de cisaillement à l'interface 10/-10 d'un (±10) s

en carbone-époxy en traction pour une déformation de traction ^ = 1 et pour les deux types de

mailage. Nous voyons que les points du calcul avec 50 points coincident avec la courbe du maillage
à 200 points. Tous les calculs de DEILAM qui vont apparaître dans la suite de ce mémoire seront

effectués avec ce maillage à 50 points à pas progressif.

40

30

a>

20

10

n 1 r

£ 37

CD 36

QJ 35

0.2

0 995 0 996 0 997 0 996 01

yff
200 points
50 points

Carbone-époxy
[Pagano et Soni, 1983]
EL = 137, 90CPg

jEt = 14, 48GPa

EN = 14, A&GP

Glt — 3,8QGPa

GLN =5,86 G

Gtn = 5,86 GP

0.4

F ig. 3.6 - Empilement (±10) s en traction pour ^ = 1 deux types de maillage.

3.4.2 Chargement thermique uniforme avec extrémités libres d'effort.

Le multicouche considéré est celui de la figure 3.5, mais cette fois-ci aucune déformation n'est

imposée. On soumet le multicouche à une variation de température uniforme ST. Le multicouche

est libre d'efforts à ses extrémités x = ±L et à ses bords y = ±6.

Les déformations anélastiques 3D engendrées par ÔT dans la couche i s'écrivent dans le repère
propre (L, T, N) de la couche

f an (x) = ST (al
LeL <g> çl_

+ a
l

Ter ® er + ® Çz) (3.49)
où a

l

L , a
l

T et a
l

N sont les coefficients de dilatation thermique de la couche i.

Le tenseur des déformations anélastiques est donc constant par couche. Dans le repère global
(x, y, z) le tenseur de déformation s'écrit

ë an (x) = ST (ahçx ® ex + û^ey (2) + a\2 (e^ ®ey + ey ® e^j + a
l

33e^ <g> e^j (3.50)
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où on définit

an
= cos

2 0i a
l

L + sin20i a
l

T

a
l

22
= sin20i a

l

L + cos
20i a

l

T

a i2
= cosOi sinOi (al

L
— a

l

T )
^33 = aN•

D'après les équations (2.63) à (2.71) et (2.73) à (2.75), les déformations anélastiques généralisées
s'écrivent dans ce cas pour (i,j) G [l,2n] x [l,2n — 1]

= 6Toiap (a,/?) G {1,2} x {1,2}
xif(x,y)= 0 (a,/S) 6 {1,2} x {1,2}

= 0 a G {1,2}
D'J+lan(x,y) = 0 6 {1,2}

Dïi+lan (x,y) = ST \^^ + ei+1^f-)

(3.51)
(3.52)
(3.53)
(3.54)

(3.55)

Encore une fois, comme pour le cas du problème de bord libre, les symétries permettent de se

restreindre au quart de cellule sud-est noirci sur la figure 3.5. Les conditions aux limites à utiliser

pour que DEILAM effectue les calculs sont :

f u
i (0)=0

î/(0) = 0

vi(0) = 0

*4(0) = 0

Ql(0) = 0

et

N{2 (b) = 0
1V*2 (6) = 0

Qh(b) = 0

m;2 (6) = 0
M'2 (6) = 0

pour 1 < i < n. (3.56)

A ce stade, les déformations anélastiques généralisées et les conditions aux limites ont été
A

déterminées. Enfin, puisque DEILAM travaille à — imposé, nous devons introduire la valeur exacte
jL/

de cette déformation. Comme aucun effort extérieur n'est appliqué, la valeur exacte de — est celle
L

qui donne une résultante axiale

'■-LFx
= I Nl

n (y)dy = 0 (3.57)

suivant x nulle. Pour déterminer cette valeur exacte de — qui n'est autre que le coefficient de
L

dilatation thermique global de l'empilement ax suivant l'axe x, nous adoptons la même démarche
que [Wang et Crossman, 1977b] et [Carreira, 1998] (cf. figure 3.7) :

1. Nous faisons un premier calcul avec ( — ,6T) = (1,0). Nous déterminons ensuite à partir des
Lj

efforts membranaires N\ x calculés, la résultante des efforts axiaux Fj 1 ' 0 ^ correspondante (cf.
équation (3.57) et ligne pointillée de la figure 3.7).

2. Nous effectuons ensuite le calcul pour (^,<KT) = (0, 6T) avec 6T / 0, c'est à dire en blo-
Lj

quant la déformation globale longitudinale. Nous déterminons la résultante axiale Fx° ,ÔT^

correspondante (cf. équation (3.57) et figure 3.7).
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3. La courbe en trait plein de la figure 3.7 parallèle à la ligne pointillée nous permet alors

d'identifier le couple ( — ,6T) = (ax ,6T ) pour lequel Fx
= 0. Le calcul par DEILAM avec ce

lJ

couple de données donnera les efforts intérieurs et déplacements généralisés exacts.

DEILAM permet de réaliser ces 3 étapes de manière automatique si l'utilisateur le désire.
A

Pour ce, il suffit de laisser un blanc dans la valeur à attribuer à — dans le module "chargements
±J

et conditions aux limites" (voir la description de ce module au paragraphe 3.3). De cette façon,
à partir des seuls coefficients thermo-élastiques et de la variation de température ôT, DEILAM

détermine les efforts et les déplacements généralisés dans le multicouche sous le seul effet de la

variation de température.

Par ailleurs, nous pouvons dire que pour le cas d'une variation uniforme de température :

- les résultats sont convergents
- aucune singularité n'apparaît
- le même type de discrétisation que pour le problème de bord libre suffit.

Remarque : des raisonnements analogues permettent de faire le calcul correspondant à la seule

variation d'humidité ÔH.

3.4.3 Structure élastique multicouche de géométrie quelconque avec bords libres.

Ce paragraphe est une extension du cas simple du problème de bord libre (cf. paragraphe 3.4.1).
Pour une structure mince élastique quelconque avec bords libres, nous savons bien que la théorie

classique des plaques donne de bons résultats suffisament loin des bords (à une distance du bord

d'environ deux fois l'épaisseur totale du multicouche). Pour le cas des structures multicouches avec

des rayons de courbure beaucoup plus grands que l'épaisseur du multicouche, nous pouvons utiliser

la méthode de Raju et Crews [Raju et Crews, 1982] pour déterminer les effets de bord de la même

façon que dans les logiciels CLEOPS [Lécuyer, 1991] et ASCA [Pagano et Soni, 1992]. Avec cette

méthode, les éléments infinitésimaux près des bords (cf. figure 3.8) sont équivalents à des plaques
semi-infinies avec un bord libre soumises à des déformations axiales (traction ou compression).
La valeur de la déformation axiale est déterminée moyennant un calcul éléments finis utilisant la

théorie classique des plaques ou par les formules analytiques de [Lekhnitskii, 1968] pour des plaques
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trouées. De plus, il n'est pas nécessaire de prendre en compte les gradients de cette déformation le

long du bord. La déformation axiale à laquelle est soumise chaque plaque est donc uniforme.

plaque semi-infinie

Fig. 3.8 - Problème de bord libre.

Avec notre logiciel DEILAM, nous ne sommes pas capables de traiter directement le problème
d'une plaque semi-infinie, mais en fait, les résultats obtenus pour le problème de bord libre d'une

plaque bornée assez large nous permettent de déterminer l'effet du bord libre de la plaque semi-
infinie. En effet, il suffit de prendre pour la plaque bornée une demi-largeur b > 4e (e étant la

demi-épaisseur du multicouche) et de considérer l'effet d'un seul bord. Et c'est cet effet-ci qui
donne l'effet de bord de la plaque semi-infinie (voir figure 3.9).

Fig. 3.9 - Effet de bord libre.

En se plaçant à différents endroits le long du bord de la structure, en identifiant le champ
de déformation axiale et en exécutant DEILAM, on peut déterminer le profil 3D des contraintes.

Puisqu'on fait appel à la résolution du problème de bord libre qui ne présente pas de singularités
avec notre logiciel, les résultats de DEILAM pour une structure quelconque sont finis et convergents.
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Il est clair que la mise en place dans un code de calcul d'un post-processeur qui automatiserait cette

procédure aux bords d'une structure serait un réel progrès.

Remarque. Une autre application de DEILAM peut être trouvée dans [Hadj-Ahmed, 1999] pour
le calcul des efforts d'interface dans un assemblage collé.

3.5 Validation de DEILAM.

Afin de valider les calculs du logiciel DEILAM, nous avons comparé nos résultats avec le

modèle local de Pagano [Pagano et Soni, 1983] et les éléments finis de [Wang et Crossman, 1977a],
[Wang et Crossman, 1977b], [Yin, 1997] et [Carreira, 1998] pour plusieurs types d'empilements et

de chargements thermomécaniques. Pour tous ces auteurs, le matériau choisi pour le pli constitutif

est un carbone-époxy dont les caractéristiques thermomécaniques sont :

El = 137,90 GPa

Et = En = 14,48 GPa

Glt — Gln — Gtn — 5,86 GPa

VLT = vln = "TN = 0,21
aL = 0,36 x 10_6 /°C

aT = aN = 28,80 x 10
~ 6 /°C

Pour le multicouche, le rapport largeur sur épaisseur choisi est

- = 4.
e

Les problèmes que nous avons choisis pour la validation sont la traction d'une éprouvette
symétrique avec bords libres (problème de bord libre) et le chargement thermique uniforme sur

un multicouche qui ont fait tous deux l'objet des paragraphes précédents.
Les champs du M4-5n sont finis même en y = b alors que les éléments finis 3D donnent

des champs singuliers au bord. Par conséquent, nos comparaisons entre les résultats des éléments

finis (EF) et de DEILAM ne peuvent être faites que dans un intervalle de confiance [0, b — e]
[Carreira, 1998] (e ~ 1% de l'épaisseur du stratifié). La pertinence des valeurs au bord (c'est
souvent la valeur maximale pour les efforts d'interface) de notre modèle et donc de DEILAM, doit

être prouvée par un autre moyen (par exemple, par un critère de délaminage portant sur les valeurs

aux bords des efforts d'interface [Caron et al., 1999]).

3.5.1 Essai de traction sans variation de température.

Dans [Chabot, 1997] on trouve une résolution analytique des équations du modèle M4-5n pour
le cas d'un essai de traction d'un quadricouche symétrique sans variation de température. Ces
résultats permettront de valider notre programmation pour les quadricouches.

Dans un premier temps, nous nous contenterons dans cette partie de rappeler les courbes des

cisaillements d'interface pour les empilements (0,90) s et (45, —45) s calculés par DEILAM, par
la méthode analytique de [Chabot, 1997], par le modèle local de [Pagano et Soni, 1983] et par les
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éléments finis de [Carreira, 1998]. Ensuite, nous étudierons les cas de deux 8 couches (90,0,45, —45) s

et (45, —45,0,90) s traités dans [Wang et Crossman, 1977a].
Les courbes que nous présenterons dans cette partie sont obtenues pour une déformation axiale

unitaire :

Empilements (0,90) s et (45, —45) s .

Les solutions analytiques de [Chabot, 1997] et semi-analytiques du M4-5n (DEILAM) donnent
les mêmes valeurs pour tous les efforts généralisés. Les figures 3.10 et 3.11 donnent l'évolution des
cisaillements d'interface sur la demi-largeur.

Fig. 3.10 - Cisaillement ryz à l'interface 0/90 du (0,90) s pour ^ = 1.

Pour le cas du (0,90) s , loin du bord, les éléments finis [Carreira, 1998] et notre logiciel donnent

presque les mêmes valeurs pour le cisaillement ryz (cf. figure 3.10). Au voisinage du bord, les valeurs
du cisaillement des éléments finis sont dépendantes du maillage [Carreira, 1998]. Les valeurs au bord
du M4~5n sont finies et bien déterminées.

Par ailleurs, les calculs dans [Pagano et Soni, 1983] et les éléments finis dans [Carreira, 1998]
vérifient bien la condition aux limites 3D Tyz

= 0 au bord y = b. Notre modèle ne la vérifie pas
et pour la vérifier nous devrions enrichir le modèle. Cependant, même si la condition aux limites
3D n'est pas vérifiée, le M4~5n fait une bonne description du cisaillement sur la largeur. On note

un écart assez net avec valeur maximale obtenue par Pagano qui est plus éloignée de la solution
éléments finis convergée dans la zone de confiance.

Pour l'empilement (45, —45) s , on s'intéresse au cisaillement txz à l'interface 45/ — 45 (cf. figure
3.11). DEILAM et le modèle local de Pagano donnent presque les mêmes résultats et tous les
deux donnent des valeurs finies au bord. Les calculs de DEILAM et des éléments finis diffèrent
près du bord. Cela est dû à la présence d'une singularité au bord pour les calculs 3D. Le modèle

multiparticulaire et donc DEILAM, ont l'avantage de donner une valeur finie au bord.
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Fig . 3.11 - Cisaillement rxz à l'interface 45/-45 du (45, —45) s pour ^ = 1.

Empilements (45, —45,0,90) s et (90,0,45, —45) s .

Dans [Wang et Crossman, 1977a] on réalise des calculs pour des stratifiés à 4 couches et à 8

couches. Le nombre d'éléments pour les deux types de stratifiés est le même. Les résultats des

empilements à 8 couches sont donc moins précis que pour le cas des 4 couches, même si on maille

assez fin près du bord et des interfaces.

Suffisamment loin des bords, nous trouvons avec DEILAM une bonne reproduction des ef-

forts d'interface calculés par les éléments finis de [Wang et Crossman, 1977a] pour les empilements
(45, —45,0,90) s et (90,0,45, —45) s (cf. figures 3.12 et 3.13). Sur la figure 3.12, la forte pente des

cisaillements txz du (45, —45,0,90) s de [Wang et Crossman, 1977a] au bord suggère qu'il existe une

singularité au bord, alors que DEILAM donne des résultats finis au bord. Il est aussi possible que

les efforts normaux aux interfaces 45/-45 et -45/-45 du (90,0,45, —45) s soient singuliers au bord

pour le calcul 3D.

3.5.2 Variation de température sur empilement libre.

Afin de terminer la validation de DEILAM, nous ferons des applications de notre logiciel que

nous comparerons avec les résultats de [Wang et Crossman, 1977b], [Carreira, 1998] et [Yin, 1997]
par éléments finis pour une variation de température ÔT = 1 °C. Les empilements traités sont le

(0,90) s et le (45,-45) s .

On rappelle que dans [Yin, 1997] on fait un maillage 3D de l'éprouvette entière sans faire

l'hypothèse d'invariance par translation suivant x, alors que pour les autres auteurs considérés on

adopte l'hypothèse d'invariance par translation. Les résultats de Yin exposés ici, correspondent au

calcul au milieu de l'éprouvette.
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1.5*10 4

10 4

e
a,

g
5000

°0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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F ig . 3 .12 - Cisaillement rxz à l'interface 45/-45 du (45, —45 ,0,90) s pour ^ = 1.

5000

OiP

-5000

e

S -îxio

1.5x10

-2*10 4

DEILAM interface 45/-45

EF [Wang et Crossman, 1977a] interface 45/-4^
DEILAM interface -45/-45

EF [Wang et Crossman, 1977a] interface -45/-45

_i 1 1 1 L-

0.2 0.4 0.6

y/b
0.8

F ig. 3.13 - Arrachements v aux interfaces 45/-45 et -45/-45 du (90,0, 45, —45) s pour ^ = 1.
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Empilement (0,90) s .

Les figures 3.14 et 3.15 donnent l'évolution des efforts d'interface, à savoir le cisaillement ryz à

l'interface 0/90 et les arrachements v aux interfaces 0/90 et 90/90.
Suffisamment loin du bord, nos résultats sont en accord avec [Wang et Crossman, 1977b], [Yin, 1997]

et [Carreira, 1998]. Il est cependant important de remarquer que les résultats de [Yin, 1997] sont

moins précis que les autres car ils utilisent un maillage moins fin suivant y. En effet, on maille toute

l'éprouvette sans faire l'hypothèse d'invariance par translation.

On peut remarquer, que la valeur maximale du cisaillement d'interface se trouve au bord pour

le modèle M4~5n. Les éléments finis de [Carreira, 1998] donnent pratiquement les mêmes résultats

que le modèle M.4-5n sauf au bord.

o

-o.i - .X

e X

§ ! DEILAM A
S - EF [Carreira, 1998] \ -

—0 2 —

*

■ EF [Wang et Crossman, 1977b]
• EF [Yin, 1997] I

—0.3 1 * ' 1 ' 1 1 1 » ' ' 1 ' 1 1 1 1 1 '

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b

F ig. 3.14 - Cisaillement ryz à l'interface 0/90 du (0,90) s pour ÔT = 1 °C.

Empilement (45, —45) s .

Les figures 3.16 et 3.17 donnent l'évolution des efforts de cisaillement rxz à l'interface 45/-45 et

les arrachements v aux interfaces 45/-45 et -45/-45.
Au bord, les efforts 3D aux interfaces sont singuliers. Mais sur l'intervalle de confiance, les

éléments finis de [Wang et Crossman, 1977b] donnent presque les mêmes résultats que DEILAM.
Les résultats de [Yin, 1997] sont légèrement différents. Cette différence peut être expliquée par

l'utilisation d'un maillage relativement grossier suivant la demi largeur.
Une fois de plus, les valeurs au bord obtenues par le M4~5n sont finies et les calculs par DEI-

LAM convergent rapidement.

Remarque. Les dilatations thermiques trouvées pour les empilements (0,90) s et (45, —45) s sont

données sur le tableau 3.1. Là encore, DEILAM et les éléments finis donnent des résultats compa-
rables.

1 . I I 1 1 I . 1 ,

—H

• Xv

-

_

DEILAM m \

- EF [Carreira, 1998]
• \

■ EF [Wang et Crossman, 1977b]
dr

• EF [Yin, 1997]

i ... i ... i ... i

-
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-0.2 -

—0.3 -

DEILAM interface 0/90
EF [Carreira, 1998] interface 0/90

EF [Yin, 1997] interface 0/90
DEILAM interface 90/90

EF [Carreira, 1998] interface 90/90

EF [Wang et Crossman, 1977b] interface 90/90 l

0.2 0.4 0.6

y/b
0.8

Fig . 3.15 - Arrachements v aux interfaces 0/90 et 90/90 du (0,90) s pour ÔT = 1 °C.

0.6

0.4

<3
ÛH

0.2 -

DEILAM

EF [Yin, 1997]

EF [Wang et Crossman, 1977b]

0.2 0.4 0.6

y/b
0.8

Fig . 3.16 - Cisaillement txz à l'interface 45/-45 du (45, —45) s pour ÔT = 1°C.

Empilement DEILAM [Wang et Crossman, 1977b] [Carreira, 1998]
(0,90), 3,42 x 10"6 ~ 3,49 x 10"6 3,43 x 10"6

(45,-45), 4,51 x 10~ 6 4,48 x 10" 6
pas traité

Tab . 3 .1 - Dilatation globale ax due à une variation 6T = 1 °C.
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5x10 4
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c
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-5x10 *
-

DEILAM interface 45/-45
EF [Yin, 1997] interface 45/-45 ■

EF [Wang et Crossman, 1977b] interface 45/-45
DEILAM interface -45/-45
EF [Wang et Crossman, 1977b] interface -45/-45

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/à

Fig . 3.17 - Arrachements v aux interfaces du (45, —45) s pour 6T = 1 °C.

3.6 Conclusion.

Nous avons appliqué les équations du M4~5n au problème de multicouches en traction chargés
aux bords en présence de déformations anélastiques dans les couches et de discontinuités des

déplacements aux interfaces connues. Le modèle M4~5n a été développé au chapitre 2 et modélise

le multicouche par une superposition de plaques de Reissner couplées par des efforts de cisaillement

et d'arrachement d'interface. Les équations du modèle ont conduit à un système différentiel du

second ordre. Le système a été résolu numériquement par une formulation variationnelle.

Si les équations ont été écrites, elles n'ont pas encore été programmées pour tous les cas de

champs anélastiques donnés. On a programmé dans le logiciel DEILAM les équations correspon-
dantes au cas des seules déformations anélastiques constantes par couche. Ceci est le cas par exemple
des déformations hygrothermiques. La plasticité d'interface ne pourra pas être étudiée dans ce

mémoire par le M.4~5n et DEILAM. Ceci sera fait au chapitre 5 moyennant une méthode ana-

lytique par le M4~2n+1 (un modèle plus simple que le M4~5n qui a été développé au chapitre
2). Plusieurs applications peuvent déjà être envisagées compte tenu de la flexibilité vis à vis des

chargements aux bords.
DEILAM a été validé par une comparaison avec d'autres approches pour le problème de bord

libre et pour le problème de chargement thermique uniforme de multicouches. Les résultats par
DEILAM convergent très vite, même aux bords. Il n'existe pas de singularités pour le modèle

M4-5n. Les différentes techniques de calcul d'effet de bord diffèrent uniquement très près du bord.

La pertinence des résultats de DEILAM au bord ne peut pas être jugée par la comparaison avec

d'autres techniques de calcul. Les valeurs seront éprouvées au chapitre suivant dans lequel sont

proposés des critères de délaminage portant sur les contraintes au bord.
Par ailleurs, l'absence de singularités pour les champs du M4-5n constitue un grand avantage

de DEILAM par rapport aux techniques éléments finies 3D car l'utilisateur ne se pose plus la

question de convergence des résultats. Le logiciel DEILAM, tel qu'il est actuellement et moyennant
l'introduction de critères pertinents (cf. chapitre 4), peut déjà servir pour l'etude des effets de bord
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comme un outil de bureau d'études en tant que post-processeur d'un code éléments finis de type
coque ou plaque.

Un autre logiciel, qui n'a pas été présenté dans ce chapitre, a aussi été programmé avec

les équations du M.4~2n+1 appliqué au problème de traction d'un multicouche en présence de
déformations anélastiques constantes dans chaque couche. On rappelle que le M4~2n+1 modélise
le multicouche par une superposition de membranes couplées par des cisaillements d'interface. Les

équations de ce modèle sont résolues de façon analogue à celles du M4-5n. Les résultats du logiciel
convergent aussi très vite et confirment l'absence de singularités pour le M4~2n+1.

Les cisaillements du modèle M4~2n+1 sont moins précis que ceux du M4~5n [Carreira, 1998].
Nous allons néanmoins utiliser les résultats du M4-2n+l pour établir des critères de délaminage en

cisaillement au chapitre suivant. Les critères trouvés par le M4-5n et le M4-2n+l seront éprouvés
sur les essais de délaminage du paragraphe 1.4.3 du chapitre 1 et sur d'autres essais glanés dans la
littérature.
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Chapitre 4

Critères de délaminage pour les

matériaux élastiques fragiles.

Dans ce chapitre, nous allons proposer deux familles de critères de délaminage pour les matériaux

multicouches élastiques fragiles.

4.1 Introduction et bibliographie.

Nous avons créé au chapitre précédent un logiciel appelé DEILAM permettant de calculer les

efforts aux interfaces d'un multicouche à l'aide du modèle M4~5n développé au chapitre 2 de ce

mémoire. L'objectif ultime et principal de notre logiciel est le dimensionnement des structures

multicouches pour prévenir notamment le délaminage, fissuration au niveau d'une interface entre

les couches. L'approche élastique est souvent utilisée même pour des matériaux qui ne sont pas

purement élastiques ; en fait, tout peut être repris par des coefficients de sécurité fiables pour la

conception des structures [Salençon, 1983].
En ce qui concerne les critères de délaminage pour les matériaux élastiques fragiles, il nous

semble judicieux, avant de les présenter, de rappeler quelques notions générales des critères de

rupture classiques qui permettront au lecteur de mieux comprendre les raisons des démarches

adoptées pour la prédiction du délaminage dans les matériaux multicouches.

Pour tout critère de rupture il est indispensable d'évaluer l'état de contraintes dans le matériau.

Parmi les critères de rupture ponctuels les plus simples, on peut citer les critères de Tresca et

de Von Mises [Lemaître et Chaboche, 1985] pour les matériaux isotropes ou le critère de Tsai-

Wu [Tsai et Wu, 1971] pour les matériaux orthotropes. Ces critères portent sur la valeur ponc-

tuelle d'une contrainte effective qui s'exprime en fonction des contraintes dans le matériau. Par

conséquent, ce type de critères sont inadaptés pour le cas de champs de contrainte singuliers (infi-
nis).

Il est très courant d'avoir des contraintes singulières dans les problèmes mécanique ; cela a lieu,
par exemple, en pointe de fissure dans une structure fissurée. Pour le cas de contraintes singulières
le critère de rupture peut porter sur les facteurs d'intensité de contrainte [Irwin, 1958]. Pour les

structures fissurées, le critère de progression de fissure de Griffith [Griffith, 1920] portant sur le

taux de restitution d'énergie G est souvent utilisé. Le taux de restitution d'énergie est défini par

G =

dW

dr\
(4.1)
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où W définit l'énergie potentielle de la structure pour une longueur de fissure rj donnée. Le taux

de restitution d'énergie peut être calculé par la méthode de refermeture de fissure [Bui, 1978] : le
travail qu'il faut fournir pour refermer la fissure sur une longueur infinitésimale dr] est égale au

taux de restituition d'énergie. Le critère énergétique de Griffith s'écrit

G > Gc
, (4.2)

où Gc est le taux de restitution d'énergie critique. On peut ainsi, grâce aux travaux d'Irwin et de

Griffith, écrire des critères pour le cas de contraintes singulières. Cependant, même avec l'apport
d'Irwin et de Griffith, les approches déterministes ne sont pas capables d'expliquer et de prévoir
des effets d'échelle observés expérimentalement.

Les effets d'échelle peuvent être, entre autres, de type effet d'échelle de volume. L'effet d'échelle
de volume apparaît lorsque des volumes homothétiques cassent pour des niveaux de contrainte
différents. C'est le cas par exemple, d'une éprouvette 90s en composite unidirectionnel qui casse

en traction à un niveau de contrainte plus faible qu'une éprouvette 9O4 [Caron et Ehrlacher, 1997].
Ces effets d'échelle peuvent être expliqués par la théorie statistique de Weibull [Weibull, 1952].
Nous trouvons dans [Laalai, 1995] une démarche très pertinente inspiré de la théorie de Weibull

pour modéliser les effets d'échelle dans des matériaux hétérogènes élastiques quasi-fragiles. Grâce
à son modèle aléatoire et à des simulations informatiques, Laalai trouve que la charge de traction

critique pour un volume de taille caractéristique L (voir figure 4.1) peut s'écrire sous la forme :

<r
c

= <7° x ZTQ (4.3)

cr° et a étant deux constantes strictement positives à identifier. Plusieurs travaux destinés à la
modélisation de l'effet d'échelle pour les matériaux composites unidirectionnels utilisent aussi ce

type de formule [Sutherland et al., 1999]. Cependant, cette formule n'est pas valable lorsque le

rapport L/taille de l'hétérogénéité devient très important, l'effet d'échelle disparaît et la charge
critique devient alors constante [Laalai, 1995].

Fig. 4.1 - Effet d'échelle de volume.

Nous allons maintenant faire une analyse bibliographique des critères de délaminage s'appuyant
sur une analyse élastique.



4.1. INTRODUCTION ET BIBLIOGRAPHIE. 101

4.1.1 Critères de délaminage pour les matériaux composites multicouches.

Le délaminage apparaît en général à cause des effets de bord. Les contraintes 3D étant souvent

singulières aux interfaces sur les bords [Leguillon et Sanchez-Palencia, 1987], [Wang et Choi, 1982],
il est impossible d'écrire un critère de délaminage portant sur les valeurs ponctuelles des contraintes

par ce moyen de calcul.

Les critères utilisés pour prédire le délaminage sont très variés. On peut en faire néanmoins un

classement non exhaustif
- critères portant sur des valeurs "moyennes" des contraintes à définir
- critères en facteur d'intensité de singularité
- critères énergétiques.

La pertinence des critères est jugée suivant leur capacité à prévoir le délaminage pour différentes

orientations des couches et à reproduire les effets d'épaisseur constatés expérimentalement (cf.
paragraphe 1.4.3 du chapitre 1).

Critères en contraintes moyennes.

Pour toutes les notations de cette partie, les indices i varient de 1 à 3 et indiquent les directions

par rapport au repère global de la figure 4.2.

Les critères en question portent sur les moyennes cr^ (sur une longueur caractérisitique hi à

partir du bord y = b) des contraintes 0^3 aux interfaces calculées par

0^3 = / Vttdy.
Jb-hi

Cela suppose l'évaluation des contraintes aux interfaces. Si la longueur h{ ne dépend pas de

l'épaisseur du multicouche, avec ces critères, on tient compte de l'effet d'épaisseur sur l'initia-

tion du délaminage. En effet, lorsque l'épaisseur des couches augmente, la profondeur de l'effet de

bord augmente aussi et les contraintes moyennes changent (en général elles augmentent). Pour ces

critères, on définit les résistances moyennes 0^ et si on veut distinguer le cas de la traction du

cas de la compression des interfaces, on définit les résistances de traction et de compression
033

e
. On doit alors identifier les longueurs caractéristiques hi et les résistances 0^3 par des essais



102 CHAPITRE 4. MODÈLE ÉLASTIQUE FRAGILE ET CRITÈRES DE DÉLAMINAGE.

+ (_/}) "M _DT _D(7 ) + a33 (
_ nr ne ) — 1- (4.4)

d'initiation du délaminage. Ces grandeurs sont supposées être intrinsèques au matériau donné. Pour
faciliter l'identification, on détermine séparément pour chaque i les longueurs caractéristiques h{ et

les résistances <r^ par des essais où la contribution des termes en crj^ (j / i) est négligeable.
Parmi les premières tentatives de critère portant sur les contraintes moyennes, nous pouvons

citer les travaux de Whitney et Nuismer [Whitney et Nuismer, 1974] avec des plaques multicouches
trouées. Kim et Soni s'inspirent ensuite de ce critère pour écrire un critère d'initiation de délaminage
en mode I portant sur la valeur moyenne <733 de la contrainte normale aux interfaces 0-33 sur une

distance caractéristique à partir du bord [Kim et Soni, 1984]. Les contraintes aux interfaces sont

déterminées par le modèle global-local de Pagano [Pagano et Soni, 1983]. Kim et Soni utilisent en-

suite leur critère, avec une distance caractéristique unique, pour prédire l'initiation du "délaminage"
et reproduisent à peu près bien les effets d'échelle de certaines familles de multicouches en traction.

Ces mêmes auteurs écrivent ensuite dans [Kim et Soni, 1986] un critère plus général du type :

'013V (&23\
2

, ( ^33
x2

„D ) "M a
D j ~M fjDTf.DC )

'

V ct
DT

rr
DC

."13/ \"23/ \"33 "33 / \"33 "33 -

Le critère ainsi écrit permet de prendre en compte, par son dernier terme en <733, l'effet inhibiteur
des contraintes (733 négatives sur l'amorçage du délaminage.

Un autre exemple de critère est le critère quadratique d'initiation du délaminage de Brewer et

Lagace [Brewer et Lagace, 1988] :

où [<733] + et [1733] définissent respectivement les parties positive et négative de <733. Avec ce critère,
ces auteurs prédisent plus ou moins bien l'initiation du délaminage sur des multicouches en carbone-

époxy.
Plus récemment, Leguillon [Leguillon, 1998] et Marion [Marion, 2000] se servent du développement

asymptotique et du logiciel CLEOPS dans [Lécuyer, 1991] pour évaluer les contraintes aux inter-
faces. Dans [Leguillon, 1998], on fait une identification du cisaillement moyen critique aet de la

longueur h\ et dans [Marion, 2000] on trouve en plus l'identification d'un effort normal critique <733
et de la longueur Ù3 pour écrire le critère

'• <«>
"13/ V"13/ "33

Marion fait cette dernière identification moyennant des essais de traction sur des empilements qui
"délaminent" en mode I, comme le (±25n , 90n /2)s entre autres. Marion remarque cependant qu'il
existe une incohérence des résultats quand les grandeurs critiques en mode I sont identifiées par
deux familles d'empilements différentes. Il explique alors que cela peut être dû au fait que les fissures
observées ne sont pas de vrais délaminages mais des fissures intralaminaires comme le montre la

figure 4.3.

Critères en facteur d'intensité de singularité.

Irwin est le premier à utiliser les facteurs d'intensité de contrainte dans des critères de rupture
[Irwin, 1958]. Pour les matériaux multicouches, ces critères s'écrivent généralement sous la forme :

^v+(^r+&v=1 (4.7)KfJ \KfjJ\Kfn
OÙ
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Fig . 4.3 - Allure du "délaminage" au bord d'un (±25n , 902.) s .

- K[, Ku et Km sont les facteurs d'intensité correspondant aux contraintes cr33 , 023, et cri3 à

l'interface
- Kf, Kfj et KjU sont les facteurs d'intensité de contrainte critiques et sont supposés être des

grandeurs intrinsèques du matériau
- /, m et n sont des coefficients positifs et sont aussi supposés être des grandeurs intrinsèques

du matériau.

Kf, Kjj , Kjn , /, m et n sont à identifier par des essais.

Leguillon, à partir du calcul des contraintes par des développements asymptotiques raccordés,
écrit un critère (Km = Kjn ) sur le facteur d'intensité de contrainte pour l'initiation du délaminage
en mode III des empilements (±6n ) s en traction [Leguillon, 1998]. Avec un bord droit, les calculs ne

reproduisent pas l'effet d'épaisseur expérimental. Leguillon propose alors un modèle de bord entaillé

pour ainsi reproduire les effets d'épaisseur par son critère en facteur d'intensité de singularité.
Dans [Chyanbin et al., 1995], Chyanbin et al. proposent un critère de délaminage plus complet

en identifiant les coefficients du critère général (4.7). Les contraintes sont calculés par des calculs

éléments finis. Les auteurs valident leur critère pour différents types d'essais mais dans leur modèle

et leur campagne d'essais choisie, ils n'ont pas pris en compte l'effet d'épaisseur.

Critères énergétiques.

Les critères énergétiques utilisent en général la mécanique linéaire de la rupture fondée sur le

critère de propagation de fissure de Griffith [Griffith, 1920]. Le calcul du taux de restitution d'énergie
est donc à effectuer. D'autre part, il s'avère qu'un taux de restitution d'énergie critique unique Gc

est insuffisante pour décrire la résistance d'une interface [Wang, 1989], [Guedra-Degeorges, 1993].
On sépare donc dans l'expression du taux de restitution d'énergie total, la contribution des taux

de restitution d'énergie G/, Gu et Gm associés respectivement aux modes de fissuration I, II et

III. On introduit ensuite des taux de restitution d'énergie critiques Gj, Gjj et Gc

ni et on cherche

des critères de type
/Gj Gn Gin \

=

'{GÏGh'GhJ'
Dans [Wang, 1989], on propose une analyse des taux de restitution d'énergie calculés par des

éléments finis pour prédire la propagation du délaminage en mode I. On utilise alors le critère de

propagation
Gj>Gc

j
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et on identifie le taux de restitution d'énergie critique Gj par des essais de traction sur des em-

pilements qui "délaminent" en mode I. On trouve dans [Chyanbin et al., 1995] un critère et une

identification plus complets pour tenir compte des autres modes de fissuration.
En ce qui concerne l'amorçage du délaminage, Leguillon fait une analyse originale de l'initiation

du délaminage en mode III des empilements (±6n ) s en traction [Leguillon, 1998]. Leguillon prouve
que pour ces empilements, la limite du taux de restitution d'énergie G est nulle lorsque la longueur
de fissure tend vers zéro. Le critère de Griffith ne peut donc pas prédire l'initiation du délaminage
avec un calcul 3D des contraintes. En fait, pour ces empilements, l'initiation du délaminage s'amorce
de façon brutale et se stabilise pour une certaine longueur de fissure. Le critère de Griffith n'étant
valable que pour des états quasi-statiques, on substitue alors le critère différentiel de Griffith par
le critère incrémental [Leguillon, 1999] :

où Wsam et Wdelam sont respectivement les énergies potentielles des multicouches sain juste avant

fissuration et après fissuration avec une fissure de longueur rj. La longueur r] est en fait la plus
petite longueur de fissure pour que l'égalité ait lieu dans le critère.

Pour tous ces critères, on suppose que les taux de restitution d'énergie critiques Gj, Gc

ir et Gc

ni
sont des caractéristiques intrinsèques du matériau. Il est alors intéressant de mesurer Gc

j, Gc

jj et

G///. Nous trouvons dans [Whitney, 1989] et [Benzeggagh, 1996] une méthodologie expérimentale
pour l'identification des ténacités.

Nous avons vu ci-dessus que la détermination d'un critère pouvant prédire l'initiation du

délaminage en mode quelconque, nécessite l'identification des grandeurs critiques utilisées dans
le critère à travers des essais. Pour ces essais, le délaminage doit apparaître, si on veut lui attribuer
la seule fissuration d'interface, avant toute fissuration dans les couches. Cependant, l'essai clas-

sique de traction sur les empilements (±25n , 90n /2) s pour l'identification des grandeurs critiques
en mode I ne fait pas apparaître de vrais délaminages. Ces empilements se fissurent à partir du
bord dans le paquet de couches à 90 sans suivre de façon préférentielle le chemin des interfaces

[Crossman et Wang, 1982], [Marion, 2000] (voir schéma de la figure 4.3). De la même façon, dans
tous les essais de traction effectués dans la littérature pour l'identification des grandeurs critiques
en mode I, il existe des fissures intralaminaires. Nous pensons donc que les essais de traction
effectués jusqu'à présent dans la littérature, ne sont pas exploitables pour l'identification d'une

grandeur critique d'interface en mode I. Nous rejoignons par cette assertion la remarque de Ma-
rion [Marion, 2000] concernant l'identification de la grandeur critique d'interface en mode I. Nous
verrons dans ce chapitre que le phénomène d'épaisseur qui apparaît pour ces empilements peut s'in-

terpréter comme un phénomène d'effet d'échelle de volume plutôt que par un phénomène d'échelle
lié à la concentration de contrainte aux interfaces.

Dans ce chapitre, nous déterminerons des critères simples de délaminage pour les matériaux

élastiques fragiles avec nos modèles M4~2n+1 et M4-5n. Tout d'abord, moyennant le modèle M4~
5n , on montrera que la fissuration qui apparaît dans les tests de Marion [Marion, 2000] sur les

empilements (±25n , 90n/2 ) s en traction peut effectivement être due à la traction suivant l'épaisseur
des couches à 90 et que l'effet d'épaisseur peut être associé à un effet d'échelle de volume que nous

modéliserons. De cette sorte, nous prétendons ainsi que ces essais ne sont pas exploitables pour
l'identification d'une grandeur critique dans un critère de délaminage en mode I. Nous proposerons
ensuite des critères d'initiation de délaminage en mode III faisant intervenir les valeurs ponctuelles
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des cisaillements d'interface calculées par nos deux modèles. Nous appliquerons ces critères aux

résultats expérimentaux d'initiation du délaminage en mode III trouvés au chapitre I (pour le

carbone-époxy T700/CTE1-15) et par Marion (pour le carbone-époxy T800-914). Finalement, nous

construirons des critères de délaminage en taux de restitution d'énergie pour nos deux modèles.

Par un passage à la limite (longueur de fissure qui tend vers zéro), nous appliquerons ces derniers

critères aux tests d'initiation de délaminage en mode III ci-dessus.

4.2 Critère de fissuration en mode I dans un (=L25n , 90n/2) s .

Nous nous intéressons aux fissures dans un (±25n , 90n /2) s (n variant de 1 à 5) en traction. Les

multicouches étudiés sont élaborés à partir de plis en carbone-époxy T800-914 [Marion, 2000] dont

les caractéristiques sont résumées dand le tableau 4.1.

Modules d'Young El = 159,0 GPa , Et = En = 8,4 GPa

Modules de cisaillement Glt = Gln — 4,1 GPa , Gtn — 2,8 GPa

Coefficients de Poisson vlt = vln = 0,33, i>tn = 0,5
Dilatations thermiques all = 0,02 x 10" 6 °C~ 1

, OLTT = aNN = 22,5 x 10~b °C~ l

Epaisseur de couche ep
= 0,125 mm

Tab. 4.1 - Caractéristiques du carbone-époxy T800-914 [Marion, 2000].

Remarque. Les contraintes résiduelles dans le matériau sont négligeables.
Dans la littérature nous trouvons souvent comme valeurs des coefficients de dilata-

tion hygroscopique

/?ll — Ptt = 0,6 et {3nn = 0,6

et comme concentration massique d'humidité c = 0,005 (valeur courante pour les

conditions ambiantes) [Tsai, 1988]. Si nous prenons ces valeurs, l'effet de la varia-

tion de température d'environ —100° C (créée par la différence entre la température
de cuisson et la température ambiante) est à peu près compensé par l'effet hygro-
scopique. On retrouve cette remarque dans [Hahn, 1976], [Marion, 2000]. Nous ne

prendrons donc pas en compte les contraintes résiduelles pour nos calculs.

On note g les contraintes de traction mesurées à l'initiation de la fissuration (voir tableau 4.2).
Un effet d'épaisseur considérable est remarqué. Nous allons essayer de modéliser ces essais par notre

modèle M4~5n et de reproduire les effets d'échelle observés.

g en MPa n — 1 n = 2 n = 3 n — 4 n = 5

Moyenne 405 347 264 215 171

Ecart-type 34 28 22 17 4

Tab. 4.2 - Charges de traction au moment de la fissuration d'un (±25n , 90n /2)s [Marion, 2000].

Marion observe au cours des essais l'apparition de fissures qui cheminent dans les plis à 90

à partir des bords et prouve à l'aide d'une expertise aux rayons X que ce ne sont pas de fissures

transverses. L'allure des fissures vues sur le bord est schématisée sur la figure 4.3. Puisque les fissures
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ne suivent pas de façon préférentielle la direction des interfaces, nous jugeons que les fractures ne

sont pas d'origine interlaminaire et que donc l'utilisation du terme délaminage n'est pas tout à fait

adaptée. Prévoir la fissuration à l'aide d'un critère portant sur les efforts intérieurs généralisés de
notre modèle multiparticulaire M.4~5n, nécessite avant tout, d'identifier sur quels efforts portera ce

critère essentiellement.
Dans la littérature, on qualifie cette fissuration de type mode I [Wang, 1989], [Lévêque, 1998].

En effet, au milieu du paquet de couches à 90, compte tenu des symétries, les efforts de cisaillement
sont nuls. Les fissures qui sont présentes au milieu du paquet ne peuvent être provoquées que par les
efforts normaux (J33. Et puisque les fissures sont, même à l'intérieur des couches, plutôt parallèles
aux interfaces entre les couches, nous pouvons dire que les fissures dans tout le paquet des couches
à 90 degrés sont dues aux contraintes 033. Or, parmi les efforts généralisés du modèle M4~5n,
les efforts d'arrachement aux interfaces sont les seuls à donner une information explicite
des contraintes (733, à savoir i/'î+1 = <733 à l'interface i, i 4- 1. On peut donc penser qu'un critère

simple pour prédire la fissuration fait intervenir les efforts aux interfaces 90/90 et —25/90.
L'utilisation du modèle M4~2n+1 pour établir un critère de fissuration ne serait pas si simple
puisque dans ce modèle, les valeurs des contraintes <733 ne figurent pas de façon explicite dans les
efforts intérieurs généralisés.

Avant d'évaluer les contraintes par le M4~5n à l'aide de DEILAM, nous devons savoir comment

modéliser les multicouches dans le cadre de la rupture des matériaux élastiques fragiles.

4.2.1 Maillage multiparticulaire pour les matériaux fragiles.
Nous considérons deux structures homothétiques :

Des calculs 3D montrent que la plupart des contraintes dans ces multicouches présentent des sin-

gularités sur les lignes d'interface aux bords. L'analyse des champs à l'aide d'un modèle éléments
finis 3D avec des maillages homothétiques pour des structures homothétiques donne, bien sûr, la
même valeur de la contrainte approchée dans les mailles les plus proches de la ligne d'interface du
bord. Cependant, en présence de singularités physiques des champs de contraintes, il est inutile

d'espérer la convergence des champs de contraintes approchés, calculés par éléments finis, avec

l'augmentation de la finesse des mailles. De plus, dans les matériaux fragiles, la valeur du critère
de résistance doit être associée à un volume de matière (effets d'échelle). La résistance est fonction
de ce volume. Ainsi, si l'on veut étudier par éléments finis 3D la rupture de plusieurs structures

homothétiques à partir d'un critère en contrainte, il est nécessaire d'analyser les champs avec des
mailles de même dimension, pour que les mailles soient associées au même volume de matière. Les
contraintes calculées dans les mailles les plus proches du bord seront alors différentes pour des
structures homothétiques. L'application d'un critère en contrainte dans ces mailles de bord donne
alors un effet d'échelle sur les efforts qui entraînent l'initiation du délaminage de ces structures

homothétiques.
Si nous voulons modéliser les essais sur les structures homothétiques avec l'un de nos modèles

simplifiés de multicouches, nous pouvons choisir des modèles homothétiques (couches d'épaisseur
respectant l'homothétie). Ces modèles, ainsi construits pour toutes les structures, ont le même
nombre de couches modèles et la prévision des champs sera identique dans toutes les structures. Il

s'agit bien de la propriété générale de la modélisation homothétique de structures homothétiques
énoncée plus haut. Cependant, si nous voulons proposer un critère en contrainte, à l'instar de ce

771 fois m fois
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que nous avons dit pour les maillages éléments finis 3D des structures homothétiques, il nous faut,
dans notre modélisation simplifiée de multicouches, une finesse de discrétisation dans l'épaisseur
(une épaisseur des couches modèles) identique pour toutes les structures homothétiques. Ainsi, le

nombre de couches modèles augmentera avec la taille de la structure (comme le nombre de couches

physiques) [Caron et al., 1999].

4.2.2 Non pertinence d'un critère en valeurs maximales d'efforts d'arrachement.

Les empilements (±25n , 90n /2)s sont donc modélisés par des multicouches à 5n couches :

(25,..., 25, -25,..., -25,90,..., 90, -25,..., -25,25,..., 25).
n fois n fois n fois n fois n fois

L'épaisseur de chaque couche modèle vaut l'épaisseur physique du pli, à savoir ep
= 0,125 mm

pour le matériau T800-914. Dans la modélisation, puisqu'on ne s'intéresse qu'à l'effet de bord, la

demi-largeur vaut le double de l'épaisseur totale du multicouche, à savoir b = lOn x ep (voir figure
4.4). Puisque les éprouvettes sont assez longues, on peut supposer que les champs de contrainte

sont uniformes sur la longueur des éprouvettes. D'après les symétries (cf. chapitre 3), on se restreint

à l'étude du quart de cellule sud-est hachuré sur la figure 4.4. DEILAM calcule les efforts dans la

famille de multicouches étudiée. On rappelle que les calculs donnent des efforts généralisés finis, y

compris les efforts d'interface.

5n x e

"

n couches 25

~

n couches-25

"

n couches 90

"

n couches-25

"

n couches 25

Fig. 4.4 - Modélisation des multicouches (±25n , 90n/2) s en traction.
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Remarque. Tout d'abord, nous avons vérifié que, dans les couches à 90 aux bords, la contrainte

moyenne de traction cru (égale à l'effort membranaire Nu défini dans l'équation
(2.9) dans une couche à 90 divisé par l'épaisseur du pli) est inférieure aux efforts
d'arrachement aux interfaces -25/90 et 90/90. Nous confirmons ainsi le fait qu'il ne

devrait pas y avoir de fissures transverses dans le pli à 90. Les calculs montrent en

effet que cette contrainte <7n atteint son maximum au bord et vaut alors 8,4 GPa

pour un chargement unitaire e = 1 et pour tous les empilements alors que les valeurs
des efforts d'arrachement au bord oscillent entre 17 et 25 GPa (voir figure 4.6).

Pour tous les empilements, les efforts d'arrachement prépondérants sont ceux aux interfaces

—25/90 et 90/90. Les valeurs maximales de ces efforts sont au bord et positives. Nous montrons sur

la figure 4.5 l'exemple du (±254,902 ) s . Sur cette figure, on a tracé les courbes des efforts d'arra-
chement aux interfaces —25/90 et 90/90 suivant la demi-largeur normalisée pour une déformation
unitaire de traction. On remarque sur la courbe que ces efforts sont pratiquement confondus. Les

calculs montrent que cette remarque est aussi valable pour les autres empilements de la famille

(±25n ,90n/2 ) s .

20

15

C3
CL
O 10

a>

à

5

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

F ig . 4.5 - Efforts d'arrachement aux interfaces -25 /90 et 90/90 d'un (±254, 902 ) s en traction (e = 1).

Sur la figure 4.6, nous avons tracé en fonction de n les valeurs au bord (valeurs maximales)
des efforts d'arrachement aux interfaces -25/90 et 90/90. Nous remarquons alors que ces valeurs
varient peu d'une interface à l'autre et d'un empilement à l'autre. Alors, moyennant notre approche
déterministe et un critère sur les valeurs ponctuelles des efforts d'arrachement, nous ne pourrons

pas reproduire les effets d'épaisseur observés expérimentalement.
Nous remarquons que Kim et Soni ont aussi trouvé que les efforts normaux aux interfaces -25/90

et 90/90 calculés par le modèle global-local de Pagano [Pagano et Soni, 1983] sont pratiquement
les mêmes [Kim et Soni, 1984]. Pour faire apparaître un effet d'épaisseur, sur ce qu'ils pensent être
du délaminage, ils écrivent un critère portant, non pas sur la valeur ponctuelle des efforts normaux,
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F ig. 4.6 - Valeurs aux bords (valeurs maximales) des arrachements calculés aux interfaces -25/90
et 90/90 d'un (±25n , 90n/2 ) s en traction (e = 1).

mais sur la moyenne des efforts normaux sur une longueur caractéristique (identique pour tous

les empilements) à partir du bord. Pour reproduire l'effet d'épaisseur, nous pourrions prendre la

démarche de Kim et Soni mais il nous semble que l'effet d'épaisseur observé est dû à un effet

d'échelle de volume que nous allons modéliser.

4.2.3 Effet d'échelle de volume et critère de fissuration dans le (±25n , 90n/2 ) s .

Près du bord et à chargement e fixé, les efforts d'arrachement sont pratiquement les mêmes aux

interfaces -25/90 et 90/90 (voir figure 4.6) et on peut montrer à l'aide de l'équation (2.17) que la

contrainte <733 calculée par le modèle est quasi uniforme suivant l'épaisseur des couches à 90. Ainsi,
le paquet de couches à 90 apparaît par notre modèle soumis à une contrainte de traction à peu

près uniforme suivant l'épaisseur du multicouche. Cette contrainte de traction suivant l'épaisseur
est notée v et vaut dès lors la moyenne des valeurs des efforts d'arrachement aux interfaces -25/90
et 90/90 de la figure 4.6. Dans ces conditions, nous pouvons tester un effet d'échelle de volume sur

les résultats expérimentaux (voir figure 4.7). On remarque que :

- la hauteur h du volume sollicité est l'épaisseur totale du paquet des couches à 90 ; cette

épaisseur est donc proportionnelle à n

- la largeur a de la section sollicitée est proportionnelle à la demi-largeur b (à la profondeur de

l'effet de bord) qui elle même est proportionnelle à n

Dans l'introduction de ce chapitre, on a introduit un modèle probabiliste [Laalai, 1995] qui prend
en compte un effet d'échelle de volume dans une structure hétérogène quasi-fragile. La contrainte

moyenne de traction v
c suivant l'épaisseur lors de la rupture du paquet de couches à 90 vaut d'après

ce modèle probabiliste
v

c
= i>° x n

a (4.8)

où v° et a sont deux constantes à identifier.
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Fig . 4 .7 - Effet d'échelle de volume pour la sollicitation des plis à 90 au bord.

Pour déterminer les constantes et a et pour tester l'approche, on calcule dans un premier
temps la contrainte v de traction du paquet de couches à 90 suivant l'épaisseur pour chaque em-

pilement (c'est à dire pour chaque n) et pour une déformation e = 1. Cela est fait par le biais
d'un calcul de moyenne des efforts d'arrachement maximaux (au bord) aux interfaces -25/90 et

90/90 pour chaque empilement. Puis, en multipliant les contraintes de traction v pour e = 1 par
la déformation à l'initiation de la fissuration (obtenue grâce aux chargements critiques moyens du
tableau 4.2 et aux modules d'Young apparents), on obtient les valeurs de v à l'initiation de la
fissuration pour chaque n. Les paramètres v° et a sont alors déterminés moyennant la méthode
des moindres carrés. On trouve v° = 125 MPa et a = 0,5. En prenant ces valeurs, recalculons
maintenant les chargements critiques moyens et situons les par rapport à la fourchette des résultats

expérimentaux (figure 4.8). Pour ce faire, on détermine les arrachements critiques moyens calculés

par l'équation (4.8) (pour = 125 MPa et a = 0,5) pour chaque empilement. Les déformations

critiques (c'est à dire à l'initiation du délaminage) associées à ces arrachements critiques sont cal-

culées par une simple règle de trois en divisant les arrachements critiques par les valeurs moyennes
des arrachements au bord pour e = 1 (figure 4.6). En multipliant ces déformations critiques par

par le module d'Young apparent, on obtient les chargements critiques désirés.

Sur la figure 4.8, nous avons tracé les courbes des chargements critiques moyens en fonction
de n. Sur cette figure, nous avons rajouté les prédictions de Marion et les valeurs expérimentales
moyennes plus/moins un écart-type afin de voir où sont situées les prédictions par rapport à la
fourchette de dispersion expérimentale. Nous constatons sur ces courbes que les effets d'épaisseur
expérimentaux sont mieux reproduits par notre modèle M4~5n conjugué avec un effet d'échelle
de volume. Les erreurs commises sont inférieures à 11 %. Nous proposons donc comme critère de
fissuration pour les empilements (=L25n , 90n/2 ) s :

c o
v = ï/" = v x n avec i/° = 125 MPa et a — 0,5. (4.9)

Remarque. Nous pouvons nous demander comment un effet d'épaisseur a pu apparaître sur

le critère déterministe de Marion alors que ce n'était pas possible pour le critère
déterministe en arrachement maximal du M4~5n. En fait, dans [Marion, 2000] l'effet

d'épaisseur apparaît puisqu'on effectue une moyenne des efforts normaux aux inter-
faces sur une distance caractéristique, identique pour toutes les valeurs de n et donc

pour toutes les épaisseurs. Nous aurions pu aussi prendre cette démarche (comme
Kim et Soni [Kim et Soni, 1984]) pour faire apparaître un effet d'épaisseur pour
notre approche déterministe. Cependant, l'effet d'échelle de volume nous semble
être le plus réaliste dans ce type de fissuration.
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FlG. 4.8 - Charges critiques moyennes des multicouches (±25n , 90n/2 )s en traction.

Le critère de fissuration trouvé dans cette partie, peut être appliqué à la prédiction des effets

d'échelle sur les fissurations intralaminaire dues essentiellement à des contraintes de traction hors

plan.
Dans la suite, nous allons traiter le problème de fissures aux interfaces (délaminages).

4.3 Critère d'initiation de délaminage en effort maximal.

4.3.1 Proposition d'un critère en cisaillement maximal.

Nous avons vu au chapitre précédent que les modèles M4-5n et M4~2n+1 donnent des contraintes

non singulières dans des multicouches élastiques en traction. Il est donc naturel de vouloir poser

un critère d'amorçage de délaminage portant sur les valeurs maximales des efforts d'interface :

- pour le modèle A4^-5n, nous proposons un critère simple d'initiation de délaminage faisant

intervenir les valeurs ponctuelles des arrachements et des cisaillements maximaux aux inter-

faces. Ce critère peut ainsi prédire le délaminage en mode quelconque.
- pour le modèle M4-2n+l, les seuls efforts d'interface généralisés sont les efforts de cisaille-

ment. Le modèle sera utilisé pour établir des critères de délaminages dus aux cisaillements.

Nous considérons le multicouche de la figure 4.9, constitué de n couches d'épaisseur e
l et oc-

cupant le domaine 0, = u x [h^,h^]. L'interface entre les couches i et i + 1 est notée Afin

de prédire l'initiation du délaminage en mode III pur à l'interface ri ' î+1
, nous postulons comme

écriture du critère pour nos deux modèles l'expression

(4.10)

où rj'î+1 est défini dans l'équation (2.12), r
c est appelé le cisaillement critique pour chaque modèle

et il sera identifié par les essais.
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Nous avons alors postulé deux critères d'intiation de délaminage en mode III : pour l'un les
contraintes sont évaluées par le M4~5n et pour l'autre les contraintes sont évaluées par le M4~2n+1.
Les deux critères s'écrivent de la même façon (voir équation (4.10)). La pertinence des critères sera

jugée par leur capacité à reproduire les essais (ceux du chapitre 1 et de Marion [Marion, 2000]) et

surtout l'effet d'épaisseur sur l'amorçage du délaminage constaté expérimentalement au chapitre 1

comme dans [Brewer et Lagace, 1988], [Marion, 2000].
Dans la suite de cette partie, nous allons appliquer les critères aux essais du chapitre 1 et à

des essais de [Marion, 2000] pour identifier les cisaillements critiques pour nos deux modèles. Nous
verrons que nos deux critères reproduisent les effets d'épaisseur.

4.3.2 Application et validation sur des empilements (±0n ) s .

Présentation du problème et effet d'échelle expérimental.

On s'intéresse ici à des empilements (±0n ) 5 {9 = 10 et 20) en traction (voir figure 4.10). Il
est bien connu que ces empilements délaminent aux interfaces 6/ — 9 essentiellement à cause du
cisaillement T

"'n+1 (c'est à dire crxz ). Les matériaux choisis pour l'application sont le carbone époxy
T700/CTE1-15 utilisé pour nos essais du chapitre 1 et le carbone-époxy T800-914 [Marion, 2000] et

dont les caractéristiques mécaniques sont données au tableau 4.2. Les caractéristiques mécaniques
de notre matériau sont écrites au tableau 1.1 du chapitre 1.

Remarque. Les contraintes résiduelles dans les matériaux sont négligeables (cf. remarque de la

page 105). Nous ne les prendrons donc pas en compte dans tous les calculs.

Les chargements critiques mesurés pour les empilements (±9n ) s testés sont résumés dans le
tableau 4.3 pour le T700/CTE1-15 (cf. chapitre 1) et dans le tableau 4.4 pour le T800-914 (cf.
[Marion, 2000]). Notons bien que l'effet d'épaisseur est présent pour les deux matériaux.
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Contrainte à l'initiation empilements (±10n ) s empilements (±20n ) s

du délaminage a (MPa) Moyenne Ecart-type Moyenne Ecart-type
941 19 601 37

765 35 503 41

731 31 459 13

679 5 479 15

Tab. 4.3 - Charges de traction critiques pour le T700/CTE1-15.

Contrainte à l'initiation empilements (±10n ) s empilements (±20n ) s

du délaminage o (MPa) Moyenne Ecart-type Moyenne Ecart-type
n = 1 826 27 599 16

n = 2 722 28 495 26

n = 3 655 26 418 15

n = 4 580 27 394 14

n = 5 619?? 16 354 22

n = 8 447 25

Tab. 4.4 - Charges de traction critiques pour le T800-914.
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Effet d'échelle sur le cisaillement maximal calculé par les modèles.

D'après ce qu'on a dit concernant le maillage multiparticulaire dans la partie précédente, nous

modélisons les éprouvettes (±0n ) s par des multicouches à 4n couches :

(9,
n fois n fois

L'épaisseur de chaque couche modèle vaut l'épaisseur physique du pli, à savoir 0,13 mm pour le

T700/CTE1-15 et 0,125 mm pour le T800-914. Puisque les éprouvettes sont assez longues, on peut
supposer que les champs de contrainte sont uniformes sur la longueur des éprouvettes. D'après les

symétries (cf. chapitre 3), on se restreint à l'étude du quart de cellule sud-est hachuré sur la figure
4.10. Grâce au logiciel DEILAM et au logiciel résolvant le problème de bord libre par le M4~2n+1
(cf. chapitre 3), nous pouvons évaluer les efforts aux interfaces dans les multicouches par nos deux
modèles. Nous avons effectué par ces logiciels les calculs correspondants aux multicouches (±0n ) s

(9 = 10 et 20 et n variant de 1 à 8) faits pour les deux matériaux ci-dessus. Puisque nous ne nous

intéressons qu'aux effets de bord, nous avons pris pour les calculs un rapport largeur sur épaisseur
totale égal à

4n x e

Après calcul par les deux logiciels, on remarque que les seuls efforts d'interface non négligeables
sont bien les efforts de cisaillement T

"'n+1
aux interfaces 9/ — 9. Pour illustrer cela à travers deux

exemples du M4~5n , nous avons tracé sur les figures 4.11 et 4.12, pour une déformation de traction
unitaire e = 1, les courbes des efforts d'interface suivant la demi-largeur dans un (±10) s élaboré
à partir des deux matériaux. Nous confirmons sur ces courbes que les efforts d'interface autres

que le cisaillement T
" ,n+1 sont négligeables; la même remarque peut être faite pour les autres

empilements et pour les calculs avec le M4-2n+l. De plus, pour le M4~5n, les interfaces 9/ —

9 apparaissent comprimées près des bords (un,n+1 < 0), on note aussi que les caractéristiques
du matériau influencent sensiblement les allures des courbes. Enfin, en ce qui concerne l'effet du

maillage multiparticulaire, nous remarquons qu'il existe un important effet d'épaisseur sur la valeur
au bord (c'est aussi la valeur maximale) des cisaillements T

" ,n+1 (voir figures 4.13 et 4.14). Sur
les figures 4.15 et 4.16 nous avons tracé pour les modèles A44~5n et M4~2n+1 respectivement, les
courbes des efforts de cisaillement aux interfaces 9/ — 9 en fonction de la demi-largeur normalisée, et

ce pour la famille d'empilements (±10n ) s élaborés à partir du T700/CTE1-15 sous une déformation
unitaire de traction. Nous remarquons que plus le nombre de couches augmente, plus la valeur
maximale des cisaillements augmente. La différence entre les valeurs par le M4~2n+1 et par le M4~
5n provient du fait que le modèle A44-2n+l approche plus grossièrement les contraintes 3D que le

M4~5n. D'autre part, si nous comparons les figures 4.13 et 4.14, nous remarquons un changement
de l'ordre de supériorité entre les cisaillements du (±10n ) s et du (±20n ) s lorqu'on passe du matériau

T700/CTE1-15 au matériau T800-914.

Validation d'un critère en cisaillement maximal.

Après avoir vu qu'il existe un effet d'épaisseur dans nos modélisations, nous allons voir si cet
effet correspond à celui qu'on observe expérimentalement à l'initiation du délaminage.

Nous avons vu que nous pouvions négliger tous les efforts d'interface autres que le cisaillement
r"'n+1 à l'interface 9/ — 9 , et ce, pour les deux modèles M4~5n et M4-2n+l. Est-ce que le critère
de délaminage

T
n,n+!

= (4 n)
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Fig. 4 .11 - Efforts d'interface du M4~5n dans un (±#n )s en traction pour une déformation unitaire

(matériau T700/CTE1-15).

Fig . 4.12 - Efforts d'interface du M^-5n dans un (±0n )s en traction pour une déformation unitaire

(matériau T800-914).
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Fig . 4 .13 - Cisaillements t\ aux bords à l'interface 9/ — 9 d'un (±0n ) s en traction pour une

déformation unitaire (matériau T700/CTE1-15).
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Fig . 4.14 - Cisaillements ri aux bords à l'interface 6/ — 9 d'un (±0n ) s en traction pour une

déformation unitaire (matériau T800-914).
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Fig . 4.15 - Cisaillements t\ aux interfaces 6/ — 6 d'un (±0n )s calculés par le M4~5n (matériau
T700/CTE1-15).

Fig . 4.16 - Cisaillements t\ aux interfaces 6/ — 6 d'un (±0n ) s calculés par le M4~2n+1 (matériau
T700/CTE1-15).
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proposé en (4.10) peut rendre compte des résultats expérimentaux? La réponse est conditionnée

par l'existence d'un cisaillement critique r
c caractéristique de l'interface 9/ — 9 et indépendant du

nombre de couches n.

En utilisant les valeurs des cisaillements r"'n+1
aux interfaces pour une déformation unitaire (cf.

figures 4.13 et 4.14) et en les multipliant par les déformations critiques au moment du délaminage
(calculés à partir des tableaux 4.3 et 4.4 et des modules d'Young apparents), nous obtenons les
valeurs des cisaillements T

" ,n+1 prévus par les modèles à l'initiation du délaminage (voir tableaux
4.5 et 4.6).

r™'n+i Modèle M4~5n Modèle M4~2n+1
en MPa (±10n ) 5 (±20n )«, (±10n ) 5 (±20n ) s

n = 1 267,8 255,1 198,5 188,7
n

— 2 261,4 256,6 205,0 201,4
n

— 3 272,8 255,9 218,7 205,9
n = 4 268,8 283,1 218,3 230,5

Tab. 4 .5 - Valeurs au bord théoriques des cisaillements aux interfaces 9/ — 9 à l'initiation du

délaminage (matériau T700/CTE1-15).

r"'n+i Modèle M4-5n Modèle M.4-2n+l
en MPa (±10n ) s (±20n ) s (±10n ) s (±20n ) s

n = 1 236,3 249,6 175,2 184,2
n = 2 247,9 247,5 195,4 195,8
n = 3 246,6 228,5 196,9 184,4
n — 4 230,7 228,1 187,0 185,0
n = 5 256,7 214,0 210,6 176,5
n = 8 201,8 166,8

Tab . 4.6 - Valeurs au bord théoriques des cisaillements aux interfaces 9/ — 9 à l'initiation du

délaminage (matériau T800-914).

L'examen des tableaux 4.5 et 4.6 valide nos hypothèses puisqu'une valeur r
c sensiblement

constante Vn pour une interface 9/ — 6 donnée semble conditionner le délaminage des éprouvettes.
De plus cette valeur est peu différente pour un (±10n ) s ou (±20n ) s . Leguillon et al. ont déjà proposé
pour un (±0n ) s [Leguillon, 1998] deux critères de délaminage (en contrainte moyenne et en taux

de restitution d'énergie) indépendants de 9. Ce que nous retrouvons pour le (±10n ) s et le (±20n ) s .

Nous approchons ce cisaillement critique r
c

pour chaque modèle et pour chaque matériau par la

moyenne des cisaillements au moment du délaminage (donnés dans les tableaux 4.5 et 4.6). On
obtient ainsi les cisaillements critiques du tableau 4.7. On remarque alors que ces cisaillements cri-

tiques dépendent du matériau mais aussi du modèle et leur valeur doit donc être considérée comme

un simple indicateur de délaminage.
A partir de ces cisaillements critiques moyens déterminés, on peut calculer les déformations

critiques prévues par les modèles. En multipliant les valeurs des déformations critiques des empile-
ments par les modules d'Young apparents, on obtient la charge de traction prévue par les modèles
à l'initiation du délaminage.

Nous avons tracé pour nos deux modèles, les courbes des charges critiques attendues en fonc-
tion de n pour le T700/CTE1-15 sur la figure 4.17 et pour le T800-914 sur la figure 4.18. Sur ces



4.3. CRITÈRE D'INITIATION DE DÉLAMINAGE EN EFFORT MAXIMAL. 119

r
c

en MPa Carbone-époxy T700/CTE1-15 Carbone-époxy T800-914

Modèle M4-5n 265 240

Modèle M4~2n+1 208 187

Tab . 4 .7 - Cisaillements critiques.

courbes, nous avons rajouté les prédictions de Marion pour le T800-914 et les valeurs expérimentales
moyennes plus/moins un écart-type afin de voir où sont situées les prédictions par rapport à la four-

chette de dispersion expérimentale. Nous constatons sur ces courbes que nos modèles reproduisent
les effets d'épaisseur des essais et que notre critère et celui de Marion sont comparables pour les

empilements testés.

1000

800
es

eu

b 600

400

0 1 2 3 4 5
ïl

Fig . 4.17 - Charges critiques des multicouches (±0n ) s en traction (matériau T700/CTE1-15).

□ Mi-5n
A M4-2n+l
x essais(±io„),

I (±20„)

Les erreurs commises par nos prédictions sont résumées sur le tableau 4.8. Nous pouvons donc

dire que les critères de délaminage prédisent bien l'initiation des délaminages en mode III de ce

type d'empilements.

rf en MPa Carbone-époxy T700/CTE1-15 Carbone-époxy T800-914

Modèle M4-5n <6,3% <14,1%
Modèle M4-2n+l <9,7% <13,1%

Tab. 4.8 - Erreurs des prédictions.
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F ig . 4.18 - Charges critiques des multicouches (±0n ) s en traction (matériau T800-914).

Remarque 1. Les cisaillements critiques que nous avons exhibés sur le tableau 4.7 dépendent
du matériau mais aussi du modèle et du maillage multiparticulaire utilisé (voir
paragraphe 4.2.1). En fait, nous avons choisi l'épaisseur du pli physique comme

épaisseur de couche modèle.

Si nous avons affaire à un matériau différent (fibre, résine, épaisseur du pli physique
différents), nous devrons reprendre le travail d'identification du cisaillement critique.

Remarque 2. Dans le paragraphe 4.2, nous avons supposé l'absence de délaminages aux interfaces
des empilements (±25n , 90n/2)s en traction lorsque la fissuration intralaminaire ap-

paraît. Afin de garder une cohérence dans nos raisonnements, nous avons enfin
vérifié que le cisaillement critique correspondant au matériau T800-914 dans le ta-

bleau 4.7 n'est pas atteint aux interfaces des empilements (±25n ,90|) s pour les
niveaux de chargement au moment de la fissuration ; et ce, pour les deux modèles

M4~5n et M4~2n+1.

Par ailleurs, les critères d'initiation de délaminage que nous avons présentés dans cette partie,
ne sont pas a priori énérgétiquement justifiés. Nous verrons dans la section suivante des critères de

délaminage portant sur les taux de restitution d'énergie et respectant ainsi des bilans énergétiques.
Cette approche permettra de justifier les critères d'initiation de délaminage dans cette section.

4.4 Taux de restitution d'énergie et critère de délaminage.
Le but de cette partie est de trouver l'expression théorique du taux de restitution d'énergie

calculé par les modèles développés au chapitre 2 pour un multicouche délaminé. Le calcul des
taux de restitution d'énergie suppose une fissure préexistante, mais en faisant tendre vers zéro la
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longueur de fissure, on pourra tirer des conclusions sur l'initiation du délaminage. Nous utiliserons

la méthode de refermeture de fissure [Bui, 1978] pour exprimer le taux de restitution d'énergie en

fonction des efforts d'interface en pointe de fissure. Pour le modèle M4~5n nous écrirons un taux

pour des délaminages en mode quelconque. Par contre, pour le M4~2n+1 , le taux sera uniquement
pour des délaminages en mode II, III ou II-III mixte puisque les efforts normaux aux interfaces

ne figurent pas explicitement dans le modèle. Dans cette partie, on explicitera le détail des calculs

du taux de restitution d'énergie pour le M4~5n mais pour le M4~2n+1 on donnera directement

l'expression finale pour abréger et simplifier la présentation.

4.4.1 Position du problème d'un multicouche délaminé.

Nous nous intéressons au cas d'un multicouche délaminé soumis à un chargement mécanique
sur les bords. Le multicouche est formé de n couches d'épaisseur e

l dont les interfaces entre les

couches sont notées r^+i. Le volume occupé par le multicouche est noté Ll — u x [hf ; h+], u étant

la surface dans [x,y) occupé par les couches. Le délaminage a lieu au niveau de l'interface r^jt+i
(1 < k < n — 1, voir figure 4.19). Le front de fissure est parallèle à l'axe des x et le comportement
du multicouche est supposé élastique. Pour des chargements quelconques, les lèvres de la fissure

peuvent être fermées ou ouvertes. Nous négligeons le frottement pour le cas de lèvres fermées.

Nous supposons que la fissure progresse de façon continue dans des états quasi-statiques. Le

critère de propagation de fissure de Griffith [Griffith, 1920]

G>Gc
, (4.12)

où Gc désigne le taux de restitution d'énergie critique, pourra donc être appliqué. Il faut cependant
savoir calculer le taux de restitution d'énergie G. Nous ferons cela moyennant le modèle M.4~5n.
Nous rappelons que pour le M.4~2n+f un raisonnement analogue pourra être effectué pour obtenir
un critère de délaminage dont on donnera uniquement l'expression finale pour des délaminages en

mode II, III ou II-III mixte. La détermination se fera grâce la méthode du travail de refermeture
de fissure.

4.4.2 Equations du modèle appliqué au multicouche délaminé.

Le délaminage se traduit au niveau des interfaces fissurées par une discontinuité des déplacemêfi&£
3D et par :

- des cisaillements nuls aux interfaces puisqu'il n'y a pas de frottement,
- des efforts normaux nuls si les lèvres sont ouvertes.

De ce fait, si nous adoptons le modèle M4~5n pour évaluer les contraintes dans le multicouche

fissuré, nous devons prendre en compte un champ de discontinuité des déplacements 3D : 7
fc ' fc+1

à l'interface fissurée &, k + 1. La discontinuité étant nulle quand les lèvres de la fissure sont

fermées et strictement positive si non. 73'
k+l est donc positif pour tous les calculs qui suivent

D'après les équations (2.78) à (2.82) du chapitre 2, les équations de comportement sont pour
l<i<n et l<j<n — 1 :

- loi de comportement des efforts de membrane de la couche i :

= ^j : N^x.y) (4.13)
e l
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sens de propagation de la fissure

F ig. 4.19 - Multicouche délaminé.

- loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i :

xK^V) = : Ml {x,y) (4.14)
e*

- loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i :

£(*,») = ■& - ï^4( fM+1 + <4 - 15 )

- loi de comportement des efforts de cisaillement à l'interface j, j + 1 :

~ ...
I ~ j 1~7+1~ p3 ~ j

D™+l (X,y)-D™+1 °(x,y) = --SQ .Qi --SQ .Q3+l - -SQ (4.16)

+ eJ+1 S~Q
3 ^ -T3,J+1 ~ •Tj+1,j+2

- loi de comportement des efforts d'arrachement à l'interface j , j + 1 :

Dtf+\x,y)- D?+la(x,y)= + H + e> +1Sl+1 ) (4.17)

+^e)+1 5j+V+1 J+2

OÙ

oy 1 "=6jJtrik+iet o«+ia
=
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Sj k =1 si j = k et 0 si non, k, k + 1 étant l'interface fissurée. On rappelle que les efforts

T
0 ' 1

.

:n,n+l ^0,1 et vn,n+1

sont des données (cf. remarque 1 du paragraphe 2.3.1 du chapitre 2).

4.4.3 Expression du taux de restitution d'énergie.
Pour déterminer le taux de restitution d'énergie associé à la fissure, nous utilisons la méthode

du travail de refermeture de fissure [Bui, 1978]. Le chargement est fixé.

Soient ^^4_5iV
, U_^~5N et ^^+1M4_5Ar \es champs de contraintes, de déplacements et de

discontinuité des déplacements approchés du modèle M4~5n dans le multicouche pour un front de

fissure en y = l (problème 1, voir figure 4.20).

iz

7{,)k+1 (x,y) £7=-
couche k + 1

couche k
problème 1

y)

L

couche k + 1
problème 2

couche k

y = l y = l + dl

F ig. 4.20 - Propagation de fissure.

Considérons une propagation infinitésimale de la fissure, la longueur de fissure augmente de dl

(problème 2). Les champs de contrainte, de déplacement et de discontinuité dans le multicouche

deviennent
jjMA-BN ^k,k+l MA—5N= MA-5N

a
( l+dl) ' et 7l+dl)

^

±(l+dl)
Pour refermer la fissure de dl nous appliquons respectivement aux peaux supérieure et inférieure

des lèvres entre y = l et y = l + dl les efforts surfaciques / et — / (problème 3) ; l'effort / étant

défini par :

/(z, y) = j+1 (x, y)ex + r^+ l
(x, y)ey + v

k^+l (x, y)ez .

En effet, les champs de déplacement et de contraintes solutions du problème 3, sont tout simplement

—(f)4_5JV
' ^rN ^0 +1 (so^u^ons du Pr°blème 1)

tel qu'il n'existe pas de discontinuités des déplacements aux interfaces entre y = l et y = l + dl.

Ainsi, la densité de travail linéique effectué pour refermer la fissure de dl est

[T(0
t
i
+1 (a:.'+ )7(*'+î) 1 (x,(l+ dl)')

+4l)2 1
(X > l+Hl+dI) 2 (X > (' + dl)~) (418 )

dw —
—

2

+vtf+ \x,l+hti+a)3 (x, ( + dl) )k,k+1 dl,
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où les exposants "+" et correspondent respectivement aux positions à gauche (en amont, partie
fissurée) et à droite (en aval, partie saine) du front.

On se place dans le cas d'une propagation continue de la fissure. En faisant tendre dl vers zéro,
on a :

On déduit donc grâce à l'équation (4.18) la valeur de la densité linéique du taux de restitution

d'énergie G pour le chargement considéré et pour une longueur de fissure l :

où on a supprimé les indices (/) qui alourdissent les notations et qui n'ont désormais plus aucun

intérêt. Nous verrons plus loin dans ce chapitre, que le champ de discontinuités des déplacements 7
est discontinu au passage du front de délaminage (y = l) entre la partie saine et la partie délaminée,
de sorte que 7(x,l~) est non nul.

Par ailleurs, dans l'expression (4.19) du taux de restitution d'énergie, nous identifions les contri-
butions Gi , G// et Gm des modes I, II et III de fissuration, respectivement. Leurs expressions sont

A ce stade, si nous posions un critère de délaminage en taux de restitution d'énergie, le critère
ferait intervenir les efforts d'interface et les discontinuités des déplacements en pointe de fissure.
Pour obtenir un critère de délaminage plus opérationnel, nous allons déterminer l'expression des
discontinuités des déplacements en fonction des efforts d'interface en pointe de fissure. Le critère
fera ainsi intervenir les seuls efforts d'interface en pointe de fissure.

Détermination des discontinuités des déplacements dans le plan.

Intéressons nous aux discontinuités des déplacements dans le plan y±
,k+1 (x, l~) et 7* ,k+1 (x,l~)

à l'interface délaminée en pointe de fissure. Pour obtenir leur expression en fonction des efforts
d'interface en pointe de fissure (en y = l+ ), nous utilisons les équations de comportement d'interface
en cisaillement dans lesquelles ces discontinuités interviennent.

Dans la zone délaminée, en y = l~, la loi de comportement (4.16) des efforts de cisaillement du

Mf-5n s'écrit pour 1 < j < n — 1 :

G = ^ = i[nM+1 (*.'+bP+1 0M-)

+4*+\x,i+)iïk+\x,n
+v

k*+1 (x,i+h
k/+1 (x,r)],

(4.19)

GI = ±vk*+1 (x,l+hïM1 {x,r)

Gn = l^'k+1 (x,l+)^'k+1 (x,r)

Gui = \rkM\x,l+ )7
k ' k+1 (x,r)

(4.20)

On a donc :

G = Gi + Ga + Gin .

Dj >j+\x,r) - Dj >j+la {x,r) = —S'q.QHxj-) - LsZ

Q
+\Qj+i(x,r) (4.21)
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h3 {x,l ) + ^ (e3 ÉQ +e3+l §Q 3 >3+1 {x,l )

pj+1 ~ 7 + 1

,f#+ 1J+2(ï,r)

où^+1 "
= { ^+1 ^ = fc

[ 0 si non

Dans la zone saine, en y = Z+ , la loi de comportement (4.16) des efforts de cisaillement du

M4~5n s'écrit pour 1 < j < n — 1 :

1 ~ j ~ 1 j+i
D'-j+l (x,l+ )= -- Sq .Qj(x,l+)--SQ.Qj+1 (x,l+ ) (4.22)

~~Ê)SqJ+ Yb +ej+1 ^Q
J ) .T3 '3+l {x,l+ )

pj+1 _ 7-.+i .

—3Ô~ Sq • fJ+1J+2 ( :c ' /+ )-

Pour tout champ F, on pose

AF = F(a;,Z+ ) -F(x,l~).

De par la continuité de Q3
2 , de QJ

2
+1

, des déplacements généralisés et donc de D3,3+1
, nous pouvons

écrire pour 1 < j < n — 1 grâce aux équations (4.21) et (4.22) :

DiJ+la (x,r)= ^ ) + ( AT ) (^3)

+ ^ô S
~

qJ ' AfJ 13 ~

Yb + e3+ls~Q ) ■ AfJ,J+l

+ÇiQi+1
.Af^.

Si on s'intéresse à l'équation (4.23) pour j = k , on voit que 7
k,k+l (x,l~) s'écrit, en effet, en

fonction des cisaillements en pointe de fissure

T
k ' k+\x,l+ ) = AtkM\

mais aussi de Af^ -1 '*, Af fc+1 ' fc+2
, AQi et AQ^+1

. Si nous voulons trouver une expression de

7a
,k+1 {x,l~) qui ne fait apparaître que les cisaillements en pointe de fissure, nous devons écrire

d'autres équations qui permettent de déduire Ar
k ~ 1,k

, Ark+1,k+2
, AQ^+1 et AQ\ en fonction des

cisaillements en pointe de fissure. Pour simplifier, nous allons supposer que les efforts excercés sur

les faces supérieure et inférieure du multicouche sont continus ; par conséquent

Af0)1 = Afn ' n+1
= Ô.

Nous prenons comme inconnues principales les 2 cisaillements en pointe de fissure j
k,k+1 et

T
k,k+l

. La famille de 2 x (n —1) équations (4.23) fait apparaître 3n—2 autres inconnues qu'on appelle
inconnues secondaires (les 2n — 4 variations de cisaillements d'interface restants, les n variations

d'effort tranchant Q\ et les 2 discontinuités 7a'
fc+1 (rr,/")). Il nous manque donc n équations qui

fassent intervenir les mêmes champs inconnus, on aura alors 3n — 2 équations pour 3n inconnues.
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Ces n équations proviennent de la première ligne de la loi de comportement en effort tranchant
écrite sous forme de variation en pointe de fissure pour 1 < i < n (voir équations (4.15) et (2.38)) :

A^ + AS = el + WQ!)

(4 u (Arj' i+1
+ Art 1 ') + 12 (Ar.j'i+1

+ Ar'f 1 '))
où A ip\ = 0 puisque les déplacements généralisés sont continus et = 0 pour des raisons de
continuité. En utilisant les relations de compatibilité d'Hadamard écrites pour le champ scalaire

C/3, on prouve que la seule dérivée partielle de ce champ qui puisse être discontinue est la dérivée
du* dW

- ; alors A= 0. Ainsi, les n équations écrites ci-dessus deviennent :
oy ox

^S'Q UAQ\ - 1 (sj, u (Arj' i+1
+ Arj

-1 '") + S'Q 12 (At'-m H- Ar*" 1 '')) = 0. (4.24)
Les 3n — 2 équations linéaires algébriques (4.23) et (4.24) peuvent s'écrire sous la forme matricielle
suivante :

À 1* 1
= -7 (4.25)

avec x
1 vecteur de dimension 3n — 2 défini par

x
1 '

= (AQ},..., AQ", Arj'2
,..., At" -1 '", At-J'2 ,..., Ar2

-1,n) ,

7 vecteur de dimension 3n — 2 défini par

f = f O^^O, ^
k,k+1 (x, r ), O^^O, i2

,k+1 (x, /"), | ,

\n+fc—1 n— 2 n—k—l/

A 1
= i^pq)i<p q<3n-2 matrice de dimension (3n — 2) x (3n — 2) définie par l'équation (C.2) de

l'annexe C.

Ces 3n — 2 équations linéaires algébriques font intervenir les 3n — 2 inconnues secondaires (dont
les deux glissements ^

k,k+1 (xJ~) et r

)
k,k+l {x -> l~)) nos 2 inconnues principales r

k,k+l (x, l~) =

Ar
k,k+l et r

k ' k+1 {x, l~) = Ark,k+1
. Déterminer les deux glissements en fonction des seules in-

connues principales est alors possible moyennant les 3n — 2 équations linéaires algébriques. Au

paragraphe C.l de l'annexe C, on propose une méthode pour déterminer, à partir des coefficients
de la matrice constante A 1 dans (4.25), l'expression linéaire algébrique qui donne les inconnues
secondaires en fonction des inconnues principales. Finalement, puisque les glissements 7

k ' k+l (x,l~)
et 72

' +1 0M") f°nt Partie des inconnues secondaires, on peut écrire

(4.26)

où ^ est une matrice 2x2 constante dépendante des caratéristiques élastiques du multicouche
et son expression analytique est déterminée dans l'équation (C.14) à partir des définitions (C.6)
à (C.9) de l'annexe C. Les discontinuités des déplacements dans le plan à l'interface délaminée
sont ainsi exprimées en fonction des efforts de cisaillement en pointe de fissure. On peut remarquer
grâce à l'équation (4.26), qu'une discontinuité des cisaillements au passage du front de délaminage
entraîne des discontinuités ~f

k,k+l (x,l~) et (x,l~) non nulles.
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Détermination de la discontinuité du déplacement hors plan.

Intéressons nous maintenant à la discontinuité des déplacements normaux 73
,k+l (x,l~) à l'in-

terface délaminée en pointe de fissure. Le but est de déterminer son expression en fonction des seuls

efforts à l'interface k,k-f 1 en pointe de fissure dans la zone saine (y = l+). Il est évident que cette

étude n'est intéressante que dans la configuration de fissure ouverte en pointe de fissure car autre-

ment la discontinuité est nulle. Le fait que la fissure soit ouverte implique que J
k ' k+1 (x,l~) > 0.

Nous allons commencer par écrire l'équation de comportement où la discontinuité ry
k ' k+1 (x, l~)

intervient.
Dans la zone délaminée, en y = l~, la loi de comportement (4.17) des efforts d'arrachement du

M4~5n s'écrit pour 1 < j < n — 1 :

Dp+1 (x,n- DiJ+la(x,n= ^ePSy-^(x,r)+ il (e^Sj +

+|r^+1Si+V+lj
'

+2(i,r). (4.27)

Dans la zone saine, en y = l+ , la loi de comportement (4.17) des efforts d'arrachement du M4-5n
s'écrit pour 1 < j < n — 1 :

Di'i+1 (x,l+ ) = ^Sy- 1J(x,l+ ) + ^{eiSi+^+1

+^eJ+1 Sj+1 i^+1 J+2 (x, Z+ ). (4.28)

En exploitant la continuité des déplacements verticaux généralisés de chaque couche et donc de

la différence des deux dernières familles d'équations donne pour 1 < j < n — 1 :

D3
3
J+la(x,l~)= -~(ejSl +

-—é>+1 Sl+1Avj+1 'j+2
. (4.29)

70
;

On rappelle que les efforts excercés sur les faces supérieure et inférieure du multicouche sont sup-

posés continus ; par conséquent
Ai/0 ' 1

= Avn,n+1 = 0.

Puisque les lèvres sont supposées ouvertes en pointe de fissure, la discontinuité est

donc non nulle et

Avk > k+1
= -v

k ' k+1 (x,l+ ).
Intéressons nous à l'équation (4.29) pour j = k :

- pour n = 2, il est évident que i
k,k+l (x,l~) s'écrit en fonction de l'arrachement en pointe de

fissure v
k ' k+1 (x, l+ ) seul

- pour n > 2, l~) s'écrit en fonction de l'arrachement en pointe de fissure vk,k+l (x, Z + ),

de Avk~ l ' k et de Avk+1,k+2
.

Le but étant d'exprimer la discontinuité 7
k ' k+l (x, l~) en fonction du seul arrachement en pointe de

fissure vk,k+1 (x, Z + ), il ne nous reste qu'à étudier le cas où n > 2.

Considérons la famille de n — 1 équations algébriques linéaires (4.29) à n inconnues. Nous

prenons comme inconnue principale l'arrachement en pointe de fissure vk,k+1 (x,l+ ). Les autres
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n — 1 inconnues sont appelées inconnues secondaires (les n — 2 variations d'effort d'arrachement

restants et la discontinuité hors plan 73^+1 (rr,/")). La famille d'équations (4.29) considérée peut
s'écrire sous la forme matricielle suivante n > 2 :

k l
v

l
= - 73 (4.30)

avec v
1 vecteur de dimension n — 1 défini par

ù lt
= (Az/ 1 ' 2

,..., Az/1-1 '"),
73 vecteur de dimension n — 1 défini par

73 '=

\ k—1 n—k—1/

k 1
= (Kpq)i<p q<n-\ matrice constante de dimension (n — 1) x (n — 1) dont l'expression est définie

dans l'équation (C.18) de l'annexe C.
Les n — 1 équations algébriques linéaires en (4.29) font intervenir l'inconnue principale v

k >k+1 =

Avk,k+1 et les n — 1 inconnues secondaires dont la discontinuité de déplacement l~). Il
est donc possible de déterminer toutes les n — 1 inconnues secondaires en fonction de l'inconnue

principale grâce aux équations (4.29). Au paragraphe C.2 de l'annexe C, on propose une méthode

pour aboutir, à partir des coefficients de la matrice constante k 1 dans (4.30), à la relation de

proportionnalité cherchée :

1z'
k+1 {x,l ) = 0„zA fc+1 (z,Z+) (4.31)

où 0V est une constante dépendante des caractéristiques élastiques du multicouche et de l'épaisseur
des couches. L'expression de 0„ est déterminée analytiquement dans l'équation (C.23) à partir des
définitions (C.19) à (C.21) dans l'annexe C. Cette relation de proportionnalité est valable aussi

pour le cas où n = 2 puisque l'équation de comportement (4.29) pour l'interface k = 1 (j = k)
donne directement :

73
,k+\x,r) = ^ (e 1 S}/ + e

2 S2 ) v
k ' k+1 (x,l+ ). (4.32)

Nous avons ainsi déterminé la discontinuité de déplacement normal à l'interface délaminée en fonc-
tion du seul effort d'arrachement en pointe de fissure. Grâce à cette équation, on peut remarquer

qu'une discontinuité de l'arrachement v
k >k+1 au passage du front de délaminage entraîne une dis-

continuité 73'
+1 (x,Z

-

) non nulle.

Terminons cette partie en insistant sur le fait que le calcul de cette discontinuité n'a un sens

que pour le cas des lèvres de fissures ouvertes, c'est à dire pour j
k,k+1 (x,l~) = \!)vv

k *k+l {x, l+ ) > 0.

Enfin, puisque 0v est strictement positif pour nos empilements, les calculs ci-dessus n'ont un sens

que pour le cas où vk,k+1 (x, l+ ) > 0. Cela veut donc dire que la contribution du terme Gi du mode
I (défini dans la relation (4.20)) dans le taux de restitution d'énergie G écrit en (4.19) devient :

GI = ïJ[vk 'M (x,l+ )]
+)

2

\vk ' k+1 (x, /+ )] +
étant la partie positive de vk,k+1 (x,l+ ). Ainsi nous n'avons plus à parler de lèvres

de fissures ouvertes ou fermées, la contribution de G/ sous la forme écrite ci-dessus s'annulant

automatiquement quand il le faut.
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4.4.4 Propositions de critères de délaminage en taux de restitution d'énergie.
Cas du modèle M4-5n.

D'après (4.19), (4.26) et (4.31), la densité linéique de taux de restitution d'énergie G calculée

par le modèle M4~5n s'écrit tout simplément :

G(x) =

^ 0n (rk ' k+l (x,l+ )^) +V>22 (rk ' k+1 (xj+ )^j
+ (012+021 )Ti ,k+1 (x,l+ )T% ,k+l {x,l+ )

2'

+01/ k,k+l (x,l+ ) (4.33)

où on rappelle que les coefficients 0n, 0i2, 02i, "022 et ij)u sont des constantes déterminées analy-
tiquement dans l'annexe C et qui dépendent des caractéristiques élastiques du multicouche et de

la position du délaminage suivant l'épaisseur du multicouche. Alors, d'après l'équation (4.33), le

critère de Griffith (4.12) est pour un multicouche et un type de délaminage donnés, équivalent à

un critère en effort d'interface en pointe de fissure pour notre modèle M4~5n.
Par ailleurs, les taux de restitution d'énergie individuels G/, G// et G/// dans (4.20) s'écrivent :

G,=t„([vk >k+i (x,i+)] +y
G11 = 022 (rk,k+l (x,l+ )^ +il;2iTk,k+l {xJ+ )Tk,k+1 {x,l+ )

GIII = 011 + i/;i2T% ,k+1 (x,l+ )Tk,k+1 {x,l+ )

(4.34)

Le critère de Griffith devient alors :

G/ + GH + Gui > Gc
. (4.35)

Ainsi, si on considère que Gc dépend uniquement du matériau, le seul paramètre Gc piloterait le

délaminage. Il suffirait alors d'effectuer un type d'essais pour identifier Gc
pour appliquer ensuite

le critère et la valeur Gc trouvée à des essais quelconques. Cependant, dans la littérature, nous

trouvons des essais qui prouvent que le taux de restitution d'énergie critique Gc dépend du mode

de fissuration [Wang, 1989], [Whitney, 1989]. On peut alors chercher des critères universels de type

f (Ch Gn GhA
\Gc

j Gc
n GC

IU) ~

et à ce stade une longue campagne d'essais serait nécessaire pour identifier la fonction / et les taux

de restitution d'énergie critiques Gj, Gc

n et GC

IU des modes individuels [Guedra-Degeorges, 1993].
Pour l'application que nous allons faire dans la suite, des délaminages en mode III quasi-pur, nous

pouvons nous contenter du critère de Griffith écrit en (4.35).

Cas du modèle M4-2n+l.

Pour calculer le taux de restitution d'énergie d'un multicouche fissuré sans ouverture des

lèvres de fissures, on aurait obtenu de façon analogue

G(x) = 1 r)n (rk ' k+l (x, /+)) + 7722 (rk,k+l {x, l+ )^j
+(^12 + r]2i)Tk,k+1 (x,l+ )rk,k+1 (xJ+ ) (4.36)



130 CHAPITRE 4. MODÈLE ÉLASTIQUE FRAGILE ET CRITÈRES DE DÉLAMINAGE.

où les coefficients r/n, 7/12, 7722 et 7721 sont des constantes dépendantes de l'empilement et sont

déterminées par une méthode analogue à celle de l'annexe C pour le calcul des coefficients du M4~
5n. Pour le modèle M.4-2n+l, le critère de Griffith (4.12) est aussi équivalent à un critère en effort
d'interface en pointe de fissure. Dans l'expression du taux de restitution d'énergie, nous identifions
les contributions G// et Gm des modes II et III de fissuration respectivement. Leurs expressions
sont

Dans la suite, le critère de délaminage en cisaillement que nous allons utiliser avec le modèle M4~
2n+l est

Les critères écrits ci-dessus sont évidemment utiles pour l'étude de la propagation du délaminage.
Nous allons voir dans la suite comment ils peuvent aussi servir à la prédiction de l'initiation du

délaminage. Les taux de restitution d'énergie critiques Gc calculés par nos deux modèles seront

alors déterminés moyennant des essais d'initiation de délaminage en mode III.

4.5 Application du critère à l'initiation du délaminage d'un (±0n ) s .

Nous avons vu ci-dessus, que le calcul du taux de restitution d'énergie suppose l'existence d'une
fissure. Or, l'initiation du délaminage est le passage d'un état sain à un état fissuré à l'interface.

Cependant, Griffith explique dans [Griffith, 1920] qu'il existe des micro-fissures préexistantes dans
le matériau, celles-ci peuvent être dues à l'usinage des bords ou bien à des défauts de matière. Dans
notre cas, d'après les observations expérimentales du paragraphe 1.4.2 du chapitre 1, nous avons

confirmé la présence de micro-fissures dues au chargement avant l'amorçage du délaminage (voir
figures 1.12 et 1.13). Nous pouvons donc utiliser le critère en taux de restitution d'énergie pour
prédire l'initiation du délaminage.

Néanmoins, le calcul du taux de restitution d'énergie à l'initiation du délaminage est encore

à effectuer. Prenons le cas du problème de bord libre, déjà classique dans ce mémoire. Dans la

littérature, lorsqu'on utilise des calculs 3D, le passage à la limite d'une longueur de fissure l > 0 à
une longueur nulle donne en général des taux de restitution d'énergie nuls [Leguillon, 1998]. Pour les
calculs 3D, le critère de Griffith tel qu'il est, ne peut alors prédire l'amorçage du délaminage, à moins
d'identifier une longueur l > 0 caractéristique de la profondeur des microfissures préexistantes. Par
contre :

- si nous utilisons notre modèle simplifié M.4~5n pour évaluer les contraintes et si on fait un

passage à la limite d'une longueur de fissure l > 0 à une longueur nulle, le taux de restitution

d'énergie par unité de longueur d'éprouvette écrit en (4.33) devient :

Gn = V22 (rkM1 (x,l+ )^j +T]2iT
kM1 {xJ

- {-)TkM1 (x,l+ )

GIII = 7711 (r1
fc,fc+1 (a;,/+ )) + ï]i2 T

k,k+l (x ,l+ )Tk,k+1 (xJ+ )
(4.37)

Gn + Gm > Gc
.

k,k+l k*k-\-1 , /

1 r2 +4>v
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si nous utilisons la modèle M4~2n+1, nous pouvons aussi faire un passage à la limite pour

définir le taux de restitution d'énergie à l'initiation du délaminage

G = \ [rçn (^f' fc+1 ) + V22 (T2
M+1 ) + (7712 + r)2i)D ,k+1

T.
k ,k-\-1
2 (4.39)

Puisque ces expressions (4.38) et (4.39) sont non nulles, le problème d'identification de la longueur
caractéristique de la profondeur des microfissures ne se pose pas pour nos modèles M4~5n et

M4~2n+1. Enfin, les efforts d'interface rf' fc+1
, T2

,k+1 et v
k >k+1 dans (4.38) et (4.39) peuvent être

calculés par nos deux logiciels et les coefficients qui apparaissent dans ces relations peuvent aussi

être calculés par les expressions données dans l'annexe C.

Nous nous intéressons maintenant au cas d'un (±0n )s en traction. D'après les calculs élastiques
effectués avec nos deux modèles dans la partie précédente, le délaminage aux interfaces 9/ — 6

dans les empilements (±0n ) s en traction est de type mode III pur. Nous exploitons ici les résultats

expérimentaux du chapitre 1 pour le T700/CTE1-15 et de Marion [Marion, 2000] pour le T800-914.

D'après ce qu'on a dit concernant le maillage multiparticulaire au paragraphe 4.2.1 pour les

matériaux fragiles, nous modélisons, moyennant nos modèles M4~2n+1 et M4~5n, les éprouvettes
(±9n ) s par des multicouches à 4n couches :

(e, 0, -9, -o) s .

n fois n fois

A l'initiation du délaminage, nos deux logiciels DEILAM (M4~5n ) et celui dans lequel on a pro-

grammé les équations du M4~2n+1 donnent les efforts d'interface qui apparaissent dans les critères

(4.38) et (4.39). On rappelle que les cisaillements T
" ,n+1 à l'interface n, n + 1 (9/ — 9) sont les seuls

efforts d'interface non négligeables. Enfin, la valeur au bord des efforts de cisaillement r"' 71-1" 1
est

la valeur maximale de cet effort d'interface.
Afin de calculer le taux de restitution d'énergie pour nos multicouches symétriques (±#n ) s , nous

avons modifié légèrement les calculs des coefficients ipap et rjap dans l'annexe C pour prendre en

compte les symétries et donc le fait qu'il existe 4 fissures au lieu d'une. Malgré tout, la méthode de

calcul reste la même.

Puisque le cisaillement r
"'n+1 à l'interface 9/ — 9 dans le (±0n ) s est prépondérant devant les

autres efforts d'interface pour nos deux modèles, le taux de restitution d'énergie associé à l'initiation
de chacune des 4 fissures s'écrit d'après (4.38) et (4.39)

G = Gm = ic(n, 0) (r?-n+1 (b))
2

(4.40)

où Tn,n+1 (b) est la valeur du cisaillement au bord et c est une constante qui dépend du modèle, de

n et de la valeur de 9. L'expression de c, pour notre multicouche symétrique, se déduit trivialement
de l'expression des coefficients ipn ou de 7711 qui apparaissent dans (4.38) et (4.39).

A ce stade, il est intéressant de regarder l'évolution de c(n, 9) pour les empilements que nous

avons testés. Sur les tableaux 4.9 et 4.10, nous avons écrit les valeurs de c pour les différents

empilements et pour les deux modèles. Nous remarquons tout d'abord, que pour les matériaux

ayant des modules de cisaillement Gln et Gtn égaux comme le T700/CTE1-15, le coefficient c

calculé pour nos deux modèles ne dépend pas de l'angle et ne varie pratiquement pas en fonction

du nombre de couches (voir tableau 4.9). Par contre, si ces modules sont différents (c'est le cas du

matériau T800/914, cf. [Marion, 2000]), le coefficient c peut dépendre sensiblement de l'angle (voir
tableau 4.10).
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c Modèle M4~5n Modèle M4~2n+1
10-15

m
4 /J (±10„). (±20n ) s (±10„)s (±20n ) s

n = 1 5,8 5,8 15,5 15,5
n = 2 5,5 5,5 13,6 13,6
n — 3 5,5 5,5 13,5 13,5
n = 4 5,5 5,5 13,5 13,5

Tab. 4.9 - Valeurs du coefficient c dans l'expression du taux de restitution d'énergie (matériau
T700/CTE1-15).

c Modèle M4~5n Modèle M.4~2n+1
en 10

~ 15
m

4 /Jr (±10n ), (±20n ), (±10„), (±20„),
n = 1 7,7 8,0 20,6 21,4
n = 2 7,3 7,6 17,9 18,1
n = 3 7,3 7,6 17,9 17,8
n = 4 7,3 7,6 18,0 19,0
n = 5 7,3 7,6 17,7 17,8
n = 8 7,3 17,6

Tab . 4.10 - Valeurs du coefficient c dans l'expression du taux de restitution d'énergie (matériau
T800-914).

Le coefficient c peut cependant être considéré comme une constante. Si bien que Gm = G est

proportionnel à r"'n+1 (cf. équation (4.40)). Proposer un critère du type

G = MT
"'"+1(6))

2
= GC

est donc dans ce cas équivalent au critère

(Tn,n+ 1 ( 6))2 = (tc)2
proposé précédemment au paragraphe 4.3. Il s'agit là d'une véritable justification énergétique de
ce critère en contrainte.

Pour déterminer les valeurs des taux de restitution d'énergie critiques G7//
= Gc des deux

modèles par les essais, nous déterminons le taux de restitution d'énergie au moment de l'amorçage
du délaminage pour chaque empilement. Pour ce faire, on calcule les déformations mesurées au

moment du délaminage à partir des contraintes critiques de traction mesurées (voir tableaux 4.3
et 4.4) et des modules d'Young théoriques. Puis, on obtient grâce aux logiciels les cisaillements
r

n,n+î
au ]30r(j prévus par le M4~5n et le M4~2n+1 au moment du délaminage. Finalement, on

utilise la formule (4.40), et on obtient les valeurs des taux de restitution d'énergie à l'initiation du
délaminage. La moyenne de ces valeurs donne les taux de restitution d'énergie critiques G'jjj = Gc

des modèles. Sur le tableau 4.11, nous avons écrit les valeurs des Gc
pour les matériaux testés et

les modèles utilisés.
A ce stade, il est intéressant de déterminer à partir du critère d'initiation de délaminage trouvé

G = Gc

ni , les chargements théoriques à l'amorçage du délaminage. Sur les figures 4.21 et 4.22
nous avons tracé les chargements critiques prévus par les critères G = Gc

in pour les matériaux
T700/CTE1-15 et T800-914 respectivement. Nous avons rajouté sur ces courbes les prédictions des
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Gç 11
en J/m2 Carbone-époxy T700/CTE1-15 Carbone-époxy T800-914

Modèle M4-5n 196 208

Modèle M4~2n+1 304 332

Tab . 4 .11 - Valeurs de Gc

in pour chaque modèle.

critères en cisaillement maximal Tn,n+1 = r
c de la section précédente. Nous avons aussi placé les

points expérimentaux plus/moins un écart-type pour pouvoir comparer aux essais. Nous confinions

sur ces courbes que les critères en taux de restitution d'énergie et en cisaillement maximal donnent

pratiquement les mêmes prédictions, et ce pour nos deux modèles et pour les deux matériaux. Encore

une fois, nous voyons que nos critères reproduisent correctement les effets d'épaisseur mesurés

expérimentalement.

1000

1 1 1 1 1 1 . , ,

A

'—» • ■ i • ■ 1 1 i ■ ■ ■ •

□ G = Gc
, M4~5n

; l G = GC
, \

(±10n )é
x essais

800 -,r
SJ

a, - I
_ 1

a
o)

A f
b 600 (±20„) S

i !

-

1 I1 1
400 __

A ri = r
c

, A44~2n+l■ n = t
c

, A44~5n

0 1 2 3 4 5
n

F ig. 4.21 - Charges critiques des multicouches (±0n )s en traction (matériau T700/CTE1-15).

Sur le tableau 4.12, on a calculé les erreurs commises par les prédictions des critères en taux

de restitution d'énergie par rapport aux chargements critiques mesurés. Les prédictions sont très

correctes, les meilleures étant pour les multicouches T700/CTE1-15 dont nous contrôlons mieux

tous les aspects.

erreur en % Carbone-époxy T700/CTE1-15 Carbone-époxy T800-914

Modèle M4~5n < 5,5% < 15,1%
Modèle M4~2n+1 <7,8% <14,1%

Tab. 4.12 - Erreurs des prédictions.

Finalement, nous pouvons faire les mêmes remarques que pour les critères en cisaillement maxi-

mal. Les valeurs des taux de restitution d'énergie critiques dépendent du modèle choisi et de

l'épaisseur de la couche modèle (voir paragraphe 4.2.1). Si on change de modèle ou d'épaisseur
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F ig . 4.22 - Charges critiques des multicouches (±0n )s en traction (matériau T800-914).

de couche modèle , nous devons reprendre le travail d'identification et on trouvera sûrement des
valeurs de taux de restitution d'énergie critique différentes.

4.6 Conclusion.

Nous avons construit deux types de critères d'initiation de délaminage. Le premier type de
critères porte sur les valeurs maximales des efforts d'interface. Le deuxième est issu du passage à la
limite du critère de propagation de délaminage portant sur les taux de restitution d'énergie. Pour
ce cas, le critère de délaminage a été calculé par la méthode de refermeture de fissure [Bui, 1978].
Un travail supplémentaire a été effectué afin d'exprimer le taux de restitution d'énergie en fonction
des efforts d'interface en pointe de fissure. Par ce travail, nous avons pu justifier énergétiquement
le premier critère pour le cas du délaminage en mode III des matériaux testés. Moyennant des
essais de traction sur des empilements (±0n ) s où 6 =10 et 20 (délaminage en mode III), on a

identifié le cisaillement critique r
c et le taux de restitution d'énergie critique Gc qui apparaissent

dans les critères. Ces grandeurs dépendent cependant du modèle utilisé, et notamment du maillage
multiparticulaire choisi. Pour que ces grandeurs soient utiles, il faut travailler avec la même épaisseur
de pli physique qui a servi pour l'identification et garder l'épaisseur de pli physique comme épaisseur
de couche modèle pour les calculs. Si on utilise une épaisseur de couche modèle différente, le travail
d'identification est à reprendre.

Même si les deux types de critères d'initiation de délaminage se sont avérés pratiquement
équivalents pour les matériaux testés, les critères issus de l'analyse des taux de restitution d'énergie
ont un fondement plus solide que les critères en cisaillement maximal.

Nous avons aussi montré, que la fissuration des empilements (±25n , 90n/2 ) s en traction peut être
interprétée dans le cadre de l'élasticité à l'aide de notre modèle A44~5n et de la prise en compte d'un
effet d'échelle de volume. Nous avons reproduit avec une très bonne précision l'effet d'épaisseur sur

l'initiation de la fissuration pour les empilements (±25n , 90n/2 ) s . Ce point nous conduit à réfléchir
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sur une méthodologie expérimentale qui fasse apparaître de vraies fissures aux interfaces en mode

I.

Tous les critères de délaminage que nous avons construits ont prédit avec précision l'initiation du

délaminage observée au chapitre 1 de ce mémoire pour les empilements (±6n ) s en traction (6 = 10 et

20). Ce travail a aussi été effectué pour les tests de traction dans [Marion, 2000] pour le même type
d'empilements. Ces critères supposent que les matériaux sont élastiques fragiles. Cependant, d'après
le chapitre 1, nous avons mis en évidence un phénomène de glissement d'interface qui peut perturber
localement les champs. On se demande alors comment nos critères peuvent prévoir l'initiation du

délaminage alors que le phénomène de glissement a eu lieu bien avant l'initiation du délaminage. Au

chapitre suivant, après la construction d'un critère de délaminage prenant en compte la plasticité
d'interface, nous expliquerons les raisons pour lesquelles notre approche élastique fragile fonctionne

pour la prédiction de l'initiation du délaminage.
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Chapitre 5

Glissement d'interface et critère de

délaminage.

5.1 Introduction et bibliographie.

Nous avons vu au chapitre 1 qu'il existe un phénomène anélastique aux interfaces 9/ — 9 des

empilements (±0n ) 5 en traction. Puisque nous considérons les interfaces comme des entités 2D,
le phénomène anélastique est appelé glissement d'interface et il a lieu avant le délaminage des

empilements. Les essais ont prouvé qu'une valeur critique du glissement semble gouverner l'initiation

du délaminage. Ce glissement est d'origine plastique et est dû à l'effet de bord sur les cisaillements

aux interfaces 9/ — 9. Dans ce chapitre, à l'aide du M4-2n+l et de modèles de plasticité, nous

allons calculer analytiquement le glissement d'interface et nous établirons des critères de délaminage
en glissement maximal. Mais avant cela, nous faisons ci-dessous une brève bibliographie sur les

théories développées par certains auteurs et pouvant être prises en compte pour la modélisation du

glissement d'interface et la prédiction du délaminage.

Une première approche des phénomènes non linéaires aux interfaces peut être l'introduction

de l'endommagement aux interfaces [Talreja, 1989], [Allix, 1992]. Les modèles élastiques avec en-

dommagement aux interfaces prévoient la progression d'une zone d'endommagement qui provoque
l'initiation et la propagation du délaminage (l'indicateur d'endommagement vaut alors 1). Dans

[Allix et al., 1998], on trouve un lien entre les calculs par la mécanique linéaire de la rupture et la

mécanique de l'endommagement moyennant une analyse des puissances dissipées pendant la pro-

gression du délaminage en régime permanent. Cependant, une approche élastique endommageable
ne permet pas de rendre compte des glissements d'interface. Il faut alors enrichir la modélisation et

faire une approche élastoplastique avec endommagement par la prise en compte de discontinuités
des déplacements aux interfaces comme il est suggéré dans [Allix, 1992].

Afin d'étudier l'initiation du délaminage et sa propagation, certains auteurs ont utilisé des

modèles d'interfaces imparfaites (la raideur de l'interface est finie) avec des lois d'adoucissement
linéaires [Schellekens et De Borst, 1994], [Schipperen et Lingen, 1999], [Bui et al., 2000]. Les efforts

d'interface (i variant de 1 à 3 et 3 étant la direction normale à l'interface) sont reliés aux

discontinuités des déplacements 7^ par une loi schématisée sur la figure 5.1. Le délaminage a lieu

lorsque la discontinuité atteint une valeur critique 7?. Dans [Schellekens et De Borst, 1994], on

propose un potentiel de plasticité avec radoucissement orthotrope et un écoulement normal pour
calculer l'évolution de la discontinuité. Les simulations se font moyennant des éléments finis avec
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des éléments solides dans les couches et des éléments de type "interface" aux interfaces. Les auteurs
obtiennent après identification des simulations de délaminage en mode I. Pour ce même type de
fissuration, dans [Schipperen et Lingen, 1999], on trouve une validation des simulations avec un

modèle d'interfaces imparfaites élastiques endommageables par une comparaison avec des essais. Il
s'agit d'une analyse non-linéaire de la rupture qui est peu sensible à la finesse du maillage. Il nous

semble que ces types de modèles pouvant rendre compte des glissements d'interface de nos essais
n'ont pas été confrontés aux délaminages en mode III. De plus, le glissement d'interface sempble ne

pas avoir été mis en évidence expérimentalement dans ces travaux et aucune corrélation n'a donc
été faite entre les éventuelles valeurs de glissement calculées et mesurées.

&iz ^

Fig. 5.1 - Comportement de l'interface.

Afin de calculer les glissements d'interface dans des multicouches (±0n )s en traction, nous

proposons dans ce chapitre une analyse élastoplastique (d'une certaine façon semblable à celle de

[Schipperen et Lingen, 1999]) des interfaces par le M4~2n+1 avec deux modèles de plasticité. Les
calculs seront effectués analytiquement et par un souci de simplicité nous n'intégrerons pas dans
ce mémoire l'endommagement des interfaces. Le but du calcul du glissement d'interface sera la

prédiction du délaminage par un critère en glissement maximal. Nous ne modéliserons pas ici l'effet
d'épaisseur sur le délaminage car les calculs deviendraient trop lourds mais nous verrons que le
critère permet de prédire le délaminage de façon très précise pour les valeurs d'angles testées. Nous
vérifierons au passage la description correcte du glissement au bord mesuré au chapitre 1 en fonction
du chargement (cf. figures 1.16 à 1.21).

Dans un premier temps, nous présentons une méthode de calcul analytique des champs dans
les empilements (±0n ) s en traction en présence de glissements et deux modèles de plasticité pour
calculer ces glissements. Nous montrerons ensuite le fonctionnement des modèles par l'application
des calculs au cas d'un cycle de chargement. Puis, nous ferons une identification des paramètres
dans les modèles par nos essais et nous ferons des prédictions sur l'initiation du délaminage par un

critère en glissement maximal. Nous terminerons par une corrélation entre les critères de délaminage
développés dans ce chapitre et les critères du chapitre précédent issus d'une analyse élastique.
Nous étudierons alors les liens énergétiques entre ces deux critères, critères qui s'avéreront être
équivalents.

5.2 Calcul du glissement d'interface.

Il s'agit d'évaluer le glissement aux interfaces 6/ — 6 des empilements (±0n )s en traction du
chapitre 1 à l'aide du modèle M4~2n+1. Les multicouches sont modélisés par des quadricouches
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(±6) s dont l'épaisseur est proportionnelle à n. De cette façon, les calculs analytiques seront d'une

complexité raisonnable.

5.2.1 Description du problème.

L'éprouvette modèle (±9) s considérée occupe le domaine — L < x < L, — b < y < b et — 2ep
<

z < 2ep . Le multicouche modèle est soumis à une déformation uniforme e suivant l'axe x. On rappelle
que les contraintes résiduelles ne sont pas prises en compte puisqu'il est communément admis que

l'effet de la variation de la température est compensée par l'effet de l'humidité [Hahn, 1976].

b — a b — a
^►

2b

Fig. 5.2 - Géométrie.

La plasticité d'interface des éprouvettes (±0) s en traction n'a pu être observée et mesurée qu'aux
bords. L'effet de bord sur les cisaillements d'interface, les symétries et l'uniformité du glissement
d'interface le long des éprouvettes nous laissent penser que la plasticité d'interface se propage au fur
et à mesure du chargement à partir des bords sous la forme de quatre bandes de même largeur b — a

constante (voir figure 5.2). En supposant que les déformations et les contraintes sont indépendantes
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de x, les symétries nous permettent de nous restreindre au quart de cellule sud-est (déjà classique
dans ce mémoire) noirci sur la figure 5.2. Pour calculer les glissements et leur évolution, on se

contentera d'une analyse élastoplastique aux interfaces. Compte tenu des microfissures observées sur

les figures 1.12 et 1.13 avant le délaminage, il est clair qu'une modélisation complète des interfaces
ferait aussi intervenir l'endommagement. Malgré tout, nous verrons plus loin que notre modélisation
donne des résultats très satisfaisants.

Notre étude dans le quart de cellule se fera sur deux zones différentes (voir figure 5.3) :

- Zone I définie pour 0 < y < a. Sur cette zone le comportement est élastique.
- Zone II définie pour a < y < b. Sur cette zone le comportement est élastique dans les couches

mais plastique aux interfaces. Nous modélisons les interfaces par des entités 2D, la plasticité
d'interface induit donc un champ de discontinuité

2
1>2 (y) = 7i(ykr + 72 (y)ey

des déplacements à l'interface 6/ — 0.

i
z = 0

interface

plastifiée

Conditions

-e
z eP couche 2

= 0 y =

z = -2e ^
p couche 1

a y =

Conditions
de bord libre

zone I

élasticité
zone II

plasticité

F ig. 5.3 - Problème simplifié.

Dans la construction du modèle M4~2n+1 au chapitre 2, nous avons supposé que le glissement
7 était une donnée du problème. De la même façon, nous allons supposer dans un premier temps
que 7 et a sont donnés, c'est à dire qu'ils jouent le rôle de variables d'état du problème de même que
la déformation imposée e. Nous écrirons les équations élastiques du problème et par leur résolution
nous déterminerons les efforts et les déplacements généralisés en fonction de e et des "données"

7 et a. Ensuite nous adopterons des critères de plasticité et une loi normale d'écoulement pour
déterminer ainsi les variables d'état en fonction d'un paramètre de chargement convenablement
choisi. Finalement nous serons en mesure de calculer les valeurs des efforts et des déplacements
généralisés en fonction du paramètre de chargement.

5.2.2 Résolution en fonction des variables d'état.

Nous allons évaluer les contraintes et les déplacements avec le modèle M4~2n+1 sur les zones

I et II en fonction de a, de 7 et de e.

Champs généralisés du M4~2n+1.

Compte tenu de l'hypothèse d'invariance par translation, les déplacements généralisés du modèle
sont :



5.2. CALCUL DU GLISSEMENT D'INTERFACE. 141

- le champ des déplacements dans le plan de la couche i pour i G {1,2} (voir équation (2.23))

Ûl (x,y) = f €X ^ avec e= ^ yl cont inus sur [0,6] (5.1)

- le champ de déplacement normal du multicouche (cf. équation (2.39))

w(y) — 0 (pour des raisons de symétrie). (5.2)

Les efforts généralisés sont :

- les efforts membranaires de la couche i pour i G {1,2} (cf. équation (2.9))

^(y) = ( ^(y) iv^ly) ) avec JVl' 2 et N>n continus sur '°' 6l

- les efforts de cisaillement à l'interface entre les couches 1 et 2 (cf. équation (2.12), les efforts
de cisaillement à l'interface entre les couches 2 et 3 sont nuls pour des raisons de symétrie)

*»> - ( ) -

Equations du modèle.

D'après l'équation (2.41), l'équilibre de la couche i (i G {1,2}) s'écrit

Na2 '{y) = (-l)Va(y) (5.3)

En ce qui concerne le comportement , nous allons nous contenter d'une analyse élastique dans les
couches et élastoplastique aux interfaces. Puisque l'endommagement n'est pas pris en compte dans
la modélisation, les souplesses apparaissant dans le modèle M4~2n+1 ne changent donc pas. Pour

simplifier l'expression des équations de comportement, on définit les tenseurs S1 et Sq représentant
respectivement la souplesse de contrainte plane et la souplesse du cisaillement de la couche i. En
notation de Voigt, leurs expressions sont données, aux équations (3.29) et (3.30). Ainsi, les équations
de comportement membranaire de la couche i (i £ {1,2}) s'écrivent d'après (2.92) et (2.63)

« \ èi (Nu(y) \
v' 1

= - (5-4)
n" j e"\ N[2 (y) )

En présence d'un glissement d'interface 7 (7 est nul sur la zone I mais non nul sur la zone II),
l'équation de comportement d'interface (2.93) s'écrit d'après (2.89)

U\ (?\
~ "fi] ) - ( ^ (!{, +§%) ( ) (5.5)

v
z {y)-v 1 (y) J \ 72 {y) ) 3 V Q Q J \ r2 (y) )

Les conditions aux limites du problème sont les
- conditions de symétrie en y = 0

td(0) = u
l (0) = 0 avec i G {1,2} (5.6)

- conditions de bord libre en y = b

Nl2 (b) = Ni2 (b) = 0 avec i € {1,2} (5.7)
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Simplification des équations.

La première ligne de l'équation (5.4) donne

& p

AT l
—

12 Ni 16 AT» I p
r (KiVn

-

^T iV22
-

7^ iV i2 + -^T e (5.8)
°n °n °ii

Donc, en posant u1,2 = u
2

— u
1 et u

1 ' 2 = v
2

— v
1 et en utilisant les lignes 2 et 3 de l'équation (5.4),

on obtient

«'■2 '
=

Tn^ +tn^ + ^-(tn^ + Tn^(5 ' 9 >
CP Cp \ Cp Cp J ji /

1,2<
= 7"^ + + fre - (7-^22 + f-^12 + f!^) (5.10)

cp ep \ ep ep o-Q /

u

ou

^ = (s^2 " ff-) , B' = (55e - et C" =^66 -^ (5.11)

Par ailleurs, les équations d'équilibre (5.3), la condition de bord libre (5.7) et la continuité de N^2
sur [0,6] donnent

K2 = ~Ki- (5-12)
Alors les équations (5.9) et (5.10) donnent

12 , B2 + B\a C2 + C\ rl (Sh sh\ , ,« ' = -—

22 —IV12 + Ur-# H (5.13)
eP Cp Dn /

12 , A2+ A 1
, B2 + B\rl , vV

1 ' 21
= JV&- — + ( -

çT ) e (5.14)
Cp Cp x 0 !! °11/

Pour simplifier les équations et alléger les notations, on écrit pour la couche à 6 (couche 1)

/ S'il S12 Sl6 \
_ / c c \

5' = Sn S22 526 et Sj,= Squ (5.15)
V 5l6 S26 SeJ SQ

et donc pour la couche à — 9 (couche 2)

S'il Si 2 —Si6
S12 S22 —S2

-S\6 -S26 S66

Donc

Su S12 -Si6 \ / c o \
<Si2 S22 -S26 I et Sq = f Ql2 ) (5.16)
-A- <7- / V -^12 Q22 y

Sfg S,7 5,2, S?
>
2

*11

et d'après (5.11)

16
_ _£i6 £12 _ £12

C2 cl ' ç2 cl
"Il *"11 *"11 *"11

A2
= A\ B2

= -B l et C2
= C 1

.
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Alors, les équations (5.13) et (5.14) deviennent

u1,2' = _2^12
_ 2|i,

„1,2< = -2—Ni,
ep

Donc, si on dérive ces deux équations on obtient en utilisant les équations d'équilibre (5.3)

u1,2" = 2—ri et v 1,2"
= 2—T2

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Par ailleurs, le comportement d'interface (5.5) donne après utilisation des souplesses définies en

(5.15) et (5.16)
u1,2 - 7i = -ttSquti et u

1 ' 2
- 72 = ^-Sq 22t2 (5.20)

Les équations (5.19) et (5.20) nous permettent d'écrire

(5.21)

Nous allons résoudre ces équations sur la zone I (71 et 72 sont des données nulles) et sur la zone

II (71 et 72 sont des données quelconques) de la figure 5.3. La résolution de ces deux dernières

équations différentielles sur chaque zone nécessite deux conditions aux limites par équation.

Sur la zone I, le premier jeu de conditions aux limites provient de la symétrie du problème (5.6) :

u^'2 (0) = 0 et u 1)2 (0)=0 (5.22)

Au niveau du "raccord" y = a il faut introduire des paramètres qui joueront le rôle

de conditions aux limites. Nous choisissons en y = a la condition aux limites suivante

u 1,2 (a) = ur et v L,z (a) = vr
- (5.23)

Sur la zone II, on choisit le premier couple de conditions aux limites suivant :

u1,2 (a) = ur et v l,2 (a) = vr (5.24)

Le deuxième couple de conditions aux limites est obtenu à partir de la condition de
bord libre (5.7) et des équations (5.17) et (5.18) :

u
1 ' 2» = -2^-e et v1,2 '(b) = 0

S11
(5.25)

Avec ces choix de conditions aux limites, on assure la continuité des déplacements en y — a pour

n'importe quelles valeurs des paramètres ur et vr choisies. En résolvant les équations (5.21), on

trouve ainsi deux familles de solutions u 1,2 et v 1,2 engendrées par les paramètres ur et vr. Les

équations (5.20) donnent les efforts de cisaillement t\ et r2 en fonction de ur et vr respectivement.



144 CHAPITRE 5. GLISSEMENT D'INTERFACE ET CRITÈRE DE DÉLAMINAGE.

Finalement, à partir des équations (5.17) et (5.18) on détermine les solutions N{2 et N22 en fonction
des paramètres ur et vr respectivement.

Par définition, les déplacements sont continus en y = a ; cependant, un seul jeu de valeurs
(ur,vr ) permet de vérifier la continuité des efforts N22 et N[2 en y = a. Le bon jeu de valeurs sera

donc déterminé par les équations N22 (a~) = N22 (a+ ) et N[2 (a~) = N[2 (a+ ).

Résolution des équations en fonction des variables d'état.

D'après la méthode de résolution détaillée au paragraphe précédent, sur chaque zone, nous avons

à résoudre deux systèmes d'équations découplés. Le premier système fait intervenir ur , u 1,2
, N[2 ,

t\ et 7i et le deuxième fait intervenir vr , v 1,2
, N22 , 72 et 72.

Dans la suite, les équations feront intervenir un déplacement U, une condition aux limites sur

le déplacement UR
en y = a, un effort membranaire N, un effort de cisaillement r et un glissement

7 donné. Ces grandeurs doivent être remplacées par leurs grandeurs correspondantes pour chaque
système d'équations. D'après l'équation (5.21), la résolution des deux systèmes se ramène à la
résolution sur la zone I et sur la zone II d'une équation différentielle d'inconnue U et de type,

U"(y) = J1 (U(y) - 7(y)) (5.26)

ayant pour conditions aux limites
- pour le problème I (cf. équations (5.22) et (5.23))

m= 0

U(a) = UR (5 7)

- et pour le problème II (cf. équations (5.24) et (5.25))

U{a) - UR

U'(b) = Ce
(5.28)

où Ce est une constante faisant intervenir e et donnée par l'équation (5.25).
La fonction 7 est donnée et est nulle sur la zone I.

Une solution particulière de l'équation (5.26) est obtenue par une combinaison linéaire de pro-
duits de convolution de type :

P f 7 {s)ex (y ~ s^ds + q ( 7(s)eA ^y ~ s>) ds.
J0 J0

On trouve comme solution particulière
ry

—u / 7 (0) sh {u{y — s)) ds.
J a

La solution générale de l'équation (5.26) s'écrit donc sous la forme :

U (y) = a
7sh (uy) + /37ch (uy) sur [0, a]

U{y) =-u f 7(s) sh (u)(y - s)) ds + a
77sh (u(y - a)) + /3uch {u{y — a)) sur [a, 6] (^-29)

J a

où a
7

, /?7
, a

77 et /377 sont des constantes. D'après les équations (5.20), l'effort de cisaillement r est
déduit de l'expression de U (cf. (5.29)) par une équation de type

r = B{U — 7) où B > 0. (5.30)
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Ainsi, l'effort de cisaillement r vaut

145

r(y) = B (a7 sh (ccy) + /?7 ch (uy))
ry

T {y) = -Bu / 7(s) sh (u{y — s)) ds + Ba11sh (u(y — a))

+Bpnch (u(y - a)) - B-y(y)

sur [0,a]
(5.31)

sur [a, 6]

D'après les équations (5.17) et (5.18), l'effort membranaire N est déduit de l'expression de U

(cf. (5.29)) par une équation de type

U' ce
N = !—1

A A
où A est tel que VAB = u> (5.32)

Ainsi, l'effort membranaire vaut

N(y) =

N(y) =

-7 [«7 ch (uy) + /37 sh (uy)] + ^A
u

—u>

sur [0, a]
ry

/ 7(s) ch (u(y — s)) ds + a
77ch (a){y — a)) + /377sh (u(y — a))

J a
„

sur [a, b]4
(5.33)

Il reste maintenant à vérifier les conditions aux limites (5.27) et (5.28). Cette vérification nous

permet de déterminer les constantes a
7

, /?7
, a

11 et (377
:

a =

P1
=

a
11

=

PH
=

UR

shua

0

1

ch(u>(6 — a))
UR

a
u

rb

+ u 7(s) ch (u(b — s)) ds — URsh (u>(b — a))
J a

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

A ce stade, nous avons déterminé une famille de champs solution sur la zone I et sur la zone

II vérifiant la continuité du déplacement et dépendant du paramètre de raccord UR
. La valeur de

ce paramètre est donnée par l'écriture de la continuité de l'effort membranaire N en y = a. On
obtient ainsi

UR
=

sh (ua) Cf

u
+ u 7(s) ch (u(b — s)) ds

J a

(5.38)ch (a)b)
Ainsi, grâce aux équations (5.29), (5.31) et (5.33) nous avons déterminé les champs généralisés

en fonction des variables d'état 7, a et e. En écrivant un critère de plasticité et une loi d'écoulement,
ces équations permettent de déterminer numériquement 7, a et les champs généralisés en fonction
de e à l'aide d'un algorithme adéquat. Dans la suite, nous utiliserons des cas simples de plasticité
pour donner l'expression analytique des variables d'état et des champs généralisés.

5.2.3 Résolution complète pour plasticité parfaite et avec écrouissage négatif.
Dans cette partie, nous allons considérer deux types de plasticité avec une loi d'écoulement

normal. Tout d'abord on traitera le cas d'une plasticité parfaite, puis le cas d'une plasticité avec

écrouissage négatif (c'est à dire que le cisaillement seuil diminue de façon irréversible lorsque la
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discontinuité augmente). Nous verrons dans les parties suivantes que la plasticité avec écrouissage
négatif reproduit mieux les tendances des courbes expérimentales du glissement au bord en fonc-
tion du chargement (cf. figures 1.16 à 1.21). Une meilleure reproduction des courbes serait sans

doute réalisée par l'adoption d'un modèle plastique endommageable. Si le but était de reproduire
les courbes de glissement, la pertinence des modèles devrait aussi être jugée par des cycles de

chargement. Cependant, compte tenu des dispersions expérimentales, il n'est pas envisageable de

reproduire parfaitement les courbes. Le but de ce chapitre étant d'établir un critère de délaminage
en glissement maximal, on se contente d'évaluer le glissement d'interface et de vérifier que les
courbes issues du calcul respectent qualitativement les tendances expérimentales pour un charge-
ment monotone (cf. figures 1.16 à 1.21) et pour un chargement cyclique (cf. figure 1.15).

Afin de simplifier la présentation de ce mémoire, nous nous restreignons au cas d'un chargement
croissant monotone. Des phases de décharge et de recharge ont également été traitées mais nous ne

montrons ici que les résultats numériques de ces phases. La méthode de résolution pour ces deux

phases est analogue à celle que nous exposerons ci-dessous.

Par ailleurs, puisqu'un calcul élastique donne des valeurs de u
1 ' 2

, N22 et r2 parfaitement nulles, il
est naturel de supposer que ces champs et 72 sont toujours nuls lorsque les interfaces sont plastifiées.
Pour les critères et les lois d'écoulement normal que nous allons adopter cette supposition est juste
puisque le cisaillement T2 est nul au début et au cours de la plastification. Nous ne nous intéressons
donc plus au glissement 72 et aux champs v1,2

, N22 et t2 . Enfin, pour simplifier l'écriture, on gardera
les notations 7, N, r et U qui désignent respectivement 71, A^, T\, u1,2

.

Pour les cas particuliers de plasticité que nous avons choisis, la résolution du problème serait
très compliquée si on utilisait sur la zone II les équations (5.29), (5.31) et (5.33). Nous allons

plutôt introduire directement le critère de plasticité dans les équations (5.26), (5.30), (5.32) et dans

l'équilibre
N' = -r. (5.39)

Sur la zone I, les équations (5.29), (5.31) et (5.33) seront toujours utilisées. Le travail à effectuer
sera la détermination de U, AT, r, 7, a et e sur [0, b] en fonction d'un paramètre de chargement à
définir.

Plasticité parfaite avec une loi d'écoulement normal.

Nous adoptons un critère de plasticité parfaite portant sur la norme quadratique de l'effort de
cisaillement et une loi d'écoulement normal. Pour nos empilements le critère ne porte que sur la

composante r = t\ de l'effort de cisaillement et il devient

/(r) = |t| — t
c

= 0 (5.40)

où r
c est une constante. La loi d'écoulement normal s'écrit

dj = si | y _ q
avec dX > 0. (5.41)

Sur [0, a], les champs U, N et t sont donnés par les équations (5.29), (5.31) et (5.33) et (5.34)
à (5.37). La constante UR est encore à déterminer ainsi que les variables d'état a et e en fonction
d'un paramètre de chargement que nous définirons plus loin. La résolution complète dans cette
zone nécessite des équations de la zone II que nous écrivons ci-dessous.
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On rappelle qu'on traite ici uniquement le cas d'un chargement monotone croissant. Par conséquent,
puisqu'un calcul élastique sans plasticité d'interface donne des valeurs positives pour les cisaille-

ments et pour les différences de déplacement moyen, nous supposons r > 0. On peut alors écrire

T(y) = T
c sur [a, .

r{y)<rc sur [0 ,a] K }

Alors, sur [a, 6], l'équation (5.30) donne

U-7 =

j. (5.43)

L'équation (5.26) et la continuité de U en y — a nous permet donc d'écrire l'équation différentielle

(on rappelle que u
2

= AB)
U"{y) = At

c
pour y G [a, 6]

ayant pour solution générale sur [a, b]

U = ^j-{y-a)2 + a
n (y-a) + UR

. (5.44)

Pour déterminer a , nous déterminons grâce à (5.32) l'effort N sur [a, b]

C - a
11

N = —T
c {y - a) +

6

(5.45)

et en écrivant la condition de bord libre on obtient

a
11

= Ce
— Arc {b — a).

De plus, la continuité de N en y = a nous donne l'expression du paramètre U R
en fonction de a

uR =
^"-b) + CtB

u)B

Par ailleurs, les équations (5.43) et (5.44) donnent l'expression de 7

7 (y) = UR -^ + Ce (y - a) + ((y - b) 2
- {a - b) 2 ) sur [a, b]. (5.47)

Presque tous les paramètres et constantes du problème ont été déterminés. Nous allons choisir

comme paramètre de chargement l'une des variables d'état a et e. Il nous faut donc trouver une

équation supplémentaire qui relie a et e. L'étude de la continuité de 7 en y = a peut nous fournir

cette information supplémentaire.

Puisque 7 (y) = 0 sur [0, a], il est naturel de se demander si 7 est continu en y = a. En effet,
contrairement au cas élastique du chapitre 4 où la discontinuité des cisaillements au passage d'un

front de délaminage entraîne une discontinuité du champ 7, nous avons ici des cisaillements conti-

nus au passage du front de plasticité. Démontrons par l'absurde que 7(a+ ) = 0.
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Démonstration. Supposons que 7(a+ ) 7^ 0; alors, puisque / = r — r
c

sur [a, 6], la loi d'écoulement
normal que nous n'avons pas encore exploitée donne cèy > 0 pendant la phase de

chargement et par conséquent 7(a+ ) > 0. Ainsi, l'équation de comportement (5.30)
écrite en y = a+ donne

UR
= U(a+) >

B

Finalement, en utilisant encore cette équation de comportement mais cette fois-ci
en y = a

-

, on obtient r{a~) = BU(a~) = BUR > t
c
... et alors le critère est violé à

gauche du front y = a ! Ce qui est en contradiction avec l'hypothèse de non plasticité
dans la zone I (cf. équation (5.42)). Par conséquent, notre supposition 7(a+ ) 7^ 0
est fausse.

Alors, d'après (5.47)
Ur T°

~B (5.48)
et l'expression de UR écrite en (5.46) donne enfin l'équation qui relie la position du front de plasticité
a à la déformation de traction e

Ce
= Arc (b

(jO

th(o;a) B (5.49)

où on rappelle que

Ce
= -2^,^11

Compte tenu de la forme de l'équation (5.49), nous choisissons comme paramètre de chargement la

position du front de plasticité a. Cette équation (5.49) donne donc la valeur de e en fonction de a.

D'après (5.48) et (5.47) l'expression de 7 s'écrit donc

ATC

l(y) = Ce {y ~ a) + — ({y - b) 2
- (a - b) 2 ) sur [a, b] (5.50)

Maintenant que e et UR sont déterminés en fonction du paramètre de chargement a et de r
c

,

on peut donner l'expression des champs U, r et N sur la zone I grâce à (5.29), (5.31) et (5.33) et

sur la zone II grâce à (5.44) et (5.45) (ces deux dernières équations permettent d'exprimer U et N

plus simplement que les équations (5.29), (5.31) et (5.33)) :

U(y) = <

( T
°

—— sh [ujy)
B shu;a

r
cA u 2

2 [(6 y)
<

sur [0, a]

T
C

(b - a) 2 ] + Ce {y - a) + — sur [a, b]

r(y) = \ sWa Sh(w!/) sur [0, a]

l t
c

sur [a ,b]

N(y) = •

'

r
c C

ch (ujy) + sur [0, a]wshcja A

k
r

c (b -y) sur [a, b]

(5.51)
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La détermination du reste des champs généralisés est immédiate. Avec ce modèle de plasticité
parfaite nous verrons plus loin que nous sommes capables de prédire correctement le délaminage
mais la description du glissement pendant le chargement est assez imprécise. Cela nous a conduit

à utiliser un modèle un peu plus sophistiqué mais donnant de meilleurs résultats.

Plasticité avec écrouissage négatif.

Nous adoptons un critère de plasticité parfaite qui fait intervenir la norme quadratique de l'effort

de cisaillement et le glissement plastique. Nous adoptons aussi une loi d'écoulement normal. Pour

nos empilements le critère ne porte que sur la composante r = t\ de l'effort de cisaillement. Le
critère devient

/(r) = |r| - r
c (7) = 0 (5.52)

où le cisaillement critique r
c décroît linéairement en fonction du glissement 7 (voir figure 5.4)

suivant la loi :

r
c (7) = rS (l - i) . (5.53)

D'une certaine façon, ce critère donne aux interfaces un comportement analogue à celui proposé par

[Schellekens et De Borst, 1994] pour le cas de discontinuités hors plan et schématisé sur la figure
5.1 sauf que pour nous, le glissement n'apparaît que lorsque le cisaillement atteint une valeur seuil

(voir figure 5.4).

F ig . 5.4 - Ecrouissage.

La loi d'écoulement normal s'écrit

d'y = ^J-d\ si { 5! avec dÀ>0 (5.54)
or l / = 0

Sur [0,a], les champs C7, N et r sont donnés par les équations (5.29), (5.31) et (5.33). La
constante UR est encore à déterminer ainsi que les variables d'état a et e en fonction d'un paramètre
de chargement que nous devons définir, et pour cela, nous devons traiter le problème dans la zone

II.

Nous allons maintenant chercher une équation différentielle portant sur le seul champ U sur la
zone II comme pour le cas de la plasticité parfaite. Dans cette zone, le critère (5.52) est vérifié et

l'équation (5.30) devient :

BU + (^-sj 7 -ro
c

= 0. (5.55)
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Par ailleurs, en dérivant l'équation (5.32) conjuguée avec l'équilibre N' = —r et en l'injectant dans
le critère (5.52) on obtient

1 — ~ ) — ~t
~ sur M- (5 - 56 )r — Tq

/yC
Le but étant d'éliminer 7 à partir des équations (5.55) et (5.56), nous sommes obligés d'étudier
deux cas :

Cas 1 : — B = 0. L'équation (5.55) s'écrit

U = -

tj constante sur [a, b]

et donc l'équation (5.56) devient

t = 0 sur [a, b].

Ainsi l'équation d'équilibre N' = —r et la condition de bord libre en y = b
donne

N = 0 sur [a, b]
Or, l'équation de comportement (5.32) implique

n = -EL + Çi = ÇI = _ 2 *ï- e
A A A

On aboutit alors à une contradiction entre ces deux dernières équations
Q

puisque — est non nul pour les valeurs de 9 considérées et donc il ne peut
/1.

pas être nul pour toutes les valeurs de e.

Cas 2 : — B 7^ 0. On peut éliminer 7 à partir des deux équations (5.55) et (5.56) et on obtient
^ l'équation différentielle sur U suivante :

AtcB
U" = ——-——U + D dans la zone II (5.57)

r0
c

- 7
CB

où

D = At$ ' 1
r°

C

ro
- IeB

Dorénavant nous allons nous placer dans le cas 2 et nous allons résoudre dans un premier temps
l'équation différentielle (5.57) pour ensuite donner l'expression de 7, des champs généralisés, de a

et de e en fonction d'un paramètre de chargement que nous définirons plus loin.
La résolution de l'équation différentielle (5.57) nécessite elle aussi la considération de deux cas

ArcB t
c

selon le signe de —-—

0
-— et donc de -^ — B. Nous pouvons montrer sans difficulté que pour le cas

q-C
où > B, le problème admet une infinité de solutions puisqu'il n'existe pas d'équation de type

7 (a+ ) = 0 (comme pour le cas de la plasticité parfaite) et donc les paramètres a et e ne sont plus
liés et peuvent prendre n'importe quelle valeur sur [0, b]. Par ailleurs, ce cas est peu intéressant car

il semble ne pas correspondre à la réalité. En effet, nous verrons que les résultats expérimentaux
et les calculs pour la plasticité parfaite ne donnent pas des résultats très éloignés, cela veut donc
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dire que — est plutôt faible. Nous verrons dans la suite que le cas où < B donne de très bons

résultats.
7 7

Nous nous intéressons donc au cas où < B. L'équation différentielle (5.57) s'écrit donc

U"(y) = -J,2U(y) + D

où on définit

uj
11

=
ATSB

TQ
~ I

eb

En déterminant la solution générale de cette équation, nous déterminons l'expression de U sur

la zone II (y G [a, b]) :

U = a
11 sina>

n (y — a) + /311
cosa)

u {y — a) H ^
U)11

il .il. D
(5.58)

où a
11 et (311 sont des coefficients constants qui seront définis plus bas.

On déduit donc par les équations (5.32) et (5.55) les expressions de N et de 7 sur la zone II :

a
n

u
n

N = ———— cosa)
U (y — a) + ——j— sina/^ (y — a) +

(3nu
n

, Jl, a

7 =

A

BY
Byc — tq .

a
11 sina)

U {y — a) + (311
cosa)

n {y — a) +Il Il, D

uIl 2

r0
c
7

e

7
CB - TQ

(5.59)

Le critère donne alors sur la zone II

r = r0
c 1 +

BtZ
7

CB — TQ J B7
e — r,

a
11 sina>

n {y — a) + /311
cosaZ 1 (y — a) H ^aA1

11 II, D
(5.60)

Déterminons les coefficients a
11 et (311

. La continuité de U en a donne

/311
= UR

u

D

// 2

et la condition de bord libre N(b) = 0 donne

jj Ce + (3 uj s'muj11 (b — a)
a

u11 cos u)n (b — a)

Par ailleurs, la continuité de N en a permet d'obtenir l'expression de UR
:

D sinaA1 [b — a)
UR

=

1

a;cham a; sinar (6 —a)
sha;a cos u11 (b — a)

a-
uII

cosa;// (6 — a)
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A ce stade, il nous faut définir le paramètre de chargement et déterminer les variables d'état a

et e en fonction du paramètre de chargement. Nous allons choisir comme paramètre de chargement
l'une des variables d'état a et e. Il manque donc une équation suplémentaire qui relie a et e. Cette
équation va faire intervenir la loi d'écoulement normal que nous n'avons pas encore utilisée. Pour
déterminer l'équation manquante, nous procédons de la même façon que pour le cas de la plasticité
parfaite ; c'est à dire que nous démontrons par l'absurde que 7 doit être nul en y = aA pour ne pas
violer le critère en y = a~ et cette condition nous conduit à l'équation :

D sinu/7 (6 — a)

î = rjR =

uchuja u/7 sino;77 (1b-a )

a-
uii

coscvii (b-a)
sha;a cosa;77 (6 — a)

qui nous permet d'écrire l'équation cherchée qui relie a et e

r — -iL
B
Tg /a;cosa/7 (6 — a)cha;a

— a/7 s'mu11 (b — a) ) +.Il

sha;a

D sin a/7 (5 — a)
a;ii

(5.61)

où on rappelle que

Cf
= -2

5l6
Su

e.

Compte tenu de la forme de cette équation (5.61), nous choisissons comme paramètre de chargement
la position du front de plasticité a. Cette équation (5.49) donne donc la valeur de e en fonction de
a. On peut alors déterminer la totalité des champs en fonction du seul paramètre de chargement a,
et ce grâce aux équations (5.29), (5.31) et (5.33) sur [0, a] et aux équations (5.58), (5.59) et (5.60)
sur [a, b].

5.3 Simulation d'un cycle de chargement.
Les équations des cas particuliers de la plasticité parfaite et de la plasticité avec écrouissage

négatif ont été programées en langage C. Nous avons aussi programmé les équations pour la décharge
et la recharge pour chaque type de plasticité.

Afin de mieux comprendre le fonctionnement de nos modèles de plasticité d'interface, nous

allons illustrer dans cette partie l'allure de certains champs au cours d'un chargement cyclique
pour un empilement donné. Nous traiterons le cas d'une éprouvette (±103)5 en carbone-époxy. Les

caractéristiques du pli sont

El = 153,82 GPa , ET = EN = 10,61 GPa
Glt = Gln — Gtn — 5,58 GPa

vlt = VLN = VTN — 0,315
épaisseur du pli e = 0,13 mm

Pour le multicouche, la demi-largeur choisie vaut (comme dans nos essais du chapitre 1)
b = 10 mm.

Nous modélisons le multicouche par un quadricouche (±10) s de façon à pouvoir utiliser la
résolution analytique que nous avons développé dans ce chapitre. Ainsi les quatre couches du mul-
ticouche ont une épaisseur valant ev

= 3 x 0,13mm = 0,39mm.
Nous choisissons pour les cisaillements critiques des valeurs arbitraires mais que l'on sait déjà

être du bon ordre de grandeur :
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- t
c

= 46 MPa pour la plasticité parfaite (le critère de plasticité est écrit en (5.40)),
- T0

= 57 MPa et 7
e

= 15,3 //m pour la plasticité avec écrouissage négatif (le critère de

plasticité est écrit en (5.52)).
Les deux critères de plasticité sont étudiés. Nous simulons le chargement de l'éprouvette par le

cycle représenté sur la figure 5.5.

Fig. 5.5 - Cycle de chargement.

Au cours du chargement on s'est intéressé à 7 états pour chaque critère employé. Pour le cas

de la plasticité parfaite (correspondant au repère 1 dans la figure 5.5), l'état
- Al correspond à l'état initial libre d'efforts juste avant le début de la traction.
- B1 correspond à l'instant où la plasticité d'interface commence à apparaître et on verra plus

loin que cela a lieu au niveau du bord. Entre Al et Bl, le comportement est élastique.
- Cl correspond à la fin de la phase du premier chargement et au début de la décharge élastique.

L'interface 10/ — 10 est plastifiée. Entre Bl et Cl, la plasticité d'interface a progressé.
- D1 représente le moment où l'interface 10/ — 10 replastifie pendant la décharge. Le passage

de Cl à D1 se fait par un chemin élastique.
- El correspond à la fin de la décharge. Entre la période Dl-El de la décharge, l'interface

replastifie.
- FI est l'état correspondant à l'apparition d'une nouvelle plasticité pendant la recharge. Le

passage de El à FI se fait par un chemin élastique.
- G1 est l'état final de la recharge et du cycle de chargement. Entre FI et G1 l'interface plastifie

pour une troisième fois.
De façon analogue, on définit les états A2, B2, C2, D2, E2, F2 et G2 correspondant à l'emploi du
critère de plasticité avec écrouissage pendant le cycle de chargement.

Dans le but de comparer et de comprendre l'évolution des champs pour les deux critères en

fonction du chargement et de la demi-largeur normalisée, nous avons tracé plusieurs figures :

- sur les figures 5.6 et 5.7, pour les cas de la plasticité parfaite et avec écrouissage négatif
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respectivement, nous avons tracé les courbes du cisaillement t\ à l'interface 10/ — 10 suivant
une portion de la demi-largeur normalisée y/b pour tous les états décrits ci-dessus sauf pour
l'état initial qui n'a pas d'intérêt.

- les figures 5.8 et 5.9 correspondant aux cas de la plasticité parfaite et avec écrouissage négatif
respectivement et montrent l'évolution du glissement 71 à l'interface 10/ — 10 suivant une

portion de la demi-largeur normalisée, et ce pour les 6 états du chargement.
- la figure 5.10 montre l'évolution de la contrainte moyenne de traction o en fonction du glis-

sement 71 à l'interface 10/ — 10 au bord de l'éprouvette pour les deux critères de plasticité
utilisés.

- les figures 5.11 et 5.12 montrent l'évolution des largeurs de 3 bandes de plasticité pour les
deux types de critères utilisés. La première apparaît et évolue uniquement au cours de la

première phase de chargement (entre B et C). La deuxième apparaît et évolue seulement

pendant la phase de décharge (entre D et E). La troisième apparaît et évolue durant la phase
de recharge (entre F et G).

- la figure 5.13 correspond à la réponse globale contrainte/déformation pour le cas de la plas-
ticité parfaite d'interface. Une courbe pratiquement identique est obtenue pour le cas de la

plasticité avec écrouissage. Nous remarquons alors que les non-linéarités de l'interface influent

peu sur la quasi-linéarité globale du multicouche.

F ig . 5.6 - Cisaillements 77 à l'interface 10/ — 10 d'un (±10) s : plasticité parfaite.

Charge élastique.

Pendant la phase A-B, le comportement est élastique, la discontinuité des déplacements est nulle
sur toute la largeur du multicouche (voir courbes B1 et B2 sur les figures 5.8 et 5.9 respectivement
et les segments Al-Bl et A2-B2 sur la figure 5.10). En B, le cisaillement 77 atteint la valeur critique
au bord, à savoir 46MPa pour la plasticité parfaite et blMPa pour la plasticité avec écrouissage
négatif au début du glissement.
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F ig . 5 .7 - Cisaillements t\ à l'interface 10/ — 10 d'un (±10) s : plasticité avec écrouissage négatif.
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Fig . 5 .9 - Glissements 71 à l'interface 10/ — 10 d'un (±10) s : plasticité avec écrouissage négatif.

Plastification en charge.

Durant la phase B-C, l'interface plastifie et la charge augmente. La plasticité a lieu sur une bande
dont la largeur augmente quasi linéairement en fonction du chargement (voir courbes "1ère bande"
des figures 5.11 et 5.12) et en C la largeur de la bande vaut quelques dixièmes de millimètres pour
les deux types de plasticité. En un point fixe, si le glissement existe, il ne peut que croître au cours

du chargement (voir les arcs Bl-Cl et B2-C2 de la figure 5.10). A chargement fixé, le glissement
d'interface est croissant sur la bande plastifiée et atteint son maximum au bord (voir courbes Cl
et C2 des figues respectives 5.8 et 5.9). Ainsi, pour le cas de la plasticité à écrouissage négatif, le
cisaillement est donc décroissant (en fonction du chargement et de y) sur la bande plastifiée alors

qu'il est croissant sur la zone élastique (voir courbe C2 de la figure 5.7). Pour le cas de la plasticité
parfaite, on vérifie sur la courbe Cl de la figure 5.6 que le cisaillement reste constant sur la bande

plastifiée.

Décharge élastique.

Entre les états C et D, la décharge est élastique : le glissement d'interface n'évolue plus. Ainsi
les courbes C et D sont confondues sur les figures 5.8 et 5.9 et les segments Cl-Dl et C2-D2
de la figure 5.10 sont verticaux. Les cisaillements décroissent de manière différente dans la zone

plastifiée et élastique. Le cisaillement diminue plus rapidement sur les bords jusqu'à s'inverser,
après un passage par à 0, et même atteindre la valeur — Tq qui est le nouveau seuil de plasticité en

cisaillement (pour la plasticité parfaite — Tq
= —r

c ). En D, le cisaillement t\ à l'interface 10/ — 10
atteint le cisaillement critique au bord (cf. courbes D1 et D2 des figures respectives 5.6 et 5.7). Le
cisaillement critique t§' atteint dans le cas de la plasticité avec écrouissage, est plus faible que le
cisaillement Tq

= 57MPa initial puisque l'écrouissage est négatif et que le glissement a crû au cours

du chargement B-C.
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71 en fim

Fig . 5 .10 - Discontinuités 71 à l'interface 10/ — 10 au bord d'un (±10) s .

Replastification en décharge.

Durant la phase D-E, l'interface se replastifie (mais cette fois-ci à cause de la décharge). Une nou-

velle bande de plasticité apparaît à partir du bord et sa largeur augmente aussi quasi-linéairement
en fonction de la décharge (voir courbes "2ème bande" des figures 5.11 et 5.12). La vitesse d'appa-
rition de la bande vaut pratiquement la moitié de celle de la "1ère bande" (la pente est deux plus
faible). Cela peut être expliqué par le fait que la première bande est apparue lorsque le matériau

était vierge et cette première plastification due au chargement s'oppose en quelque sorte à l'appa-
rition du deuxième front de plasticité due à la décharge. Dans la deuxième bande, le glissement
décroît (voir les arcs Dl-El et D2-E2 de la figure 5.10) alors qu'il reste fixe en tout point de la

première bande en dehors de la deuxième bande (voir les courbes D et E des figures 5.8 et 5.9).

Recharge élastique.

Entre les états E et F, l'évolution se fait de façon élastique : le glissement d'interface n'évolue

plus. Des remarques analogues au passage de C à D peuvent être trouvées sans difficulté.

Replastification en recharge.

Entre les états F et G, l'interface se replastifie à partir de F (cette fois-ci à cause de la recharge)
et la charge croît. Une "3ème bande" de plasticité apparaît à partir du bord et sa largeur augmente
quasi-linéairement en fonction du chargement (voir courbes "3ème bande" des figures 5.11 et 5.12).
La vitesse d'apparition de la bande vaut, comme pour la "2ème bande", la moitié de celle de la

"1ère bande". Dans cette nouvelle bande, le glissement croît (voir les arcs Fl-Gl et F2-G2 de la

figure 5.10) alors qu'il reste fixe en tout point des autres bandes à gauche du nouveau front de

plasticité (voir les courbes F et G des figures 5.8 et 5.9). Dans le cas de la plasticité parfaite, le

cisaillement vaut le cisaillement critique 46MPa sur la "3ème bande". Pour le cas de la plasticité
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F ig. 5.13 - Courbe contrainte/déformation d'un (±10) s en traction avec interfaces plastifiables.

avec écrouissage négatif, puisque le glissement croît en fonction du chargement, le cisaillement

décroît dans la "3ème bande" (voir figure 5.7).

Remarque 1. Les états G et C sont strictement équivalents pour le cas de la plasticité parfaite.
Le passage d'un nouveau front de plasticité gomme en quelque sorte les effets de la

bande de plasticité précédente. En G, il existe donc un seul front de plasticité. Par

contre, pour la plasticité avec écrouissage négatif, le cisaillement critique diminue en

valeur absolue de façon irréversible pour tout chargement qui plastifie les interfaces
et il n'y a donc pas d'équivalence d'états. Pour la plasticité avec écrouissage négatif,
il existe trois fronts de plasticité en G.

5.4 Identification et critères de délaminage en glissement.
Nous avons vu au chapitre 1 que le délaminage apparaît quand le glissement 71 atteint une valeur

critique. Le glissement critique vaut en moyenne 15,3 fim et est le même pour tous les empilements.
Le critère d'initiation de délaminage s'écrit donc

Grâce aux calculs effectués ci-dessus, on est capable de calculer les glissements pour un chargement
donné et on peut donc prédire le chargement qui initie le délaminage par un critère en glissement
critique. Les calculs des glissements peuvent être effectués à partir de nos deux modèles de plasticité.
Le premier est le modèle de plasticité parfaite écrit en (5.40) qui fait intervenir le paramètre
constant r

c
. Le deuxième est le modèle de plasticité avec écrouissage négatif écrit en (5.53) qui

fait intervenir deux constantes Tq et 7
e

. Nous attribuons d'ores et déjà au paramètre 7
e du modèle

avec écrouissage négatif la valeur du glissement critique mesurée 15,3 fim : l'interface ne transmet

plus aucun effort de cisaillement quand il y a délaminage (le cisaillement s'annule dans le critère

|7i| = 15,3fim (5.62)
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lorsque le glissement atteint la valeur critique). Pour chacun de nos modèles (plasticité parfaite et

plasticité avec écrouissage négatif), nous avons une seule constante à identifier : r
c dans (5.40) et

Tq dans (5.53). Pour pouvoir prédire le délaminage, ces paramètres doivent être identifiés grâce aux

mesures au bord que nous avons effectuées. Ces constantes dépendent du nombre de couches n et

a priori de l'angle 0. Par un souci de simplicité, nous allons les supposer indépendantes de l'angle.
Alors, pour chaque valeur de n (1 < n < 4), l'identification se fera en faisant une moyenne des deux

valeurs trouvées pour les deux empilements (±10n ) s et (±20n ) s .

5.4.1 Identification à partir de la valeur d'initiation du glissement.

Une première méthode d'identification consiste à utiliser les valeurs de chargement à partir
desquelles le glissement apparaît. Après un calcul élastique, ces valeurs donnent la valeur du ci-

saillement critique au début du glissement, c'est à dire r
c

pour le modèle de plasticité parfaite et

Tq pour le modèle avec écrouissage. Malheureusement, cette méthode d'identification ne donne pas
de bons résultats pour la prédiction du délaminage. Pour s'en convaincre, il suffit de prendre le cas

de n
— 3. Les calculs élastiques donnent une valeur moyenne de t\ égale à 47,5 MPa (55 MPa

pour le (±103) s et 40 MPa pour le (±203)5) à l'initiation du glissement. Sur les figures 5.14 et 5.15,
nous avons tracé les courbes théoriques (pour les deux modèles) et expérimentales du chargement
(la contrainte a) en fonction du glissement 71 au bord pour les empilements (±103)5 et (±203)5
respectivement. Nous constatons sur ces courbes que les prédictions du chargement entraînant le

délaminage ne sont pas très précises et que de plus, les courbes théoriques décrivent assez mal les

courbes expérimentales.

Fig. 5.14 - Glissements au bord d'un (±103)5 avec identification par la valeur d'initiation du

glissement.
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F ig . 5.15 - Glissements au bord d'un (±203)5 avec identification par la valeur d'initiation du

glissement.

5.4.2 Identification à partir du chargement qui initie le délaminage.

Une deuxième méthode d'identification consiste à reproduire au mieux l'initiation expérimentale
du délaminage sans se soucier de l'évolution du glissement. Le critère de délaminage étant 71 =

15,3 pm, on cherche pour chaque empilement la valeur du cisaillement critique qui donne cette

valeur de 71 pour un chargement égal au chargement expérimental de délaminage (cf. tableau 1.3).
Puis, pour chaque valeur de n, on prend la moyenne des deux valeurs trouvées pour les empilements
(±10n ) s et (±20n ) s . Les valeurs des cisaillements critiques identifiés sont écrits sur le tableau 5.1.

Nous constatons un important effet d'épaisseur que nous ne modélisons pas ici. Pour modéliser

cet effet d'épaisseur nous aurions dû modéliser les empilements avec une même finesse de maillage
multiparticulaire comme au chapitre précédent - où nous avons établi des critères de délaminage
qui reproduisent les effets d'épaisseur expérimentaux - mais alors une démarche analytique devenait

très lourde.

plasticité plasticité avec

Tq en MPa parfaite écrouissage
n = 1 20,0 40,3
n = 2 27,1 55,5
n = 3 34,9 73,0
n = 4 44,0 94,7

Tab . 5.1 - Cisaillements critiques moyens pour les deux types de plasticité.

Après calcul, on vérifie sur le tableau 5.2 que la prédiction de l'amorçage du délaminage est très

correcte pour les deux modèles de plasticité. Le chargement critique est pratiquement le même pour
les deux modèles de plasticité. Les critères de délaminage en glissement calculé par le M.^-2n+l
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avec un modèle de plasticité parfaite ou un modèle de plasticité avec écrouissage négatif donnent des

prédictions d'initiation de délaminage de très bonne qualité lorsque les paramètres sont identifiés
par le chargement au délaminage. Insistons sur le fait que l'identification des paramètres pour un

empilement (±0n )s donné ne permet pas d'effectuer les calculs pour un (±#n>) s avec n ^ n' car

nous n'avons pas introduit dans ce chapitre l'effet d'épaisseur.

0 (±10n )s (±20n ) s

en MPa p. parfaite p. avec écrouissage essai p. parfaite p. avec écrouissage essai
n — l 928 927 941 611 610 601
n = 2 767 767 765 502 502 503
n = 3 718 717 731 468 469 459
n = 4 708 707 679 461 462 479

Tab. 5.2 - Chargement au moment du délaminage : prédictions et essais.

Sur les figures 5.16 à 5.21, nous avons tracé les courbes théoriques (pour les deux modèles)
et expérimentales du chargement (la contrainte a) en fonction du glissement 71 au bord pour
les empilements (±10n ) s et (±20n ) s . Les courbes des empilements (±104)5 et (±204)5 ne sont

pas présentées car les glissements au bord n'ont pas été mesurées mais seulement le chargement
entraînant le délaminage a été mesuré. Nous observons que les courbes expérimentales sont en

général bien reproduites par les calculs issus du modèle de plasticité avec écrouissage. La courbe du

(±203)5 est la moins bien reproduite au début de la phase de glissement mais près du délaminage
la description est assez correcte par ce modèle de plasticité. En ce qui concerne le modèle de

plasticité parfaite, les courbes sont encore moins bien reproduites que par l'utilisation de la première
méthode d'identification puisque nous avons donné priorité à la reproduction du délaminage par
notre deuxième méthode d'identification.
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Fig. 5.16 - Glissements 71 à l'interface 10/ — 10 au bord d'un (±10) s : modèles et essai.
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Fig . 5 .17 - Glissements 71 à l'interface 10/ — 10 au bord d'un (±102) s : modèles et essai.

Fig . 5.18 - Glissements 71 à l'interface 10/ — 10 au bord d'un (±103) s : modèles et essai.
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Fig . 5.19 - Glissements 71 à l'interface 20/ — 20 au bord d'un (±20) s : modèles et essai.
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Fig . 5.20 - Glissements 71 à l'interface 20/ — 20 au bord d'un (±202) s : modèles et essai.
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Fig . 5.21 - Glissements 71 à l'interface 20/ — 20 au bord d'un (±203)5 : modèles et essai.

Les largeurs des bandes plastifiées 6 — a à l'initiation du délaminage trouvées par le calcul sont

de l'ordre du mm (donc 8 fois l'épaisseur du pli physique) et sont reportées sur le tableau 5.3).
Malgré la taille des bandes plastifiées, le comportement global reste quasi-linéaire. Sur la figure 5.22,
nous illustrons ceci par les courbes contrainte/déformation pour un (±20) s et pour un (±10) s en

traction avec le modèle de plasticité avec écrouissage négatif. Des courbes analogues sont obtenues

pour les autres empilements et pour le modèle de plasticité parfaite.

b — a (±10„) s (±20n ) s

en mm p. parfaite p. avec écrouissage p. parfaite p. avec écrouissage
n = 1 0,87 0,65 1,16 0,86
n = 2 1,00 0,67 1,33 0,89
n = 3 1,01 0,59 1,34 0,78
n = 4 0,97 0,44 1,30 0,59

Tab . 5.3 - Largeurs des bandes plastifiées à l'initiation du délaminage.

Regardons enfin l'évolution des glissements théoriques pour un cycle de chargement. Les calculs

sont effectués avec les paramètres identifiés à l'initiation du délaminage. Le modèle plastique parfait
donne en général de mauvais résultats. Le modèle plastique avec écrouissage négatif donne de

meilleurs résultats et reproduit globalement l'allure d'un cycle de chargement. Sur la figure 5.23,
nous avons l'exemple d'un (±20) s pour lequel nous avons tracé le glissement mesuré et calculé au

bord à l'interface 20/ — 20. Nous pouvons remarquer sur cette figure que la tendance pendant le

cycle de chargement est à peu près bien reproduite par le modèle avec écrouissage. La même allure

des courbes est obtenue pour les autres empilements.
Nous remarquons aussi sur cette figure que les glissements expérimental et théorique avec

écrouissage augmentent légèrement après un cycle de chargement. Nous avons vérifié par une
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e

Fig. 5.22 - Courbes contrainte/déformation d'un (±10) s et d'un (±20) s en traction avec interfaces

plastifiables.

7i en jim

Fig . 5.23 - Glissements 71 au bord d'un (±20) s pour un chargement cyclique : modèles et essai.
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longue attente avant la mesure du glissement que cette augmentation n'est pas due à la visco-

sité. Néanmoins, pour juger la pertinence d'une modélisation plastique on ne peut pas se contenter

d'un seul cycle de chargement. Nous avons besoin de réaliser expérimentalement et par simulation

plusieurs cycles de chargement et reproduire ainsi d'éventuels phénomènes d'accomodation, de ro-

chet, etc. Nous n'approfondirons pas nos recherches sur cet aspect qui sort du cadre de notre étude

du délaminage en chargement monotone avec prise en compte du glissement.

5.5 Equivalence des critères en taux de restitution d'énergie et en

glissement plastique.

Les calculs ci-dessus ont montré que les calculs du glissement par le M4~2n+1 en utilisant deux
modèles de plasticité (plasticité parfaite et plasticité avec écrouissage négatif) permettent de prédire
le délaminage de façon assez précise. De plus, les calculs ont prouvé que la perturbation des champs
au bord est assez importante puisque la bande plastique a une largeur de l'ordre de 8 fois l'épaisseur
du pli physique, et ce, pour tous les empilements testés. Une confirmation expérimentale serait bien
évidemment souhaitée, mais elle n'est pas proposée dans ce mémoire. Nous pouvons nous demander
à ce stade : comment un critère de délaminage en cisaillement obtenu par un calcul élastique (cf.
chapitre précédent) peut donner d'aussi bons résultats qu'un critère en glissement plastique pour
nos essais du chapitre 1 ? La réponse requiert une analyse énergétique à l'initiation du délaminage
par les deux types de calcul (élastique et élastoplastique). Dans ce chapitre, le (i^rjs a été modélisé

par un quadricouche (±0) s avec des couches d'épaisseur variable (modéliser chaque couche physique
rendait l'approche analytique trop compliquée). Nous ne pourrons donc faire de comparaison directe
avec les résultats du chapitre précédent (où les (±9n ) s étaient réellement modélisés par 4n couches

physiques, ce qui nous a permis de rendre compte de l'effet d'épaisseur) que sur le cas du (±0) s

comportant 4 physiques.
De façon à comparer nos critères en glissement à un critère basé sur une une analyse élastique

des champs, nous allons considérer un critère d'initiation portant sur le taux de restitution d'énergie
calculé par le M4~2n+1 pour le quadricouche (±#) s . A épaisseur de couche fixé, ce critère est bien

analogue aux critères de délaminage développés au chapitre précédent.
La comparaison sera basée sur les énergies dissipées par le délaminage. Nous sommes ainsi

amenés à déterminer les champs dans le multicouche à interfaces plastifiables une fois que le

délaminage apparaît. Puis nous allons calculer l'énergie dissipée par le délaminage lorsque le critère
de glissement est adopté et nous la comparerons à celle obtenue par le critère de délaminage en

taux de restitution d'énergie.

5.5.1 Calcul d'un multicouche fissuré en traction avec plasticité d'interface.

Il s'agit de faire une extension de la résolution par le A44~2n+1 réalisée au paragraphe 5.2

lorsque le délaminage apparaît en chargement monotone.

Nous notons maintenant c la demi-largeur du multicouche.

On se restreint encore une fois à la résolution des équations sur le quart de cellule sud-est. Le front
du délaminage se trouve en y = b. En y = b~ le critère de délaminage est vérifié (|7i| = 7

e ). Une
troisième zone est à considérer avec le délaminage et la zone plastique. Les trois zones d'étude sont

(voir figure 5.24) :

- Zone I définie pour 0 < y < a. Sur cette zone le comportement est élastique.
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- Zone II définie pour a < y < b. Sur cette zone le comportement est élastique dans les couches
mais plastique aux interfaces.

- Zone III définie pour b < y < c. Sur cette zone l'interface ne transmet aucun effort.

Sur la zone I, la discontinuité des déplacements aux interfaces est nulle alors que sur les zones II et

III elle est non nulle. Le but est de déterminer les champs généralisés, le glissement d'interface, a,
b et e en fonction d'un paramètre de chargement judicieusement choisi.

plasticité d'interface déiaminage

2eT
symétrie bord libre

zone I

élasticité
zone II

plasticité
zone III

délaminage

F ig. 5.24 - 3 zones d'étude pour le multicouche élastoplastique fissuré.

On adopte la même démarche de résolution qu'au paragraphe 5.2. Nous n'écrirons plus les

équations qui portent sur 72, N22 , v
l et r2 puisqu'ils sont nuls.

Résolution en fonction des variables d'état.

Nous commençons par simplifier les équations et exprimer les champs en fonction des variables
d'état 71, 6, a et e. Les équations du problème sauf les conditions aux limites aboutissent à la même

équation différentielle dans (5.20), à savoir

u
1 ' 2 "

=

3c1

SQll el
(ti 1 ' 2 ~7l)<

Cette équation se résout sur chaque zone.

Sur la zone III, le problème est plus simple puisque le cisaillement est nul à l'interface 6/ — 6.

D'après l'équation d'équilibre (5.3) et la condition de bord libre Nl2 (b) = iV2
2 (&) = 0, il s'ensuit

que

N12 — N12 = 0 sur la zone III.

De cette façon, les continuités de Nf2 et de N±2 en b donnent une condition de nullité pour ces

champs en y — b sur la zone II, analogue à une condition de bord libre. De cette sorte, le problème
dans les zones I et II peut se résoudre indépendamment de la zone III. La totalité des équations
sur les zones I et II étant les mêmes que dans le cas du multicouche non fissuré du paragraphe 5.2,
nous obtenons la même expression des champs sur les zones I et II que pour le cas de la plasticité
d'interface sans fissure.

Nous allons reprendre les notations 7, N, r et U qui désignent respectivement 71, N^2 , ri, u 1,2
.
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Résolution complète du problème.

Pour le cas de la plasticité parfaite les expressions des champs sur les zones I et II sont données

aux équations (5.50) et (5.51). Pour l'écrouissage linéaire négatif, les champs sur ces zones sont

donnés par les relations (5.58) à (5.60). Dans ces expressions, tout est exprimé en fonction de

e, a et b. Nous allons choisir parmi ces trois variables d'état le paramètre de chargement. Deux

équations sont alors nécessaires pour déterminer les autres variables d'état en fonction du paramètre
de chargement :

- la première équation est donnée par la continuité de 7 en y = a (voir la résolution du

problème plastique sans délaminage pour les deux modèles de plasticité au paragraphe 5.2.3).
On obtient pour la plasticité parfaite (cf. équation (5.49))

Gc= -2^e = A-a) + £.5n th(u;a) B

et pour la plasticité avec écrouissage négatif (cf. équation (5.61))

^ tn fujcoslj
11 (b — a)chuja n . TT ,,

A Ds'mu 11 (b — a)
c<

= i { J smu {b ~ a)) + —J—2

- la deuxième équation provient du critère de délaminage en y = b~. Pour la plasticité parfaite
on a d'après l'équation (5.50)

Atc

7 (6 ) = 7
C

= Ce (b -a) - —(b - a)

et pour la plasticité avec écrouissage d'après l'équation (5.59)

7{b ) = 7
e

=

Blc ~ r0
c

a
11

smu
n (b — a) + /311

cos u>
n (b — a) H ^

LO 11

ro7
c

1
CB - Tq

Nous avons choisi le front de plasticité a comme paramètre de chargement. La détermination de

e et de 6 est possible numériquement pour chaque modèle de plasticité grâce aux deux équations
écrites ci-dessus. Pour chaque modèle de plasticité, nous avons programmé l'ensemble des équations
dans un programme en langage C. Ces programmes permettent de déterminer, pour un front de

plasticité a donné l'ensemble des inconnues du problème.

Quelques résultats intéressants.

Nous désignons par hp la longueur de fissure ( hp
— c — b) et par k la longueur des zones II+III

fissurée et plastifiée (k = c — a, cf. figure 5.25).
Regardons l'évolution de la longueur de fissure hp et de la longueur k de la zone globale II+III en

fonction de la déformation e. Sur la figure 5.26, nous montrons l'exemple d'un (±10) s avec plasticité
parfaite (l'épaisseur de couche vaut 0,13 mm). Nous voyons sur cette figure qu'après avoir atteint

une première déformation critique la plasticité apparaît (k croît) sans qu'il y ait fissuration (hp vaut

zéro), mais lorsque la déformation atteint une deuxième valeur critique (le glissement vaut la valeur

critique 7
e ), le délaminage apparaît (hp croît). Nous remarquons aussi que le délaminage apparaît

et se propage à déformation quasi constante. Enfin, sur la figure 5.27, nous avons tracé l'évolution

des longueurs du maillon plastique (la zone plastique à l'avant de la fissure de longueur k — hp ) et

de la fissure (hp ) en fonction de la longueur des zones II+III (k) pour le même empilement (±10) s .

Nous remarquons sur cette figure que la longueur k — hp du maillon plastique est quasi constante

pendant la propagation du délaminage. Les mêmes remarques peuvent être faites pour les autres

empilements et l'autre modèle de plasticité.
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Modèle plastique fragile

fissure

Fig. 5.25 - Définitions des longueurs de fissure hp = c — b et des zones II+III k = c — a dans les
cas plastiques.

S
5s

0.01 -

0.008 -

0.006 -

-ser
0.004

0.002

0.002 0.004 0.006 0.008

Fig. 5.26 - Evolution de la longueur de fissure (hp ) et de la zone II+III (k ) en fonction de la
déformation dans un (±10) 5 (plasticité parfaite).
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plasticité délaminage

hp

k-hp -

i , i ... i ... i ... i , .

0.002 0.004 0.006
& en m
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F ig. 5.27 - Evolution des longueurs du maillon plastique ( k — hp ) et de la fissure ( hp ) en fonction
de k dans un (±10) s (plasticité parfaite).

5.5.2 Calcul des énergies dissipées et comparaison des critères.

Nous allons maintenant comparer les énergies dissipées par le délaminage élastique et plastique,
c'est à dire dans le cas des critères en glissement critique et du critère en taux de restitution

d'énergie G = Gc . Commençons par une remarque importante qui permettra de mieux comprendre
nos explications :

Remarque 2. Analyser le phénomène de délaminage par un modèle élastique fragile consiste à faire
une analyse moins locale et avoir une vision plus floue des phénomènes localisés en

amont de la pointe de fissure, ce qui est classique sur les matériaux métalliques par

exemple.
Le délaminage apparaît par cette approche élastique comme une fissure de longueur h comprise
entre c — a et c — b de sorte que la pointe de la fissure peut se trouver entre le front plastique et

le front de délaminage calculés par les modèles plastiques fragiles, à un endroit que nous allons

préciser ci-dessous.

Calculons l'énergie dissipée dans le cas élastique fragile. Dans la théorie de Griffith [Griffith, 1920],
une variation dS de surface de fissure entraîne un incrément dEd de l'énergie dissipée tel que

dEd
= GdS

Ainsi, l'énergie dissipée par une fissure de délaminage dans notre multicouche de longueur unité

vaut

Ed
G = Gch (5.63)

Pour calculer les taux de restitution d'énergie critiques Gc donnés par le M4~2n+1 élastique basé
sur un modèle quadricouche, nous suivons la démarche proposée à la page 132 du chapitre 4. La

valeur de Gc sera obtenue par une moyenne des valeurs à épaisseur de multicouche fixée (n fixé,
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n = 1, 2, 3, 4). Les valeurs de Gc sont données sur le tableau 5.4. Ainsi, grâce à l'équation (5.63),

n = 1 n — 2 n = 3 n = 4

Gc en J/m2 291 396 519 670

Tab . 5.4 - Taux de restitution d'énergie critiques moyens calculés par le M4~2n+1.

nous pouvons calculer les valeurs numériques des énergies dissipées par une fissure de délaminage
de longueur h donnée.

Lorsqu'un critère de délaminage en glissement plastique maximal est adopté, le calcul de

l'énergie dissipée par le délaminage n'est pas immédiat.

Calcul de l'énergie dissipée pour les cas plastiques.

Par définition, l'énergie totale dissipée dans un solide quelconque s'écrit

Ed
= W — Eelast

où W est le travail des forces extérieurs et Eelast est l'énergie élastique totale. Ainsi, l'énergie
dissipée par fissure de délaminage (il y en a quatre dans le multicouche) et pour une longueur unité
de multicouche :

ld W Eelast

(5.64)
Le travail des efforts extérieurs est celui appliqué aux extrémités x = ±L du multicouche et son

expression vaut

W =

re(a)

J0

[ [ {°{L,y,z).ex )U3D (L,y,z)dzdy
J —cJ —2ep

+ f [ (~L,y, z).(-ex )) U3D (~L,y, z)dz dy
J-cJ-2e„

de

Pour notre modèle simplifié, les expressions des termes à l'intérieur de l'intégrale en e sont obtenues
par un raisonnement analogue à celui réalisé pour écrire les conditions aux limites du modèle (cf.
équations (2.44) à (2.47)). En appliquant l'invariance par translation suivant x et en injectant les
déplacements généralisés (cf. équations (5.1) et (5.2)), on obtient :

W == r fE lNn(*L + u< ) + ^2^) - + u
{ ) - dyde

J ° J ~ C i= 1

où N\ x est l'effort de membrane suivant l'axe x de la couche à i et ayant pour expression d'après
(5.8) :

Ap — 16 ajj I p
rJvn

-

Qi
iV i2 + TE 6 -

°11 °11

On a donc, pour un multicouche de longueur unité, compte tenu des symétries

•e(a)
W = 8 Io" (5.65)
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Par ailleurs, l'énergie élastique en contrainte s'écrit grâce aux symétries (cf. équations (2.51) et

(2.83) à (2.86)) :

eelast
= 4 r ["I (snn'un'n + 2S ,

i 6 J\T1
I

1 JV1
1
2 + smn}2n}2 ) +

e
-squnn

J 0 ,

eP 6 (5.66)

Grâce aux programmes donnant pour un front de plasticité a donné les valeurs des champs
dans un multicouche délaminé avec interfaces plastifiables, nous pouvons calculer numériquement
ces intégrales (5.65) et (5.66) et leur calcul permet d'obtenir la valeur de l'énergie dissipée par une

fissure de délaminage.

Dans la suite, afin de simplifier la présentation, nous allons traiter uniquement l'exemple d'un

(±10) s avec plasticité parfaite. Des résultats analogues sont obtenus pour les autres empilements
et pour la plasticité avec écrouissage négatif.

Sur la figure 5.28, nous avons tracé les courbes du travail et de l'énergie élastique calculées par
notre modèle plastique parfait (cf. équations (5.65) et (5.66)) en fonction de la déformation e. Nous

voyons sur cette figure que le travail reste quasi constant pendant le délaminage (la déformation
est à peu près constante d'après les commentaires des courbes ci-dessus) et que la dissipation par

plasticité avant le délaminage est faible (les deux courbes sont peu différentes avant le délaminage).
La variation de l'énergie élastique à partir de l'instant juste avant l'initiation du délaminage vaut

alors l'énergie dissipée.

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a
a>

h

Kl

— délaminage

énergie dissipée

i

0.008 0.01

énergie élastique

travail

0.004 0.0060.002

Fig. 5.28 - Evolutions du travail et de l'énergie élastique en fonction de la déformation dans un

(±10) s (plasticité parfaite).

Sur la figure 5.29, nous avons tracé en trait plein les courbes de l'énergie dissipée par le

délaminage calculée par notre modèle plastique parfait en fonction de la longueur de fissure hp = c—b
et de la longueur k = c — a des zones fissurée et plastifiée. Il s'agit de deux représentations de la
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même dissipation mettant en lumière la dépendance de la dissipation par rapport à la taille de
la fissure E^(hp ) d'une part et de la dissipation par rapport à la taille de la zone globale II+III

(fissurée et plastifiée) E^{k) d'autre part. On constate que l'incrément de la dissipation pour une

variation de longueur de fissure est à peu près constant dès l'initiation de la fissure car E^{hp ) est

quasiment une droite au moins jusqu'aux abscisses qui voient l'influence de la fissure symétrique,
phénomène parasite sans intérêt pour l'étude. La courbe E^(k) est une droite qui est quasi parallèle
à E^(hp ) puisque le maillon plastique (la zone plastique à l'avant de la fissure) a une longueur à

peu près constante au cours du délaminage. L'ensemble du phénomène est donc en régime quasi
permanent. Le maillon plastique semble analogue à la zone de cohésion en avant d'un front de
fissure décrit dans l'approche de [Barenblatt, 1962],

&
Modèle plastique

fragile

\ fissure, c

!«
hp \

C >;

>

Modèle élastique
fragile
fissure

initiation du délaminage
0.002 0.004 0.006

k, hp
, h en m

0.008 0.01

(= c)

F ig . 5.29 - Comparaison des énergies dissipées dans un (±10) s : modèle élastique (Eq ) et modèle

plastique parfait E^ fragiles.

L'analyse plastique nous permet de définir une valeur de Gc , qui correspond à la pente des
courbes en trait plein, à savoir 309J/m2

. Pour les autres empilements, on obtient les valeurs Gc

données sur le tableau 5.5.

Comparaison des approches.

Continuons avec l'exemple du (±10) s avec plasticité parfaite fragile. Cette valeur optimale de Gc

identifiée par le calcul plastique parfait, est très proche de la valeur 291 J/m2 trouvée par une ana-

lyse élastique et une identification par la mesure de la charge à l'initiation du délaminage (voir essais
du chapitre 1, paragraphe 1.4.3). La différence entre les deux valeurs peut provenir de l'écart des
valeurs des déformations de traction e à l'initiation du délaminage calculées par les deux approches
(élastique et plastique). En effet, dans les deux approches on identifie les paramètres par la mesure

de la charge (contrainte moyenne de traction) qui entraîne le délaminage, et donc, les déformations
e prévues par les deux approches à l'initiation du délaminage sont différentes (on peut voir sur la
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figure 5.22 que les courbes contrainte/déformation sont légèrement non-linéaires). Une différence

de 5% entre les déformations des deux approches donne lorsque les déformations sont élévées au

carré une différence de 10% environ. On pourrait alors penser que la mesure expérimentale de

la déformation fournirait des renseignements sur cet aspect. Cependant, compte tenu des disper-
sions expérimentales, il semble difficile de mesurer avec une très bonne précision la valeur de la

déformation à l'initiation du délaminage.
Les énergies dissipées par nos approches plastique et élastique ont donc des évolutions très

voisines. Sur la figure 5.29, nous avons aussi tracé la courbe de l'énergie dissipée lors du délaminage
calculée par le modèle élastique fragile (cf. équation (5.63)) en fonction de h (longueur de fissure)
pour une valeur de Gc {= 291J/m pour le (±10) s , voir tableau 5.4 pour les autres empilements)
identifiée par l'initiation du délaminage. Nous voyons que pour de faibles longueurs h de fissure

élastique, l'énergie dissipée est comprise entre les deux courbes en trait plein correspondantes à

l'approche plastique avec une pente donc légèrement différente. Nous pouvons donc dire que le

critère en plasticité fragile et le critère en taux de restitution d'énergie sont quasi équivalents en

termes d'énergie dissipée pour des délaminages de faible profondeur (c'est le cas de nos essais, voir

figure 1.25 et tableau 1.2).
Le tableau 5.5 résume les résultats des taux d'énergie dissipée pour les deux modèles plastiques

fragiles choisis et pour le modèle élastique fragile pour tous les empilements (±0n ) s testés.

Gc(±10„) s (±20„) s

en J/m2 élast. p. parf. p. écr. p. parf. p. écr.

n = 1 291 309 308 309 308

n = 2 396 425 424 425 424

n = 3 519 562 558 562 558

n = 4 670 732 724 732 724

Tab . 5.5 - Taux d'énergie dissipée pour les empilements (±0n ) s par l'approche élastique fragile et

les approches plastiques fragiles.

Remarquons que si la propagation du délaminage avait lieu sans apparition de fissures trans-

verses et si nous devions l'étudier, nous choisirions plutôt comme valeur de Gc la pente des courbes

en trait plein. Cependant, nos essais montrent que la fissuration transverse accompagne l'initiation

du délaminage dans nos matériaux pour le type d'essais effectué.

Par ailleurs, nos critères en glissement maximal calculé par un modèle de plasticité parfaite et

avec un modèle de plasticité avec écrouissage négatif sont équivalents en termes d'énergie dissipée,
pour une même longueur de fissure. Nous le montrons par exemple sur la figure 5.30 où nous avons

tracé en trait plein les courbes d'énergies dissipées par le délaminage calculées par notre modèle

plastique parfait en fonction de hp = c — b et de k = c — a pour l'empilement (±10) s et en pointillés
les courbes homologues avec écrouissage (l'épaisseur de couche vaut 0,13 mm). Le maillon plastique
à l'avant de la fissure est légèrement plus grand pour la plasticité parfaite.

En traçant les mêmes types de courbes pour les autres empilements et pour la plasticité avec

écrouissage négatif, nous avons vérifié que l'allure des courbes est la même et des remarques ana-

logues peuvent être faites. Les critères en taux de restitution d'énergie et en glissement critique
sont donc quasi-équivalents du point de vue de l'énergie dissipée par le délaminage.

Cette équivalence s'étend donc aux critères en cisaillement maximal du chapitre 4 calculés par le

M4~2n+1 pour des quadricouches élastiques fragiles. En effet, on a montré dans ce même chapitre
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3 plasticité parfaite

o
o 0.002 0.004 0.006

k, hp en m
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Fig. 5.30 - Comparaison des énergies dissipées par délaminage dans un (±10) s : plasticité parfaite
- plasticité avec écrouissage négatif.

que ces critères sont équivalents à un critère en taux de restitution d'énergie.

5.6 Conclusion.

Pour conclure, nous avons développé dans ce chapitre une méthode de calcul des glissements
aux interfaces 6/ — 9 des multicouches (±0n )s en traction mis en évidence par les essais au chapitre
1 par l'observation des bords des éprouvettes. Les essais ont montré que l'initiation du délaminage
semblait gouvernée par un glissement critique. Le calcul des glissements permet donc de prédire
l'initiation du délaminage. La méthode de calcul modélise le multicouche par un quadricouche,
utilise les équations du modèle M.4~2n+1 et prend en compte deux cas de comportement des in-
terfaces : plastique parfait et plastique avec écrouissage négatif. De par le modèle quadricouche
que nous avons adopté, nous n'avons pas modélisé les effets d'épaisseur comme nous l'avons fait
au chapitre précédent. L'identification des paramètres de nos modèles a été effectué pour des va-

leurs de n fixées. L'évolution théorique des glissements aux bords a été comparée aux mesures

expérimentales et nous avons conclu que le modèle avec plasticité avec écrouissage décrivait correc-

tement les mesures, alors que le modèle avec plasticité parfaite reproduisait moins bien l'évolution
réelle des glissements. Cependant, ce modèle avec plasticité parfaite prédit correctement l'initiation
du délaminage, et cela aussi bien que le modèle de plasticité avec écrouissage. Dans le but d'établir
un lien entre ces modèles en glissement critique et ceux élastiques fragiles proposés dans le chapitre
précédent, nous avons aussi calculé les énergies dissipées par les mécanismes de délaminage dans le
cadre des interfaces plastifiables et dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture à l'aide du
M4~2n+1. Les énergies dissipées s'avèrent pratiquement égales et les critères en taux de restitu-
tion d'énergie et en glissement critique sont quasi équivalents pour le cas de quadricouches (±0) s

d'épaisseur quelconque.
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Conclusions et perspectives.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés à divers aspects du délaminage dans les multi-

couches. Nous avons réalisé des essais, développé des modèles, créé des logiciels et établi des critères

qui permettent une meilleure compréhension du délaminage.

Les essais que nous avons effectués sont des essais de traction sur des empilements (±#n )s en

carbone-époxy avec bords libres. Le polissage et l'inspection des bords par un microscope optique
ont permis de mettre en évidence et de mesurer pendant nos essais de délaminage en mode III les

valeurs de charge critique à l'initiation du délaminage mais aussi, ce qui est moins classique, un

glissement d'interface d'origine plastique. Ce glissement atteint des valeurs de l'ordre de deux fois

le diamètre de la fibre avant l'initiation du délaminage. Sa vitesse d'apparition et d'évolution est

sensible aux effets d'épaisseur tout comme l'initiation du délaminage. Une unique valeur critique
de glissement semble gouverner l'initiation du délaminage en mode III pour tous nos multicouches

en carbone-époxy. Nos essais ont prouvé que malgré la présence du glissement d'interface, le com-

portement global des multicouches reste quasi-linéaire jusqu'à l'amorçage du délaminage.

Compte tenu de ces observations expérimentales nous avons adapté des modèles simplifiés
développés au LAMI, appelés multiparticulaires, de façon à calculer les glissements d'interface par

la prise en compte de discontinuités d'interface, et à calculer aussi des déformations anélastiques
tridimensionnelles dans les couches. Les modèles de multicouches minces considérés sont le M4~
2n+l et le M4~5n et initialement destinés au calcul des efforts d'interface et donc bien adaptés
pour l'étude du délaminage. Dans ces modèles en contrainte, les couches deviennent respectivement
des membranes ou des plaques de Reissner couplées par des efforts d'interface. Les deux modèles

font apparaître explicitement parmi les efforts intérieurs généralisés des efforts de cisaillement aux

interfaces. Le M4~5n présente l'avantage de faire figurer aussi les efforts d'arrachement. Une adap-
tation de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner, et de la méthode de Reissner pour les problèmes
élastiques ont permis d'écrire les équations généralisées du problème et d'identifier les déformations

anélastiques généralisées des modèles. Les champs anélastiques ont joué le rôle de variables d'état

au cours de la modélisation. Avec ces modèles enrichis et avec des équations anélastiques propres
au problème considéré, on est en mesure d'aborder des problèmes anélastiques quelconques.

La première application a été la modélisation des essais effectués dans ce mémoire. La résolution

du problème de traction d'un multicouche rectangulaire quelconque avec, sur chacune des couches

des conditions de bords quelconques en présence de champs anélastiques connus aux interfaces

et dans les couches a été réalisée. Les champs ont été supposés invariants suivant la longueur du

multicouche élancé. Les équations des modèles ont conduit à la résolution d'un système différentiel

du second ordre avec second membre. Nous avons proposé une formulation variâtionnelle pour la

résolution du système différentiel. Les équations ont été programmées, les champs anélastiques pou-
vant être considérés actuellement dans les programmes sont les déformations anélastiques constantes

par couche comme des déformations hygrothermiques. Le programme lié au M.4~5n , est appelé
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DEILAM. Des applications des logiciels pour des problèmes classiques ont été effectuées et les
résultats ont été comparés avec ceux d'autres auteurs. Les résultats de DEILAM et du logiciel lié
au M4~2n+1 convergent sur les bords et les interfaces car il n'existe pas de singularités pour ces

modèles. L'approximation des champs 3D est très correcte jusqu'à des distances au bord de l'ordre
de quelques diamètres de fibre, où de toute façon on peut aussi mettre en doute les méthodes
éléments finis 3D. De nombreuses applications sont possibles avec DEILAM compte tenu de sa

flexibilité vis à vis des conditions de bord.

L'intégration de critères de délaminage efficaces dans ces logiciels, et surtout dans DEILAM,
fait l'objet des chapitres suivants et nous permet de proposer un nouvel outil post-processeur pour
l'étude des effets de bord et le dimensionnement de structures multicouches. Une première analyse
de type élastique a été menée. Elle permet la modélisation de nos essais et la détermination de
critères de délaminage pouvant rendre compte des effets d'épaisseur et des effets des angles.

L'analyse élastique consiste à regarder flou, de loin, les phénomènes d'interface autres que le

délaminage, de telle sorte que les glissements d'interface ne sont pas pris en compte. L'approche
élastique a nécessité dans un premier temps une réflexion sur la modélisation des multicouches
dans le cadre de la rupture fragile. Nous avons conclu qu'une même épaisseur de couches modèles
doit être conservée pour l'étude de multicouches homothétiques. De cette sorte, pour nos multi-
couches (±0n ) s , nous avons pris comme couche modèle le pli physique élémentaire. Grâce à cette

modélisation, nous avons pu rendre compte des effets d'épaisseur expérimentaux sur l'initiation
du délaminage. Deux types de critères de délaminage ont été envisagés pour chacun des modèles

M4~5n, M4~2n+1 :

- le premier est un critère empirique portant sur la valeur ponctuelle des efforts de cisaillement

d'interface, en l'occurrence la valeur au bord pour nos multicouches. Cela est possible puisque
nos modèles n'y présentent pas de singularités.

- Le deuxième est un critère portant sur les taux de restitution d'énergie qui, pour être appliqué
à l'initiation du délaminage, requiert que l'on fasse tendre vers zéro les longueurs de fissure.
Dans le calcul des taux de restitution d'énergie nous avons considéré un cas général de mul-
ticouche quelconque avec délaminage droit. La méthode du travail de refermeture de fissure
et nos calculs ont montré que le taux de restitution d'énergie s'exprime tout simplement sous

une forme quadratique des efforts d'interface. Dans cette expression nous avons identifié les
taux individuels G/, G// et G///. Pour nos empilements et ceux de [Marion, 2000], le taux

de restitution d'énergie est proportionnel au carré des cisaillements t\ = aïs et le coefficient
de proportionnalité dépend peu de l'angle et de l'épaisseur du multicouche de sorte que le
critère en taux de restitution d'énergie est équivalent à un critère en cisaillement maximal.

Chacun de nos critères fait intervenir une constante critique que nous identifions par le calcul des

moyennes des valeurs des cisaillements ou des taux de restitution d'énergie prévues par les modèles
à l'initiation expérimentale du délaminage. Les prédictions des critères donnent alors des résultats
très corrects et reproduisent les effets d'épaisseur mesurés. Il est important de souligner que les
critères donnent des grandeurs critiques qui dépendent de la finesse de maillage multiparticulaire
choisie. Si l'épaisseur du pli élémentaire change ou si l'on veut changer la finesse de maillage
multiparticulaire, l'identification est à reprendre. Le critère en taux de restitution d'énergie nous

semble plus pertinent et plus rigoureusement établi qu'un critère en contrainte maximale qui lui
n'a été que partiellement justifié énergétiquement. En effet, il est possible que la proportionnalité
entre le carré des cisaillements et les taux des restitution d'énergie que nous avons trouvée pour nos

empilements (quelqu'en soit l'épaisseur et l'angle), n'existe plus pour d'autres types d'empilements.
Le modèle M4~2n+1 a donné d'aussi bons résultats que le modèle M4-5n pour nos empilements

cependant pour des empilements où les efforts d'arrachement seraient importants, il est possible
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que le modèle M4~2n+1 ne soit pas aussi pertinent.

La deuxième approche que nous avons proposée, repose sur l'analyse des glissements calculés

par le M4~2n+1 afin d'établir des critères de délaminage en glissement maximal pour nos empi-
lements. Les multicouches (±9n ) s ont été modélisés par des quadricouches (±6) s et cela nous a

permis de réaliser nos calculs analytiquement. L'inconvénient de cette modélisation est l'absence

d'effet d'épaisseur théorique, de sorte que les modèles et les critères en glissement que nous avons

réalisés ne sont valables que pour une épaisseur d'empilement donnée. Cependant, l'objectif de

cette partie est d'établir un lien entre ces critères élastiques fragiles et les critères en glissement
d'interface constatés expérimentalement. Nous prétendons que si le lien est établi pour un (±#) s ,

alors il le sera sûrement pour tout autre empilement. Les équations du modèle ont été appliquées,
conjuguées avec un comportement plastique parfait et un comportement plastique à écrouissage
négatif. Le deuxième comportement a donné de meilleurs résultats que le premier. Nous avons pro-

posé deux méthodes d'identification des paramètres du comportement plastique (un paramètre par

comportement). L'identification par la mesure de la valeur d'initiation du glissement s'est avéré

peu fiable et peu robuste. Nous avons donc choisi d'utiliser plutôt la valeur du glissement critique
provoquant le délaminage. Cela consiste à adopter comme critère de délaminage l'y| = 15fim (valeur
critique moyenne des glissements mesurés) et à identifier la valeur du paramètre qui donne un glis-
sement égal à 15fim pour un chargement égal au chargement mesuré à l'initiation du délaminage.
La moyenne des valeurs pour les différents angles donne la valeur du paramètre. Cette méthode

d'identification donne de très bons résultats de prédiction d'initiation de délaminage pour les deux

types de comportement plastique. La description de la cinétique de glissement au bord en fonction

du chargement est en accord avec les mesures pour le cas de la plasticité avec écrouissage négatif.
Par contre, le modèle de plasticité parfaite donne une évolution des glissements assez imprécise.
Nous avons terminé le mémoire par une comparaison de l'énergie dissipée par le délaminage calculée

avec des critères en glissement et en taux de restitution d'énergie pour un (±9) s . La comparaison
a prouvé que les critères en glissement critique et en taux de restitution d'énergie sont équivalents
en termes d'énergie dissipée par le délaminage. Il est vraisemblable que la modélisation des empi-
lements (±6n ) s avec autant de couches modèles que de couches physiques fasse apparaître un effet

d'épaisseur pertinent sur le critère en glissement d'interface de la même façon que sur les critères

en cisaillements d'interface calculés par notre approche élastique. Avec ce type de modélisation,
le paramètre plastique serait identique pour tous les empilements et toutes les épaisseurs de mul-

ticouche considérés (nous rappelons que nous nous sommes restreints à l'étude du quatre couches

pour être en mesure de réaliser des calculs analytiques).

Dans ce mémoire nous avons aussi traité des délaminages en mode I. Bien que nous disposons
de l'expression de G/, nous n'avons pas éprouvé nos critères sur les cas de ce type de délaminage
trouvés dans la littérature par des essais de traction parallèlement au bord (sur des (±25,90) s par

exemple). En effet, il nous semble que les fissures qualifiées de délaminage en mode I apparaissent
plutôt par notre modèle M.4~5n comme des fissures intralaminaires puisque liées à un état de

contraintes 033 dominant et quasi-uniforme suivant l'épaisseur des couches. Les essais montrent

d'ailleurs qu'il y a une fissuration de couche qui accompagne le délaminage. On a d'ailleurs montré

que les effets d'échelle constatés expérimentalement seraient alors des effets d'échelle de volume. Un
travail important doit être effectué pour trouver des empilements ou un type d'essai pour lesquels
il y ait de véritables fissures d'interface en mode I résultant d'une concentration des contraintes <733

à l'interface. Des travaux analogues devront aussi être effectués pour trouver des essais d'initiation

et de propagation de délaminage en mode II ou mixtes afin de proposer des critères de délaminage
plus complets.
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Une suite logique à ce travail sera aussi de prendre en compte des déformations anélastiques
quelconques dans les couches comme par exemple le comportement plastique des couches. Il faudra
aussi introduire l'endommagement dans nos modèles. Nous pensons que cela peut être fait direc-
tement dans les équations de comportement généralisé. La programmation de l'endommagement
dans DEILAM ferait de DEILAM un logiciel très complet. D'ores et déjà, comme logiciel de bureau
d'étude ou comme post-processeur de calcul éléments finis, DEILAM pourrait repésenter un outil
de dimensionnement des multicouches au délaminage très efficace.
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Annexe A

Traction d'un multicouche avec bords

chargés et résolution par le

Au paragraphe 3.2 du chapitre 3, nous avons décrit le problème d'un multicouche en traction

avec bords chargés. Au paragraphe 3.2.3 nous avons détaillé les équations du modèle M4~5n ap-

pliqué au problème (cf. équations (3.18) à (3.41)). L'ensemble des équations peut s'écrire sous la

forme d'un système différentiel du premier ordre à 16n—2 inconnues avec second membre (dépendant
des champs anélastiques généralisés connus). Cependant, la résolution est d'autant plus longue que

le nombre de couches 2n augmente. Pour cette raison, nous avons choisi d'extraire sous-système
différentiel de dimension moins importante. Le sous-système différentiel trouvé est du deuxième

ordre et est résolu numériquement moyennant une formulation variationnelle.

Les calculs qui ont permis de déterminer le sous-système différentiel, ses conditions aux limites

et la formulation variationnelle n'ont pas été détaillés, nous allons dans cette annexe faire le détail

des calculs. Nous allons nous référer au paragraphe 3.2 du chapitre 3 pour les équations du problème
et à l'annexe B pour les matrices et vecteurs intermédiaires permettant d'aboutir aux résultats.

A.l Extraction du système différentiel du second ordre.

La méthode employée est décrite au paragraphe 3.2.4 du chapitre 3. Elle consiste, dans un

premier temps, à choisir parmi les 16n — 2 inconnues, un nombre plus réduit d'inconnues que

nous appelons inconnues principales et à exprimer les autres inconnues en fonction des inconnues

principales. Ensuite, on détermine grâce aux équations du modèle des équations de même nombre

que les inconnues principales et qui portent uniquement sur les inconnues principales.
Les inconnues principales de notre méthode sont les 5n — 2 champs adimensionnels suivants

Ces champs sont les inconnues principales du problème. Pour obtenir le système différentiel cherché,
nous devons donc exprimer à l'aide de certaines équations toutes les inconnues en fonction des

inconnues principales et écrire à l'aide des équations non utilisées des relations portant sur les

seules inconnues principales.

où
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A.1.1 Ecriture de toutes les inconnues en fonction des inconnues principales.
Pour simplifier, on note pour l<i<netl<j<n — 1:

n> - Q% { Ni = N22{= M'2 r = «#+1 - ui
2 ' We = ^12

' l Ml = M{2
et

\ v3,3+1 = v3+1 - v3 (AJ)

... xi x i
Dans cette partie, nous allons exprimer les inconnues Q\, f3,3+1

, N , M , v
l >l+1 et w

l
en fonction

des inconnues principales.

Expression de Q\ et f3,3+1
.

On écrit sous forme matricielle adimensionnelle les 3n — 2 équations algébriques linéaires dans

(3.34) - 2n — 2 équations - et dans la première ligne de (3.33) - n équations -

Âx + #7 = kan

(A.2)

avec x vecteur de dimension 3n — 2 défini par

yi =

1
x (9± 91 T

l > 2 n—l,n 1,2 n-l,n\ «v

GlnV e e
1 1 ' 2 2 (A "3)

7 vecteur de dimension 5n — 2 défini par (ses composantes sont les inconnues principales)
, / Q 1 Q 1

M
1 ' 2 U

n ~ 1,n y
1 , 2 ^n-l,n \

7 = (e x GLW
' exC„' ~~~1~' Vx ' <Px ''P*' ' (A ' 4)

kan vecteur de dimension 3n — 2 défini par

/ T-vl,2an rj«,n-1 an T-jl,2an p.n,n— lan\ 4

_ l an ^nan -^1 -^1 ^2 -^2 l / a r\AC —
—

i , i , , ..., , , ..., ,
V e e e e /

Â et jH des matrices constantes de dimensions respectives (3n — 2) x (3n — 2) et (3n — 2) x (5n — 2)
(leurs expressions sont données aux équations (B.l) à (B.6) de l 'annexe B).

On définit la matrice Ê de dimension (3n — 2) x (5n — 2) et le vecteur r
an de dimension 3n — 2

par

É = -K~
1

É et r
an

= A~
1

~kan
, (A.6)

alors la relation qui lie les inconnues Q\ et f3,3+1 aux inconnues principales s'écrit

X = Ê7 + r
an

. (A.7)

xi xi

Expression de N et M .

Les équations de comportement algébriques dans (3.31) et (3.32) s'écrivent

N'

u
= (a.8)

S\e , rt
.
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Par conséquent, si on exprime les efforts iV22 , N{2 , M22 et M\2 en fonction des inconnues principales,
on obtient aussi une expression des efforts N[ x et M\ x faisant intervenir les inconnues principales.
Les relations cherchées sont obtenues en injectant l'équation (A.7) dans les équations d'équilibre
(3.18), (3.19), (3.21) et (3.22) pour 1 < i < n :

NÏ -(l-Mfê7 + r
an) + (1 — J»,i) (s7 + r°") (A.10)

\ / n+i \ / n—1+tGlN
'

/n+z V / n-l+i

N^
Gln

- m + f0"L_ 1+ ,
+ f 1 - m + <A - n>

Mq
Gln
M1 '

Q

= e (fy, + r'") i
- | [(1 - M (È7 + r»«) n+j

+ (1 - *,) + f")^
f [(1 - M (S7 + r-) 2n . 1+i

+ (1 - *.0 (Ê7 + ^) 2„_2+J (A-

(A.12)

13)
Gln Gln

où (f)j =i-ème composante du vecteur t et l(m)m) = {ài,j)\<i j<m (symbole de Kronecker).

Expression de ul,l+1 et w
l

.

Pour les efforts d'arrachement, les équations (3.35) s'écrivent sous la forme matricielle adimen-

sionnelle suivante :

Û.Û + T.C> = c
an (A.14)

avec Û et T des matrices n x n constantes dont les expressions sont définies aux équations (B.7)
à (B.12) de l'annexe B pour lesquelles nous avons distingué le cas du multicouche symétrique de

celui du multicouche non symétrique (voir remarque 5 du paragraphe 3.2.3, page 79),

ê* = - x (u>\ ..,«>»), ï= =L X (l^, e = è = è —

- ^ = è —

e U n ti " éï n

"

ttï / T-.1,2 an ni,n+l<in\ '

et c
an

= — (A.15)
Gljv \ e e

/

On définit la matrice de dimension n x n par

ê = (A.16)
alors

ù = ÉÛ-t
~ l

c
an

. (A.17)
Par conséquent, si on exprime w

l
en fonction des inconnues principales, on obtient aussi une exprès-

sion des efforts i/>î+1 faisant intervenir les inconnues principales. La relation cherchée est obtenue
en injectant l'équation (A.7) dans l'équation de comportement provenant de la dernière équation
du système (3.33) pour 1 < i < n :

i'
w

{S'

Q12[(Ê7 + f")^ (1 - *,X) + (27 + r"") n+i
(1 - «UGln

10
(A.18)

+Sb« [(Ê7 + f")2n_ 2+i
(1 - *,i) + {h + (1 - M] }
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A. 1.2 Ecriture du système différentiel.

Nous allons maintenant exploiter les équations que nous n'avons pas utilisées pour trouver des

équations qui ne font intervenir que les inconnues principales.
On commence par utiliser l'équation d'équilibre (3.20) dans laquelle on injecte l'expression

(A. 17) des efforts d'arrachement en fonction des déplacements normaux

Q l

Gln

=-i

[Ew - r c
an

+ (1 - <5j,i) -r s (A.19)
ï-1

Puis on dérive cette équation et on remplace l'expression des déplacements normaux par celle
trouvée en (A. 18) et on obtient pour 1 < i < n

W~
= I,t)x

Gln
(A.20)

k=l

§eso\ogln' Q12
5ek +

6eS^22 GLN Qk

5e fc cGln

~Yq
SQUGLN
nk ~n

~Yô ^22 LAr

+-^(-£it + (l-5i,i)Bi - 1 ,t) xdif+ f — (1 — «îi,!) f
k=1

: —1 z-1

i-1

i 4.1 an
+tq

où tlQ
U est un champ en y connu dépendant des déformations anélastiques généralisées (son exprès-

sion est définie dans l'équation (B.19) de l'annexe B). A ce stade, on a déjà une famille d'équations
ne faisant intervenir que les inconnues principales.

Il reste encore d'autres relations à utiliser pour obtenir des relations supplémentaires sur les
inconnues principales. On injecte donc l'équation (A.8) dans les équations différentielles écrites en

(3.31) et on obtient pour 1 < j < n — 1

jj'+i'

JJ+ !'

— o(J+ lan J an \ i
— l ^£ 12 t 12 J -r

Bj+i Nj+i C> +1 Ni+1 SÎq
1 fA

=— + •==— + _ _

?'+l an

eJ+1 Gln
'

ei+ l Gln
' 11

BJ N>
=

— +
& Ni S{6 /A

eJ Gln eJ GLN Siil
_ _ c3 an

L

— (J+ lan J an\ >
~ [^22

~

22 J
5^+1 jvS#1

(A J+lan
ei+ l Gln eJ+1 Gln S{i U 11

Ai Ni Bi NÎ
e3 Gln e3 Gln

-il

(A.21)

(A.22)

ou

A* = GLN x[ Sl

22
-

'12

'11
B {

= GLN*[ Sl

26
-

Cl Ql
°16°12

'11
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et C{
— Gln x 66

16
ci
-'il

(A.23)

De la même façon, si on utilise le deuxième système d'équations différentielles du système (3.32) et

si on injecte l'équation (A.9), on obtient pour 1 < i < n

<A' = 2Xir +
êl

■ Mi \
,ian ,

x '" / jgz
xv±

_|_ çi 6 1M1

Gln Gln )
i' ian 12 ( Ai M*

ni M6 ^
Vy ~ X22 + ^

(A.24)

(A.25)

En dérivant les équations (A.21), (A.22), (A.24) et (A.25) et en injectant les équations (A. 10)
à (A.13) on obtient pour 1 < j < n — 1 :

u,j,j+1" _

Bi+1

ei+l

Ci+l

ei+1

ei

+tjJ+lau +

M+l" _

A' + l

-d (è7) n+i+
.

+ (êr)

2 (£12

l+j_

n+j

n+j

qj+1 qj
7+1 an

_ çjan^ _

°16 ^j+lan 16 ç-?'
si i

an

11

ej+l -d-^.0 (ê7) 2n+
.

+ (ê7) 2n_

^ r(l-^)(É7) -(f)7)e-?

2n—l+j

2n—1+j

+
BÎ+ 1

ej+i

)'-^N n _ i+rNjIF

ei

+tjj+l«n +
oi+i ci

_7+l an ^jan ^16 ,j'+l an , '-'îe.Jan
C>22 ^99 « 1 1 c-ii 1

~

Ci'22
^îi"

1 '11
Sfi

'11

et pour 1 < i < n

«
_

12e
nJ Q l

Vx —

,3
B

12e i
+ —TCl

el6

+tian
+ 2xian/

i«
_

12e j f Qi e*
y e*

3 \eGLN 2e

e'

z 2e (î-M (f^) n+i
+ (i - ki)

n—1+z

(A.26)

(A.27)

{A - ë [(1 - ^ (^2n-1+i
+ (1 - ^ J } (A ' 28)

_(i - (êir) 2ii_ i+i
+ (i - ^.0 (êT) 2ii_ 2+J } (A.29)
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12e T->i

e 1

e'

2e

+C + X22
1 anf

où ii'J+lûn
, tv J+lan

, et t^J1 sont des champs en y connus et dépendant des déformations

anélastiques généralisées (leurs expressions sont définies aux équations respectives (B.15) à (B.18)
de l'annexe B).

Les équations (A.26), (A.27), (A.28), (A.29) et (A.20) ne font intervenir que les inconnues

principales. Nous allons maintenant essayer de les mettre sous forme matricielle et on obtiendra
ainsi le système différentiel cherché. Mais avant cela, nous ferons un travail supplémentaire d'adi-
mensionnement pour l'axe y. Cela permettra de rendre ces calculs exploitables par un programme
informatique. Si on ne prend pas ces précautions, on risque de rencontrer des problèmes de grande
différence entre les ordres de grandeur des coefficients des matrices.

On pose pour tout s élément de [0; 1] (y = bs) et pour (i,j) G [1,ri] x [1 , n — 1]

p
i is) = QM, ^2„-i (s) =

eGLN e e

7
i+3n-2(s ) = <fiUbs),_\s) =(p

l

y{bs)
(A.30)

A partir des équations (A.26), (A.27), (A.28), (A.29) et (A.20) on obtient le système différentiel
adimensionnel suivant :

^2 p(s ) = Mp{s) + ipan (s) + ^an ( s ) (A.31)

OU

p = {pl
,-,p

bn 2 Y,
- ipan et fjan sont des vecteurs connus de dimension 5n — 2 dont les composantes sont des

champs en s et leurs expressions font intervenir les déformations anélastiques généralisées
(leurs expressions sont données aux équations (B.20) et (B.21) de l'annexe B),

- M est une matrice (5n — 2) x (5n — 2) constante dont les coefficients sont définis par les
relations (B.22) à (B.26) de l'annexe B.

A.2 Conditions aux limites du système différentiel.

Les inconnues principales du problème simplifié sont les fonctions p
x données par les équations

(3.45). Nous devons donc exprimer les conditions aux limites (cf. équations (3.36) à (3.41)) en

fonction des inconnues principales du problème. Sachant que les conditions aux limites en y = a (a
peut valoir 0 ou b : bords du multicouche) peuvent porter aussi bien sur les déplacements ou des
efforts généralisés, on doit traiter plusieurs cas de figure :

- Imposition des déplacements u
l

d (a) et v
l

d {a) pour tout i G [1, n] (cf. équations (3.36) ou (3.39)).
Cela implique que

p>+n (a/b) =
4+ '

(q) ~"rf (a)
et ^n-l (o/6) =

4+V)-4(°)
pour 1 < j < n — 1
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- Imposition des déplacements Ud3 (a ) pour tout i G [l,n] (cf. équations (3.37) ou (3.40)). Les

déplacements w
l

ne font pas partie des inconnues principales, mais leur imposition au bord

y = a donne après utilisation de l'équation (A. 19)

P
l («/&) = ~ - (Èàd {a)- f V"(o)) + (1 - <5j,i) - f ^""(a))

où 1 < i < net àd (a) = - (U}s (a),U$3 (a),...,U23 (a))'.
- Imposition des rotations ^^(a) et $d2 (a ) pour tout i G [l,n] (cf. équations (3.38) ou (3.41)).

Cela implique que

p
i+3"-2 (a/ft) = $i 1 (a) et p

i+4""2 (a/6) = $j 2 (o) pour 1<«< n

- Imposition des efforts Tdl {a) et Td2 (a) pour tout i G [l,n] (cf. équations (3.36) ou (3.39)).
Après utilisation des équations (A.21) et (A.22) issues du comportement membranaire, on

obtient pour 1 < j < n — 1

fS+»'(a/b) = 2-
e (4t la"M-eirM)

b\B^T'd+\a),,
,+lan ,

Cl 1+ + +
« I ej+1 Gln ei+l GLN SJ+ 1 \L

(&T>i2 (a) CUTiM S{6 (A j, \
~ +

^7 + 11 {))
et

p>+2n-l
'

{a/b) = 5(^« (a) _4«» (a))
+ "

b \A^Tti\a), B>+i T»\a) , S?2
+1 (AIL Z. v '

| Il 1 x '

j
e I e3+1 Gln ei+1 GLN \L

(A* T3
dï (a) BiT'dl (a) S{2 (A j \\ j

[S Gln
+

ei Gln
+

S'n U 11 '')J J
- Imposition des efforts Q l

d3 (a) pour tout i G [1,n] (cf. équations (3.37) ou (3.40)). On écrit

donc pour 1 < i < n

P\a/b)=

eo ln

- Imposition des moments Mdl (a) et Md2 (a) pour tout i G [1, n] (cf. équations (3.38) ou (3.41)).
Après utilisation des équations (A.24) et (A.25) issues du comportement en flexion et torsion,
on obtient pour 1 < i < n

J+3n—2' (a/6) = 6 2xi!» + -ô B'-4
12 f oi M'd2 (a)

| g,(g)
Gln Gln

et

J+4n—2' (a/6) = 6 xSTM +s
12 Z' A iMd2 {a)

^ ^M^a)
Gln Gln
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où la notation t' =

Dorénavant, pour simplifier les notations, nous désignons par la valeur imposée à p
l

ou à sa

dérivée en s = a, et ce pour 1 < i < 5n — 2.
Nous avons 5n — 2 -f 5n — 2 = 2 x (5n — 2) conditions aux limites pour un système différentiel

du second ordre à 5n — 2 inconnues. Le problème est donc bien posé. Pour le résoudre, nous allons
faire appel à une formulation variationnelle.

Avant cela, nous allons écrire les conditions aux limites du système différentiel d'une façon plus
synthétique pour que l'écriture de la formulation variationnelle soit plus simple. Pour ce faire, on

définit
- E l'ensemble d'entiers {1,2,..., 5n — 2}
- §° un sous-ensemble de E dont les éléments sont les indices des composantes de p sur lesquelles

on impose une condition sur leur valeur en s = 0
- ED0

un sous-ensemble de E dont les éléments sont les indices des composantes de p sur lesquelles
on impose une condition sur la valeur de leur dérivée en s = 0

- S 1
un sous-ensemble de E dont les éléments sont les indices des composantes de p sur lesquelles

on impose une condition sur leur valeur en s = 1
- D1

un sous-ensemble de E dont les éléments sont les indices des composantes de p sur lesquelles
on impose une condition sur la valeur de leur dérivée en s = 1.

Les propriétés suivantes sont évidentes :

§°UBP=E, §o nlD)o =0, S 1 U D1
= E et § 1 nD1 =0.

Avec ces définitions, les conditions aux limites du système différentiel (A.31) peuvent s'écrire comme

suit :

- en s = 0

Vies0
: p' = 4 (A.32)

VjeB0
: / = (tj (A.33)

- en s = 1

VieS 1
: p' = k\ (A.34)

V? e D1
: p>'= 4 (A.35)

A.3 Résolution du système différentiel par une formulation varia-
tionnelle.

Le but de cette partie est de résoudre le système différentiel écrit en (A.31) moyennant une

formulation variationnelle [Washizu, 1975]. Dans toute cette partie, on dira qu'un champ £ de
M5" -2 est compatible avec k si £ vérifie les conditions aux limites écrites dans les équations (A.32)
à (A.35).

A.3.1 Ecriture d'une première formulation variationnelle.

Soit p
so1 la solution du système différentiel. Alors

i2 i

—zp
sol (s) = Mpsol (s) + tjjan {s) + —rjan (s) et p

so1 compatible avec k .

ds z ds
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Soit 0 un champ quelconque de R5n-2 de classe C 1
par morceaux sur [0; 1]. En multipliant scalai-

rement par (j) l'équation ci-dessus, en intégrant sur [0; 1] et en faisant une intégration par parties
on obtient l'équation

[ l (Mps<*)] - [4>-Pso, ']
l

0
+ [î>.ipan

- (f)'.r}an ds + (J).fjan

^
= 0 (A.36)

On choisit dorénavant 0 compatible avec 0 (conditions aux limites nulles). Les fonctions tests

constituent ainsi un espace vectoriel E*.

On désigne par ( C ) la base canonique de R5n_2
. Ce qui nous permet d'écrire

V J l<i<5n—2

5n—2
(0) = 0 pour i G §° f (f>i( 1) = 0 pour i G S 1

6

cf)j'( 1) = 0 pour j G D
avec { J'(0) = 0 pour

j e

DP

L'équation (A.36) s'écrit donc

jf
1

[<i'.?*1'+1 (ÙP'oi)\ ds= E(«j - - E («j -

jeD1

-fJ 0

jeBP

<j>4an
- 4>'.fjan ds (A.37)

On adopte les notations suivantes

a(/5, 4>) = + 0- [mp) ds forme bilinéaire

m= E MV(«1 - nTW) - E («? - vT(o))
jeifi jeuP

(A.38)

A ds forme linéaire

Avec ces notations, l'équation (A.37) donne la formulation variationnelle suivante :

p
so1 solution du problème

p
so1 compatible avec k

V0 G E* compatible avec 0 : a(pso*,</>) = l (<j>) (A.39)

A.3.2 Approximation de la solution dans un espace discret et nouvelle formu-
lation variationnelle.

On va approcher notre problème en discrétisant l'intervalle [0; 1] en A + 1 points (o>j)0<j<N de

[0; 1] tels que

0 = ao < cli < ... < dj < ... < = 1.
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Définitions de l'espace d'approximation U*.

On considère la famille B = (p1 ^) 1 < i < 5n - 2 de "vecteurs chapeau" définis par
0 < j < N

fît (s) =(pi (s)C

avec

pi {s) = <

1 +
s — di

si s E [aj-hCLj]
aj aj-1

1
^ ®i • r i1 - — si s E •

aj+i aj
0 si non

Cette famille de vecteurs est une base d'un espace vectoriel qu'on note U.
Le sous-espace vectoriel U* des champs de U compatibles avec 0 admet pour base 13* =

1 < i < 5n - 2
dont les éléments sont définis par

1 < j < N - !

pt:N~ 1 + p
l >N si i E P1 et j = N — 1

^ pl,° + p1,1 si i E IDP et j = 1

pl,i si non

Changement d'inconnue du problème.

Le but est de chercher une solution à une formulation variationnelle où les champs test et la
solution se trouvent dans le même espace vectoriel. On écrit

-sol
= ^2 ^ K\tplN - ( fll - û0 ) ^ ^ ,0 + (aN

- aN_i) ^ K\<ï>hN + P*sd (A.40)
îes 0 ies 1 ieuP îeD1

On démontre sans difficulté que p*so1 E E*. On note

L(<j>) = /(</>) -a [ + ~ (°i ~ a°) ^2 K^'°; i
ie§° ieS 1 zGlDP

(A.41)

-a ( (aN - aAr_i) ^ k}p1,N ; <f>
ieD1

La nouvelle formulation variationnelle s'écrit donc

(A.42)

Approximation de p* so1 dans U*.

On souhaite approcher p*so1
par

—*sol
p E

1 < i < 5n - 2
1 < j < N - 1
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élément de U*. Pour ce faire, dans la formulation variâtionnelle (A.42), on se restreint à U*. Le

problème se réduit à trouver (Àij) i <, < 5n - 2 vérifiant :

0 < j < N

Vp € {1,5ra — 2} et Vg G {1, N}: £ Aya(^' t ^)=l(^')
1 < t < 5n - 2

1 < j < N - 1

On arrive ainsi au système linéaire suivant :

5n—2

Y
i-1

V' 1 ) + Az , 2 a (^'2
, V' 1 ) — L Vp = 1...5n — 2

(3H1

,

<<
,

:

Sws •«- 1
, j,™) + Ai,,a , r*)+ Ai (^'«+1

, =L(y, '«)
Vp = 1...5n — 2, Vç = 2...N -2

5n—2

Y [><i,N-2a(î>
1=1

i,N 2
^ ^p,N 1^ + \ i N _ ia

f^N ~ 1
,

= L

Vp = 1...5n — 2

(A.43)

On est ainsi ammené à résoudre un système linéaire à (5n—2) x (N— 1) équations et (5n—2) x (N— 1)
inconnues. Les coefficients et les seconds membres qui y interviennent sont calculés au paragraphe
B.2 de l'annexe B. Le système d'équations peut s'écrire sous la forme synthétique :

Rît = p (A.44)
ou

- R est la matrice de rigidité de dimension ((5n — 2) x (N — 1)) x ((5n — 2) x (N — 1)) dont

les éléments sont définis par

R■p+(q—l) X(5n—2),î+(j —1)x(5n—2) = a pour <

1 < i < 5n — 2

1 < p < 5n — 2

1 < j < N - 1

l 1 < q < N - 1

et sont calculés au paragraphe B.2.1 moyennant les équations (B.27) à (B.35)
- 7r est un vecteur inconnu à (5n — 2) x (N — 1) composantes définies par

. , 1 < i < 5n — 2
^i+(j—l)x(5n—2)

(A.45)

P°Ur ^ 1 < j < AT - 1 <A ' 46 )

- fi est un vecteur connu (c'est le second membre du système) à (5n —2) x (N — 1) composantes
définies par

Mi+u-I)x(5n—2) = i (îij ) pour | j | * |^
~

l (A.47)

et calculées au paragraphe B.2.2 moyennant les équations (B.36) à (B.50).
A ce stade, la formulation variât ionnelle est entièrement écrite et la résolution du système

différentiel peut maintenant être effectuée par la programmation de la formulation variationnelle
et par la résolution du système d'équations linéaires (A.44).
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Annexe B

Détail des calculs pour la résolution

du problème de traction.

Dans cette annexe, nous donnons l'expression des matrices et des vecteurs nécessaires pour la

résolution du problème de traction du multicouche de l'annexe A. Nous détaillons aussi les calculs

des coefficients de la matrice de rigidité et du second membre de la formulation variâtionnelle A.43.

Ceci est donc une annexe de l'annexe A et les mêmes notations sont gardées.

B.l Expression des matrices et des vecteurs connus du système
différentiel.

Rappelons nous que nous avons exprimé toutes les inconnues du problème en fonction d'un

nombre réduit d'inconnues appelées inconnues principales. Les inconnues principales du problème
sont les composantes du vecteur :

7* =
Q l Q l ,1.2 Un-l,n v \,2 Vn—l,n

e x Gln e x Gln e

,A ,jn ,A ,jn
? ^pxi "'1 i y^y> y^y

Pour exprimer toutes les inconnues en fonction des inconnues principales nous avons introduit

des matrices et des vecteurs dont l'expression n'a pas été donnée et que nous donnerons ici.

Commençons par les matrices définies dans l'équation (A.2) pour exprimer Q\ et f3,3+1 en

fonction des inconnues principales :

Â est une matrice de dimension (3n — 2) x (3n — 2) définie par

A =

/ a ~t ~t \1 Ci Au A *
L 12

An Dn D\2

\ Âi2 D\2 D22 y
(B.l)

H matrice de dimension (3n — 2) x (5n — 2) définie par

H =

( ë2 0(n,n—1) A
l(n—l,n—1) Ô(n

0(n—l,n—1) ~î(i

0(n,n—1) 0(n,n)
B 0(n—l,n)

B

(B.2)
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où Aki matrice de dimension (n-l)xn définie pour (k,l) G {1,2} 2
par

Àhi = ~

Gln
10

/ cl c2
1 Qkl °Qkl

\

$Qkl $Qkt
0 \
0

çn—l en

Qkl Qkl /

(B.3)

î(m,m) = {àij)i<i j<m (symbôle de Kronecker), matrice nulle à i lignes et j colonnes, B matrice
de dimension (n — 1) x n définie par

B =

2e

( e
1

e
2 0

0 e
2

e
3

V 0 0 0

0 \
0

,n—l
e

n /

(B.4)

Ck matrice de dimension (n — 1) x n définie pour fe E 1,2 par

/ SQik n

Ck =

6CGln

e 1

0
c2
^Qlk

0 0
on
DQlk

(B.5)

et Djk matrice de dimension (n — 1) x (n — 1) définie pour (j, k) G {1,2}2
par

Djk — <

f °LN
(4:(e l

SQjk + e
2 S2

Qjk )) si n = 2
_a0e
Gln
30e (^eP SP

Qjk + eP+1 SQjk)àp,q ePSç)jA,q+ 1 eQ^QjA+Lo) si n > 2
(B.6)

Passons maintenant aux matrices introduites dans l'équation (A. 14) pour exprimer les efforts
d'arrachement normalisés en fonction des déplacements moyens normaux normalisés. Rappelons
nous que nous devons distinguer deux cas, le cas d'un multicouche symétrique et le cas d'un mul-
ticouche non symétrique (voir remarque 5 du paragraphe 3.2.3, page 79).
Ù est une matrice n x n ayant pour expression

- pour le problème du multicouche symétrique

si n — 2 â = £n 1

GLN V ^ 2
et (B.7)
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si n > 2 ù = IN

Gln

/1 -1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1

0 0
0 0

V o o

- pour le problème du multicouche non symétrique

si n = 2 h = £N 1 -1
et

Gln V0 0

f 1-10

0 1-10

0 0 1-1

si n > 2 Q =
En

Gln

0

0 0
0 0

V 0 0

1 -1

0 1

0 0

1 -1

0 1

0 0

0 \
0

0

0
-1

2 /

0 \
0
0

0
-1

0 /

(B.8)

(B.9)

(B.10)

T est une matrice n x n ayant pour expression
- pour le problème du multicouche symétrique

( . e
1 éz

e
z \

26(^r + ^r) 9 £2~N aN aN
e e

18 ëï,
52

m
si n = 2 r =

En
70 * e

N

et si n > 2 (B.ll)

r =
En

70 * e

/ . e
1

e
2

. e
2

26(#r + -jp) 9 ^2~E
^

En En

V + w ]
N N N

0 0

0 0

pour le problème du multicouche non symétrique

V

pTi—1 p
n

26(^rr + ^)
N

„
^N

e
n

18—
E%

si n = 2 r =
En

70 * e

( e
1

e
2

e
2

26{ ëï;
+

Ë% ) 9W
0 52

<r

^ )

9^r
52

En i
N J

et si n > 2

(B.12)

(B. 13)
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r =
En

70 * e

/ . e
1

e
2

.

2^gr + gr)N N

9-~-

\

26(^
+
^

Pn-1
pr

26(^r + ë=r)^AT ^iV
0 52

e
n

EN )

(B.14)

Le dernier coefficient de la matrice T a été choisi arbitrairement. Nous avons pu faire ceci puisque
l'équation que nous devons vérifier est (voir remarque 5 du paragraphe 3.2.3, page 79) :

„n,n+1
= 0)

qui est équivalente à l'équation que nous avons choisi

En
70 * e

x 52
E"N

■vn,n+1 _ 0.

A part ces matrices, nous avons défini aux équations (A.20) et (A.26) à (A.29) des vecteurs

dépendant des déformations anélastiques généralisées. On définit pour l<i<netl<j<n — 1 :

,j,j+lan _

Lu

,j,j+lan _

Ly —

fi an

fi an

Vy

B0+ 1

ej+l (1 - (f»") 2n+i +

Bi

AH i

ej+ 1

ei

ei

.(1 - M (fn )2„-2+j
- (fnhn-l+j

+Sr [~ (1 - ^>- ]) ( fa"în+ l+j + (?an )n+j

'(1 " kl) (fn)n-1+j
~ (?"")„+;]

-(1 - (Sj.n-i) (f»")2n+j + (f"")2„_ 1+J ]
~ [(1 - 6v) (fan )2n-2+j

- (fn )2u-l+j

-(1 - (f°")n+1+3
. +

BJ

+
#i+i
ej+i

e-? a - M (^a")„-i+J
-

- (?on )„+J ]

(B.15)

(B.16)

12e • f e
1 1

-ÏB ' {~Ye
[(1 - M ( ?<m)2n-l+i + (1 - *,l) ( ) (B.17)

12e ■ ( p
i ï

+—C> |(r-). - — [(1 - (ron )n+j + (1 - *,,) (f-)„_1+i] )
12e Ce* 1
-3 A' {~Ye K1 - *•") (r

" a")2n-1+i + (1 - M (^")2n-2+i]} (B-18)
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12p • ( p
l

+_B. | (ran ) I
- | [(1 - M (r°")„+i + (1 - *,i)

1 A { 6eSjX, 2 GLN

nr = - E (-^+u >< —B— < ?an )
/c=l

bek

1
SQ 12Gln (1 - + (f")n+k (1 - M]

(B.19)

10

-~Sk
Q22GLN [(r»") 2„_2+, (1 - 4,l) + (1 - «»,»)] }

où (î)i =i-ème composante du vecteur t.

Nous avons aussi défini au système différentiel (A.31) deux vecteurs connus $an et fjan d

dimension 5n — 2. Les expressions de leurs composantes pour tout s élément de [0; 1] (y = bs) e

pour (i,j ) G [1 , n] x [l,n — 1] sont

*'-« = % E x + —4!q°"(6S),
e

fc=l
e

^'+" a"(s) =-<iJ
'

+lo"(6s) , V^+2n_1 °n («) = —€d+lan (ba) ,
e e

V> i+3"-2on (s) =
, Vi+4n_2a"(«) =

(B.2(

et

r]
ian (s) = -

e
f - (1 - <5«,i) (EV^fe))

h r qi+l ci

„>+■"»(,) = -2 (e\fn (bs)- e\T(bs))-+
e L ^11 ^ii

(B.Î
h [ qi+l qi

V+2n-l«n (s) = £ 4+lan (fo) _ ^an {bs) _ |2_ £
i+lan (fo) +

e L ^11

V
,+3n - 2an (s) = 2b [x\r (6s)] , ri

i+i"-2an (s ) = b[xir(bs)}
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Enfin, les coefficients de la matrice M constante de dimension (5n — 2) x (5n — 2) du système
différentiel (A.31) s'écrivent :

- pour (i,j) G [1 ;n] x [l;5n — 2]

M,y ^eej
b2SQ22GLN ( &i,j + (1 ài,l)Ei-ij) ^j,[i )n ]

+-£ rjSQi2ÔLN (-Ei,k+ (1 - EkiJe '—' bek
k=1

b2

+ ^2 \Ei,j-\n+2
~ (1 - ^,l)-Ei-l,j-4n+2) ^,[4n-l,5n-2]

"fi
-in 2

— (1 — A:) x

Jfc=l

^^,

Q12^^Ar ((1 l+/c,j "1" (1 ^A:,n)^n+A:j)

LN ((1 — ^/c,l)^2n—2+fc,j + (1 ~ h,n)^2n-l+k,j) }
- pour (z, j) G [1; n — 1] x [1; 5n — 2]

b2 ( B i+1
N/ )Mi+n,j ~ x

\ ei+1 p2n—l+ij (f iïi,n— l)^2n+t,,7*]
B 1

çi [(1 ^i,l)^2n—2+i,j ^2n—l+i,j]
Qi+l

"1"
i-\.\ Pn+i,j ~ (1 ~ ^z,n-l)Sn+i+îj]

Ci

T [(^ —

l+i,j ^n+i,jj]}
- pour (i,j) G [1; n — 1] x [1; 5n — 2]

Mi
b2 ( Ai+1

i+2n-l,j ~

e
X

gi+1 P2"—1+i,j ^i,n—l)E2n+i,j]
Ai

~

"~f [(1 — ôi,l)^2n-2+i,j ~ ^2n-l+i,j]
B i+1

"fi v+i Pn+iJ — (1 ~~ ^î,n-l)Sn+i+i )j]

- pour (i,j) G [l;n] x [l;5n — 2]

1262
e

Mi+3n—2,j — x <B

(B.22)

(B.23)

(B.24)

B 1

[(1 — ài,l)^n-l+i,j ~ Sn+i,j]

ài,j 2g ài,n)^2n—l+i,j "fi (1 ^i,l)^2n—2+i,j)

+ cl

^i,j 2g ^i,n)^n+i,j + (1 (B.25)
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- pour (i,j) G [l;n] x [l;5n — 2]
1262

e

où S

Mi+4n—2,j —

1 si je [a, b]
0 si non

.,3
x {A1 $i,j 2 e

((1 ^i,n)^2n—l+i,j (1 ^i,l)^2n—2+i,j)

+ B l ^i,j 2e^ ^ (B.26)

B.2 Calculs correspondants à la formulation variationnelle.

La résolution du système différentiel (A.31) est effectuée par une formulation variationnelle.

Les calculs conduisent au système (A.43) écrit sous forme matricielle en (A.44). Les paragraphes
suivants présentent les résultats des calculs des coefficients de la matrice de rigidité et du vecteur

second membre.

B.2.1 Coefficients de la matrice de rigidité R.

Les coefficients de la matrice de rigidité R font intervenir les termes

Il
< i < 5n — 2

1 < q < N - 1

. La formule générale donnant les coefficients a yp
1 ^

, est écrite en (A.38). Ces coefficients

sont nuls pour toutes les valeurs prises par i, j, p et q sauf
- pour 2 < q < N — let Vp, i

a = + Mv/q
~

(B.27)
\ / aq

— aq - 1 6

- pour 1 < q < N — 2 et Vp, i

a (V** 1 ,?*) = *të— +M
a*H- a< (B.28)V J aq+ i -aq

y ' 6

- pour 2 < q < N — 2 et Vp, i

a ($'«,rA = Sp,i ( + ) + Mpi Qg+1 r
0"- 1

(B.29)

- pour q = 1 et p G §° et i G §°

aUi'\rA =Sp,i (-L- + —— ) + (B.30)V / \a,2 - ai ai- a0 J 3

- pour q = 1 et (p, i) G S 0 x ED° ou (p, i) G D° x §°

Q (^,^')=Mpi
2Q2 + a

6
'~ 3Q0

(B.31)
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- pour q = 1 et (p, i) G P° x D0

a = àp,i
ar \ a

+ Mp^2 + ^—— (B.32)

- pour q = N — 1 et p G S 1 et i G S 1

a A ^ f 1 + ± ) + Mpi
aN ~°N - 2

(B.33)V / \a^ — a^-\ ajsr-i — ajsr-2 J 3

- pour q = N — 1 et (p, i) G S 1
x P1

ou (p, i ) G P1
x S 1

a = Mpi
3QW ~ ajV

6
'~ 2Qw - 2

(B.34)

- pour q = N — 1 et (p, z) G P1
x P1

a (ÎW-W-r) = Sp,
1 + M

3a^-2aw , —aw _ 2

V / ÛjV—1 - OiV-2 3

B.2.2 Second membre.

Nous calculons ici le second membre du système d'équations (A.41) :

L(r-")= i(r'q)-« ( E K°ê''0+ E - («i - a°) E 4V'° • ) (B - 36 >
\ies° ies 1 îeiDP /

-a j {aN
- aat - i) 5

\ ieo1

Calcul du terme Z.

Si on remplace (J) par ipp,q dans l'expression de /(</>), on obtient pour 1 < p < 5n — 2 et
1 < q < N-l

= *,,AT-1<W (4 - ^(i)) - (4 - 4"(°)) - / [^''•<À°n
- '■■?"] ds (B.37)

Nous approchons dorénavant rîjjan et fjan
par :

^ et v
aU

= respectivement.
1 < t < 5n - 2 1 < » < 5ra — 2

0 <j<N 0 <j<N

Ainsi, le terme 6qyN-iôp jp («* - p°n ( 1)) - 6qt iôpjp («;£ -

Pp
n (0)) dans (B.37) s'écrit pour 1 < p <

5n - 2 et 1 < q < N — 1

àq,N— l^p,!!)1 (K
p

— Pp,n) ~ àq,liïp,I!P {K
p

~ Pp.o) (B.38)

Quant au terme — J ^p ' 9 .i/;an
— îbp,q .rjan j ds, les calculs sont un peu plus compliqués de sorte

que nous préférons séparer les calculs en deux morceaux : / fr'9 .ij)an ds et / ipp,q
'

.fjan ds
Jo ./o
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Terme f ■0p ' 9
.

,0an ds dans /('0P ' 9 ).
J o

Pour ce terme nous devons distinguer plusieurs cas :

- pour 2 < q < N — 2

[ l
.7.0,0_7.an aQ aq-l , ..

aq+ 1 aq-l ,
aq+ 1 aq fxi on ^

j 1p ifj ds —

g
+ flp^q g

+
g

(B.39)

- pour q = 1 et p G S 0

f 1
T p i "jan i

a l
~ a0 ,

a2
~ «0 .

U2
- (Zi

y ds = //P)0
—-— + pP,i—2— + ^>>2 —6— (B.40)

- pour q = 1 et p G B°

f
1

7p i 7an j °i — ao .

2a2 + ai - 3a0 a2
_ «1 /r>

y V ds = /ip )0
—-— + pp> 1 + /ip )2

— -— (B.41)

- pour q = N — 1 et p G S 1

f
1

7v N-l Tan j Û7V-2 ~ «/V-l .

~ CLN-2 . a# - fltf-i /D >,o\

y V ip ds = nP , N - 2 h/ip,iv-i 2
*"

g (B.42)

- pour q = N — 1 et p G ED1

A 1
7d AT-l 7an j

~ aW-2 ,
^aN

~ ^N- 1
~ 2ûat _ 2

/ V ds = Mp,iV-2 g
f Mp,iV-l g

H Hp,N
«/ 0

fljV — QAT-1

2

(B.43)

Terme f ,ijjp,q 'fjan dans l(ipp,q ).
Jo

Encore une fois, nous distinguons plusieurs cas :

- pour 2 < q < N — 2

- pour q = 1 et p G §°

- pour q = 1 et p G D°

- pour q = N — 1 et p G S 1

- pour q = N — 1 et p G B1

f î>™ 'ijan ds= PP - PP (B.44)
J0

f
1

V" ds = (B.45)
do 2 2

/
1

p 'ijan ds = -%■ - % (B.46)
do 2 2

f ^P,q '-an
J0

? 1

1

A>,g+1
2 2

_ A>,o Pp ,2
2 2

_
A>,2 Pp, î

2 2

_
Pp,n-2 Pp,n

2 2

Pp,n-2 Pp ,n~:
2 2

(B.47)

[ ■&>'« 'fjm ds = pp + Pp (B.48)
do 2 2

Ainsi on est en mesure de calculer l(ipp,q ) pour 1 < p < 5n — 2 et 1 < ç < A — 1.
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Calcul des autres termes du second membre.

On s'intéresse ici au calcul du terme :

a ( Ko^'° + Y2 K\'Pl ' N ~ (a i
~ ao) ^2 «o^'° + (aN

~ aN-i) ^2 K\<Pl ' N
î V'q )

\îGS° ieS 1 i£HP ieD1 /

dans l'expression (B.36).
Pour ce calcul, on montre uniquement dans ce mémoire la valeur de termes qui apparaissent dans

chacune des sommations de l'expression ci-dessus. Un programme informatique fera les sommations
nécessaire pour obtenir la valeur du terme global. On voit que nous avons à calculer deux types de

termes : a ^p,q ^j et a . On a pour 1 < i <5n — 2, 1 < p < 5n — 2 et 1 < q < N — 1 :

-<W<WA,1 (^)+«pAi (^,so5L^ + <W^P) (B.49)

-<5pAs"W-l (a„- OAr_i)
i nj" s (s aN-aN-1 , X

aN -aN-i\ CAX+MP)iôq fN-i I Û
Pj§i HôP)Di I (B.50)

Cela permet donc de calculer les termes du second membre (B.36) autres que l(ipp,q ).

a (?»,#>«') =

a(p'N ,Î>"A =

Nous sommes finalement en mesure de calculer le second membre L(i/jp,q ) et ce Vp G [1,5n — 2]
et Wq G [1, N — 1].
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Annexe C

Détail des calculs pour l'expression du
taux de restitution d'énergie.

Au paragraphe 4.4 du chapitre 4, nous avons construit un critère de délaminage portant sur le

taux de restitution d'énergie. Le calcul du taux de restitution d'énergie a été effectué moyennant
la méthode du travail de refermeture de fissure. Pour ce faire, nous avons dû déterminer les dis-

continuités des déplacements à l'interface fissurée en fonction des efforts d'interface en pointe de

fissure aux paragraphes 4.4.3 et 4.4.3. Cependant, les méthodes pour exprimer les discontinuités des

déplacements n'ont pas été détaillées. Nous détaillons dans cette annexe les méthodes en question.

C.l Détermination des discontinuités des déplacements dans le

plan.
Afin de trouver l'expression des discontinuités des déplacements dans le plan, nous avons trouvé

au paragraphe 4.4.3 du chapitre 4, 3n — 2 équations linéaires qui peuvent s'écrire sous la forme
matricielle suivante (cf. équation (4.25)) :

(C.l)

x" = (a<31,...,aqï,at1
1 ' 2 ,...,atî' l,n ,atj'

2
,atj 1,n),

7 vecteur de dimension 3n — 2 défini par

Â 1
— (Apq)'PQh<p,q<3n-2 matrice de dimension (3n — 2) x (3n — 2) que nous définissons ici par

/ x ~.t ~t \
-- | ?' |^ = Mi Du D\2 '

V M2 D\2 D22 )
(C.2)
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où A{j matrice de dimension (n-l)xn définie pour (i,j) £ {1,2} 2
par

Aij —

10

( SQij SQij 0

0 SQij SQij

V o en—1
^Qij

0 \
0

SQH /

(C.3)

Ci matrice de dimension (n — 1) x n définie pour i G 1,2 par

/ ^QU

Ci —
-

-fr- 0
g 2

o %

V o o

o

0

sn

en )

(C.4)

et Dij matrice de dimension (n — 1) x (n — 1) définie pour (i,j) G {1,2}2
par

— <
à (4 (elSQij + e2SQij)) sin = 2

,
M (4 (ePSQ,i + - e Q̂ijSp+1,,) si n > 2

(C.5)

Sij étant le symbole de Kronecker.

Nous définissons
- la matrice A 2 de dimension (3n - 4) x (3n - 4) déduite de la matrice Â 1

en supprimant les

lignes Ti\ — (n + k ) et r\2 — (2n — 1 + k) et les colonnes ni et ri2 :

A 2
-

( An

Ajii—1,1
Ani+i,]

An 2 —1,1

An2 + l,l

Ai,m-i Ai >ni+ i

Ani — l,ni — 1 Ani _i>ni+ i

Ani+l,ni-l Ani+ i )Tll+ i

Ari2 —l,ni —1 An2 _i ;ni+ i

An2+l,ni-l An2+ i>ni+ i

\ A3n _2,i . . A3n_2,ni -1 A3n _2,m+1

Al,n2 —1 Ai )Tl2 _|_i

Ani —l,n2 —1 Ani _i >n2+ i

Am+l,n2 —1 Ani -j_i jn2 4.i

Ari2 —l,n2 —1 An2_i )n2+ i

An2+l,n2 —1 An2+i,n2 +l

A3n-2,n2—1 A3n —2,n2+l

Al,3n-2 \

Ani — l,3n—2

Ani+l,3n—2

A/i2 — l,3n—2

Ari2+l,3n—2

A3n—2,3n—2 )
(C.6)

- la matrice A 3 de dimension (3n — 4) x 2 déduite des 2 colonnes ni et ri2 de la matrice Â 1
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auxquelles on a enlevé les lignes ni et n2 :

( ^1,

A 3
=

ni

^ni —l,ni

•^ni+l,ni

^«2 — 1,ni

^n2+l,ni

^l,n2 ^

Ani—l,r.2
^ni+l,r,2

^n.2 — l,n2

^n2+l,n2

(C.7)

\ ^3n—2,ni ^3n—2,n2 /

- la matrice A 4 de dimension 2 x (3n —4) déduite des lignes ni et n2 de la matrice A 1 auxquelles
on a supprimé les colonnes ni et n2 :

^ni,l
^n2,1

^ni,ni — 1 ^ni,ni+l
^n 2 ,ni-l ^n2,ni+l

^ni,n2 — 1 ^ni,n2+l
^n2,n2 —1 ^n2,n2+l

^ni,3n—2
^n2,3n—2 (C.8)

- la matrice A 5 de dimension 2x2 déduite de la matrice A 1 et définie par :

Â 5
=

^ni,ni ^ni,n2
-^12,ni ^U2,U2 (0.9)

- le vecteur x
2 de dimension (3n — 4) déduit du vecteur x

1
par la suppression des lignes ni et

n2 :

X (Xl) •• j Xni —1 ? Xni+11 Xn2 — 15 Xn2+1 5 X3n—2) 5 (C. 10)
il s'agit des inconnues autres que les inconnues principales et les discontinuités des déplacements,

- le vecteur x
3 de dimension 2 déduit des 2 lignes ni et n2 du vecteur x

1
:

x
3

=
Xni
Xn2

il s'agit des opposés des inconnues principales.
Avec ces définitions, on a

Â 2
.x

2
= -Â 3

.x
3

;

(C.ll)

(C. 12)
cette équation est l'écriture des équations qui ne font pas intervenir les discontinuités des déplacements.
Cela nous permet de déterminer les inconnues autres que les discontinuités des déplacements en

fonction des inconnues principales :

-1 =

X
2

= -(À 2) '.À 3
.*

3
. (C.13)

Par ailleurs, les équations pour j = k de la famille d'équations (4.23) peuvent s'écrire sous la forme :

A 4
.X

2
+ A°.XJ

=
5 ~3 7i

l2
k+l
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Donc d'après l'équation (C.13) et en posant

i=-Â 4
. r (Â 2)

_i
.Â 3j+ Â 5 (c .i4)

on obtient,

^=-fc;Kn. (c.i5)k,k+1/ a.\

72
' (x,<^)

Finalement, en remplaçant x
3

par sa valeur, on aboutit au résultat

/ 7?'*+V,a+ ) \ = /
1 7*'k+1 (x,a+ ) )

'

\ T%'k+1 {x,a )
(C.16)

Les discontinuités des déplacements dans le plan à l'interface délaminée sont ainsi exprimés en

fonction des efforts de cisaillement en pointe de fissure.

C.2 Détermination de la discontinuité du déplacement hors plan.
Afin de trouver l'expression des discontinuités hors plan, nous avons trouvé au paragraphe 4.4.3

du chapitre 4, n équations linéaires (4.29) qui peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante

(cf. équation (4.30)) pour n > 2 :

k l
v

l
= - 73 (C.17)

avec v
1 vecteur de dimension n — 1 défini par

û 1 '
= (Af1,2,Ai/"_1,n),

73 vecteur de dimension n — 1 défini par

73*= I 0
1^0,73

,A:+1 (2;,a+ ),01^1
0 I ,

V k— 1 n—k— 1/

.s;
1 {Kpq ) 1<p q<n_i matrice de dimension (n — 1) x (n — 1) ayant pour expression

26(e 1 S; + e
2 S2 ) 9e2 S2

k l
=

70

V

9e
2Sl

— 1 en—1

\

9 e
n ~ l S\

(C.18)

9en - l SZ~ l 26(en-1 S'" -1 + e
n S™) /

Nous définissons pour n > 2
- la matrice k

2 de dimension (n — 2) x (n — 2) déduite de la matrice k 1
en supprimant la ligne

k et la colonne k :

( ^11 • • Kl,k— 1 ^1,A:+1 • • ^l,n—1 ^

k 2 Kk-1,1
«Jfc+1,1

V ^n- 1,1

Kk-l,k-l Kk-l t k+l

Kk+l,k-l Kk+l,k+l

^■n—l,k—1 ^n—l,fc+l

^k—l,n—1
^A:+l,n—1

^n—l,n—1 /

(C. 19)
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- le vecteur k 3 de dimension (n — 2) déduit de la colonne k de la matrice k 1
en supprimant la

ligne k

k = f^k—l,ki ^k+l,kj ^n— l,fc) i (C.20)
- le vecteur k 4 de dimension (n — 2) déduit de la ligne k de la matrice k

1
en supprimant la

colonne k

k = Kk,k—li Kk,k+li ••} Kk,n—l) 5 (C.21)
- le vecteur v

2 de dimension (ri — 2) déduit du. vecteur v
1

par la suppression de la ligne k :

~ 21
v = (Ai/1,2,Ai/*-1 '*, Auk+1,k+2 ,A!/n

" 1,nj ,

il s'agit des inconnues autres que l'inconnue principale et la discontinuité du déplacement
normal à l'interface.

Avec ces définitions, on a pour n > 2 :

î> 2
= (k 2 )

1
.k 3

vk,k+ 1 (x, a~). (C.22)

Alors, en posant

VV - -k 4
. ((k 2 )

1
.k 3 ) + (C.23)

l'équation de comportement (4.29) pour l'interface k (j = k) s'écrit pour n > 2 :

73
,k+1 (x,a+ ) = il)uv

k ' k+l (x,a~). (C.24)

Or, pour n = 2, l'équation de comportement (4.29) pour l'interface k = 1 (j = k) donne directe-
ment :

73
,fc+1 (z, a

+ ) = ^ (e 1^ + e
2 SÏ) v

k >k+1 (x, a"). (C.25)

Donc, pour tous les cas la relation de proportionnalité (C.24) est valable et avec cette relation on

achève le calcul des discontinuités des déplacements hors plan à lfnterface fissurée en fonction du
seul effort d'arrachement en pointe de fissure.



 


