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a. Laboratoire Navier, UMR 8205, CNRS, ENPC, IFSTTAR, F-77455 Marne-la-Vallée
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Résumé :

Nous considérons le probléme de deux fissures de longueurs différents, soumises a une contrainte uni-
forme a Uinfini, situées a l'interface entre une inclusion circulaire et la matrice infinie. En utilisant la
méthode des potentiels complexes de Muskhelishvili, nous obtenons I’expression semi-analytique des
facteurs d’intensité de contrainte et du taux restitution d’énergie a l’extrémité des fissures. Finalement,
la discussion sur le mode de propagation de la fissure est étudiée par le critére d’énergie de Griffith dans
le cadre de la mécanique linéaire élastique de la rupture. Notre analyse montre la possibilité d’une pro-

pagation dissymétrique de fissure, méme si la configuration initiale et le chargement sont symétriques.

Abstract :

We consider the problem of two cracks of different lengths, subjected to a uniform stress at infinity,
located at the interface between a circular inclusion and the infinite matrix. Using Muskhelishvili’s
method of complex potentials, we obtain the semi-analytical expression of stress intensity factors and
the energy release rate at the crack-tip. Finally, the discussion of the crack propagation mode is studied
by the Griffith’s energy criterion in the framework of linear elastic fracture mechanics. Our analysis
shows the possibility of asymmetric crack propagation, even if both the initial configuration and the

loading are symmetric.

Mots clefs : Méthode des potentiels complexes ; Mécanique linéaire élastique
de la rupture ; Interface inclusion-matrice ; Facteur d’intensité de contrainte ;
Taux de restitution d’énergie

1 Introduction

Le décollement a I’interface constitue 1’un des principaux modes de ruine pour les composites de type
matrice-inclusion. Du point de vue de la modélisation, il est donc essentiel de décrire le comportement

de tels composites comportant des interfaces partiellement fissurées.

Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture (en élasticité plane), ce travail concerne 1’analyse
de fissures interfaciales situées a la frontiere d’une inclusion circulaire, immergée dans une matrice
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infinie. La solution générique d’un tel probleme, s’appuyant sur la méthode des potentiels complexes
de Muskhelishvili [1], a été proposée par Perlman et Sih [2]. Cette solution générale a été appliquée
successivement aux cas d’une fissure unique et de deux fissures symétriques par Toya [3] et Prasad et
Simbha [4, 5], respectivement.

Nous utilisons ici la méthodologie de Perlman et Sih [2] pour calculer la solution au probleme de deux
fissures d’interface de longueurs différentes, mais partageant le méme axe de symétrie. Sur la base de la
solution obtenue, nous analysons la propagation de deux fissures initialement symétriques. Nous mon-
trons que la propagation peut étre asymétrique : la longueur de I’une des fissures croit, tandis que celle
de I’autre reste constante.

Dans cet exposé, nous présenterons tout d’abord la formulation et la solution du probleme pour deux fis-
sures dissymétriques a I’interface entre une inclusion élastique circulaire et une matrice infinie soumise a
I’infini a une contrainte uniforme. Puis nous montrerons quelques résultats concernant les facteurs d’in-
tensité de contrainte et le taux de restitution d’énergie pour différentes configurations des deux fissures.
Finalement, nous discuterons la propagation symétrique ou dissymétrique de deux fissures d’interface
initialement symétriques.

2 Problématique : Deux fissures dissymétriques a I’interface

Considérons le probleme de deux fissures de longueurs différentes situées le long de I’interface entre une
hétérogénéité élastique circulaire de rayon a et une matrice infinie soumise a une contrainte uniforme
a l’infini (voir figure 1). Les deux fissures L; et Lo sont symétriques par rapport a I’axe horizontal,
chacune sous-tend un angle de 23; (i = 1,2). Nous représentons 1’inclusion (resp. la matrice) par le
domaine S (reps. S™). Le module d’ Young et le coefficient de Poisson de I’inclusion (resp. la matrice)
sont notés E et v1 (resp. Eo et 15). La partie collée de I’interface est représentée par L.

Pour ce probléme, la traction est libre sur Ly U Lo, alors que la continuité des contraintes et des dépla-
cements est requise sur L. Ces conditions impliquent que :

=0 sur L1 U Lo (1)
=0 sur L1 U Lo )
= (0rr)2 +i(0r0)2 sur Ly, (3)
= (ug)2 +1i(uy)2 sur Ly (G
dans les quelles o, 0,9 désignent des composantes (en coordonnées polaires) de contrainte et ., u,
indiquent les composantes (en coordonnées cartésiennes) de déplacement.

Suivant Prasad et Simha [4], qui ont étudié le cas de deux fissures identiques, nous avons utilisé la
méthode des potentiels complexes [1, 7]. Selon la notation de Milne-Thomson [7], les composantes
de déplacement u et de contrainte o dans St (ou S™) peuvent étre exprimées sous la forme de deux
fonctions analytiques W et w :

(Ur‘r)j + (UTG)j Wj(z) ) 5)
2((0rr)j +i(0rg);] = Wi(2) —ZW(2) — (/2)W;(2), (6)

tytmg [(02); + )] = 12 [ W3 2) = TW53) + 253) + (/)5 (2)), @
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Ficure 1 — Deux fissures dissymétriques a I’interface inclusion-matrice sous contrainte uniforme a I’in-
fini

avec j = 1 pour z € ST (I'inclusion) et j = 2 pour z € S~ (la matrice) et

3—I/j
1—|-I/j

Kj, contraintes planes = et Kj, déformations planes = 3 — 4Vj . (8)

Nous utilisons également les constantes suivantes :

1
a:u1+muz m:ul( + K2) of €=

) ; 9
Lo + Ko w2 (14 K1) 2m 2

ot uj = E;/[2(1 + v;)], j = 1,2 dénote le module de cisaillement.

Pour les fissures circulaires, il est commode d’introduire les fonctions §2; définies comme suit [2, 4]

_— CL2 (12— a2 a27 CL2

En prenant le complexe conjugué de (10) et remplagant a? /Z par z, nous obtenons :

a’ [~ (a?
wi(e) = % (5 ) 4 wite) - o) (1)
Puis, en substituant (11) dans les équations (6) et (7), nous trouvons :
: a? 722 Z\— _
2[(or)j +ilove)i] = Wi(2) = Q| = ) +{ 5 — 7 )Wil(2), (12)

)Wﬂz)} (13)
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En laissant z tend vers un point ael? de Iinterface, les conditions (1), (2), (3) et (4) du probleme de-

viennent :
Wi (ael?) — Q7 (ael) =0 sur Ly U Lo (14)
Wy (ae?) — QF (ael’) =0 sur Ly U Ly (15)
1 : : 1 - :
— [k Wi (ae?) + Q7 (ae'?)] = —[raWy (ael?) + QFf (ae?)] sur L, (16)
1 K2
Wi (ael?) — Q7 (ae?) = W5 (ae?) — QF (ae?) sur Ly, (17)
Les exposants + et — dans les fonctions W et €);, j = 1, 2 désignent les valeurs limites lorsque z — ae?
depuis z € ST (I'inclusion) et z € S~ (la matrice), respectivement.
D’apres Perlman et Sih [2], nous obtenons la solution du probléme ci-dessus comme suit :
(1 + a)Wi(z) = mQ(z) + x(2)P(2), (18)
(1+ ) (2) = mQ(z) — ax(z)P(z), (19)
(1 + a)Wa(2) = Q(2) + ax(z)P(z), (20)
+ a)s(2) = Q(2) — x(2)P(2), 21
ol nous introduisons la fonction de Plemeji x (21 = aelft, 7o = aei(ﬁZ_“))
X(2) = (2 =) 2 (e = 20) 2T (e =) 22— ) 2T (22)
. toot P, P
Q) =co+ —+—=, P(z)=P2®+ Pz + P+ — + =, (23)
z oz z z
Les huit constantes d’intégration eg, t1, t2, P—a, ..., P se trouvent depuis : i. Le comportement a I’ infini

de W5 et de wo (4 équations), ii. L’ analyticité de W et wy en z = 0 (3 équations) et iii. La condition
d’uniformité des déplacements (1 équation).

Dans la section suivante, les résultats ci-dessus sont utilisés pour exprimer les facteurs d’intensité de
contrainte et le taux de restitution d’énergie. Ce dernier est finalement utilisé dans la section 4 pour
analyser la propagation des fissures.

3 Facteur d’intensité de contrainte complexe et taux de restitution
d’énergie
3.1 Facteur d’intensité de contrainte complexe

Suivant Williams [8], nous définissons le facteur d’intensité de contrainte complexe X = K +iK> a
la pointe z; = aePt de la fissure Ly :

K = V2n|ae? — z|}/27€ [(orr)1 —i(070)1] (ae'?) quand § = B, (24)

ol [(o7y)1 —i(0v9)1] (ae'?) exprime I’expression de contraintes le long de la partie collée de I’interface
(B1 < 6 < T — f33). Cette expression est dérivée a partir de (6) lorsque z — ae'’ depuis z € ST
(I’inclusion).
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3.2 Taux de restitution d’énergie

Dans ce travail, nous acceptons un critére de propagation de la fissure basé sur le taux de restitution
d’énergie a1’extrémité de la fissure (Griffith [6]). Le taux de restitution d’énergie G alapointe z; = ac'P
peut étre li€ au facteur d’intensité de contrainte complexe /C par la formule suivante [9] :

1 KK
G=——5—. 25
E* cosh?(me) )
danslaquelle 2/ E* = 1/E7+1/E3 (E} = Ej en contraintes planes, £ = E;/ (1—V]2) en déformations
planes).

o)

0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Bi

FIGURE 2 — Taux de restitution d’énergie G 4 la pointe z; = ae!

La figure 2 montre, pour le cas d’une inclusion dure (F; = 10Fs, v; = 0.2 et v = 0.3) sous la
contrainte uniaxiale a I’infini 023, le taux de restitution d’énergie G a la pointe z; = ae'®' . Pour chaque
courbe rouge en trait plein sur cette figure, 35 étant fixé, alors que 3y varie de 0° a 60°. La ligne en
pointillée indique le taux de restitution d’énergie pour le cas symétrique 81 = (o.

L'observation de la figure 2 montre que le taux de restitution d’énergie est une fonction décroissante de

oo

B2 (61 étant fixé). Ceci s’explique par le fait que, pour la méme contrainte o35,

une valeur plus grande

de (3o diminue I’intensité de contraintes a la pointe z;.

4 Discussion : propagation symétrique ou dissymétrique

Dans cette section, nous discutons de la propagation infinitésimale de deux fissures initialement iden-
tiques (81 = P2 = Bo > 0) soumises a une tension uniaxiale a I’infini ¢, dans la direction Oz (Fi-
gure 3). Lorsque le chargement o5, atteint une valeur critique oy, les fissures L; et Lo commencent a
se propager. En introduisant les deux incréments des angles 031 et § 52, deux résultats possibles apres
le démarrage : la propagation symétrique (les deux fissures se propagent a I’identique, 031 = §32) et la
propagation dissymétrique (une fissure se propage pendant que 1’autre est arrétée, 651 > 0 et §82 =0
oudfe > 0etdp; =0).

Notre discussion est basée sur des arguments énergiques, sous les hypotheses suivantes :
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H; Le mode de propagation sélectionné minimise 1’énergie totale nécessaire pour créer une unité
de longueur d’avancement de fissure [6, 10].

H, Le branchement des fissures dans la matrice ou I’inclusion n’est pas prise en compte.

Hj; Les deux fissures se propagent symétriquement par rapport a 1’axe Oz.

H4 La valeur critique G, est supposée constante.

“TMatrix  B.= P, =B T T Spirop, =00l
| (E2 vy) |

t' Bo Po |t oizo. | Po + 9P Bo+ 0Py |7

Gxx | |GXX GC | | GC

<_l I-2 PR Ll |_> <_l FAN |_>

A a

<—| Inclusion |—> <—| |—>

| (Ey vy | | |

FiGure 3 — Discussion sur le mode de propagation des fissures

Notre analyse montre que le mode de propagation sélectionné dépend du signe de W (/3y) : (Pour plus de

détails, voir [11])
0G

U(Bo) = B,

— Si ¥(By) < 0: la propagation est symétrique,

oG

- (26)
B1=PB2=Po 92

B1=PB2=Po

— Si ¥(Bp) > 0: la propagation est dissymétrique.

5 Conclusion

Dans cette étude, nous avons établi la solution semi-analytique pour deux fissures dissymétriques a
I’interface entre une matrice homogene et une inclusion circulaire. Cette solution nous permet d’analyser
la propagation d’une paire de fissures sous tension uniaxiale a I’infini.

Dans les travaux futurs, cette solution sera combinée a des méthodes micromécaniques pour construire
une loi de comportement macroscopique d’endommagement. Une autre perspective intéressante consis-
terait a étudier la propagation des fissures avec un critére plus réaliste (Hutchinson et Suo [12]).
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