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MOD�ELE VISCO�ELASTIQUE NON�LIN�EAIRE� LE

MOD�ELE PSEUDO�LIN�EAIRE

SEDDIQ HASSANI� AMINA ALAOUI SOULIMANI ET ALAIN EHRLACHER

Abstract� Un mod�ele visco�elastique non lin�eaire en grandes d�eforma�
tions est d�evelopp�e� Appel�e mod�ele pseudo�lin�eaire� il propose de trouver
une mesure de d�eformation convenable permettant d��ecrire le potentiel
visco�elastique sous forme quadratique� Pour valider ce mod�ele� nous
avons compar�e le potentiel pseudo�lin�eaire �a un potentiel de Pipkin �ecrit
sous forme d�un d�eveloppement int�egral au troisi�eme ordre�

Mots�cl�es � Mod�elisation� visco�elasticit�e non lin�eaire� grandes d�eforma�
tions� �elastom�eres� hyper�elasticit�e� dissipation�

�� Introduction

Le comportement des �elastom�eres� comme de tous les polym�eres d�epend
de la temp�erature� Ainsi� aux basses temp�eratures� il se caract�erise par un
�etat vitreux et aux hautes temp�eratures� par un �etat caoutchoutique� En�
tre ces deux �etats� a lieu la transition vitreuse o�u le comportement varie
fortement avec la temp�erature� soit une forte variation du module d�Young�
C�est cette temp�erature de transition vitreuse qui va d�eterminer la nature du
comportement m�ecanique observ�e �a temp�erature ambiante� Celui�ci se car�
act�erise par de grandes d�eformations� de fortes non�lin�earit�es� un important
terme source d�u �a la dissipation visqueuse et une forte variation de tem�
p�erature �a cause de la faible conductivit�e thermique du mat�eriau� Il �etait
donc naturel� au cours de ce travail� de prendre en compte ces di��erents
param�etres pour la mod�elisation du comportement visco�elastique et d��etre
en mesure de calculer la dissipation visqueuse au sein du mat�eriau�
On se place dans le cadre classique de la m�ecanique des milieux continus�
en formalisme lagrangien total� Les hypoth�eses de l�action locale et de la
simplicit�e mat�erielle� conjugu�ees aux principes de causalit�e et d�objectivit�e
nous permettent d�aboutir �a la forme g�en�erale de la loi de comportement
liant les contraintes aux d�eformations sous forme d�une fonctionnelle qui�
dans le cas isotherme s��ecrit 	
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o�u le tenseur des contraintes est le tenseur de Piola�Kirchho� � 	
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� 	 tenseur de contraintes de Cauchy

F 
 grad��� 	 gradient de la transformation

x 
 ��X� t� 	 transformation de la mati�ere

et le tenseur de d�eformation� le tenseur de Green�Lagrange 	
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o�u � repr�esente le tenseur unit�e d�ordre ��

 est le tenseur �energ�etiquement associ�e �a �� puisque la puissance de

d�eformation est 	
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o�u Sr est la con�guration de r�ef�erence et St la con�guration actuelle du
milieu�

Cette fonctionnelle est� en g�en�eral� non lin�eaire et tr�es peu pratique �a
manier� C�est pourquoi� on l�approxime souvent sous forme d�un d�eveloppe�
ment en s�erie d�int�egrales multiples ����� ���� ���� ����� Cependant� la carac�
t�erisation exp�erimentale de ce type d�approche est tr�es lourde�

On peut de plus dire que la r�esolution num�erique qui s�en suit est tr�es
peu stable� En e�et� les matrices qui interviennent sont du type de Van�
DerMonde� qui� bien que toujours inversibles� sont tr�es peu stables du fait
des di��erences d�ordre de grandeur des termes diagonaux� On lira avec in�
t�er�et� �a ce sujet� l�article de M� H� Gradowczyk ������ ��� qui montre que
si on prend en compte l�erreur d�exp�erimentation li�ee �a la pr�ecision �nie
de l�appareillage� plus on augmente l�ordre du d�eveloppement� plus l�erreur
commise est grande�

�� Le mod�ele Pseudo�Lin�eaire

���� Formulation g�en�erale

Pour formuler une loi de comportement en visco�elasticit�e non lin�eaire� on
se restreint �a l��etude d�un certain type de mat�eriaux pour lesquels on suppose
qu�il existe un couple tensoriel contrainte�d�eformation �S� E �� E fonction
tensorielle isotrope de C ��le tenseur de Cauchy�Green� telle que la relation
de comportement entre E et la contrainte S qui lui est �energ�etiquement
associ�ee� soit lin�eaire au sens de Boltzmann�

S sera dite �energ�etiquement associ�ee �a E si on v�eri�e l��egalit�e entre les
puissances internes 	
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On postule donc la forme suivante pour �� l��energie libre du mat�eriau 	
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On impose� en outre� �a la d�eformation E d��etre �equivalente� aux petites
d�eformations� �a la d�eformation lin�earis�ee �� La loi de comportement ainsi
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o�u R est un tenseur du quatri�eme ordre qui peut �etre assimil�e au tenseur

de relaxation du mat�eriau�
L�identi�cation totale du comportement revient �a d�eterminer E 
 f�C ��

la mesure de d�eformation lin�earisante� et R�t�� le tenseur de relaxation�

���� Cas des mat�eriaux isotropes

L�isotropie du mat�eriau et la relation isotrope liant E �a C imposent que
le tenseur de relaxation soit de la forme	
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La loi de comportement d�un mat�eriau compressible s��ecrit alors	
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Si l�on ajoute une liaison interne d�incompressibilit�e� le comportement de�
vient	
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o�u p est un multiplicateur de Lagrange d�etermin�e par les conditions aux
limites et l��equilibre�

���� Identification

Nous nous restreindrons� dans ce paragraphe� au cas des mat�eriaux isotropes
compressibles� L�identi�cation du comportement peut se faire enti�erement
�a partir d�exp�eriences de relaxation� L�id�ee la plus simple consiste �a r�ealiser
de vraies exp�eriences de relaxation� c�est �a dire que l�on impose une d�efor�
mation du type E 
 E H �t� t��� Dans ce cas� l�histoire du tenseur de
Piola�Kirchho� � peut s��ecrire� d�apr�es ���� sous la forme	
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������ Mesure lin�earisante� La d�eformation lin�earisante pourra �etre iden�
ti��ee �a l��equilibre ce qui revient �a tra�"ter le probl�eme comme un probl�eme
d�hyper�elasticit�e et la contrainte �a l��equilibre s��ecrit	
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Les mat�eriaux hyper�elastiques sont des mat�eriaux dont le comportement
d�erive d�un potentiel �� fonction convexe du tenseur des d�eformations� Dans
le cas isotrope� � peut �etre �ecrit comme une fonction des trois invariants
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On peut rechercher une mesure g�en�eralisant la mesure de Green�Lagrange
sous la forme	

E 
 a


I�� � I

�
� � I�	

�
� ����

telle que

� 

�

�

	
� �Tr �E��� � � � Tr �E��



����

o�u a �!� !� !� 
 � pour s�assurer de l��equivalence aux petites d�eformations�
En reportant alors ���� dans la relation ����� on obtient	
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D�autre part� on peut �ecrire � sous la forme 	
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o�u #� est une fonction au moins du troisi�eme ordre en ��
Pour avoir l��equivalence de toutes les mesures aux petites d�eformations�

on doit donc avoir 	 ��
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Ainsi� la fonction a
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recherch�ee est la racine positive de l��equation	
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La fonction a ainsi obtenue est une fonction positive croissante en vertu de
la convexit�e du potentiel � et elle satisfait l��equivalence aux petites d�efor�
mations� On peut donc d�eterminer une mesure lin�earisante E �a partir de la
connaissance du potentiel d��energie libre �a l��equilibre du mat�eriau consid�er�e�

Toutefois� ce genre de lin�earisation a pour inconv�enient de ne pas prendre
en compte les e�ets des temps courts qui est un param�etre important des
mat�eriaux visco�elastiques� Pour rem�edier �a cet inconv�enient majeur� on
cherche une mesure de la forme	
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pour une exp�erience de relaxation� Pour s�assurer de l��equivalence aux pe�
tites d�eformations� on impose a� �!� !� !� 
 ! et a� �!� !� !� 
 ��
Dans ce cas� on identi�e le comportement par rapport �a deux potentiels�
l�un aux temps courts ��� l�autre aux temps longs ���
On trouve alors comme fonctions pour la mesure lin�earisante 	
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o�u ��� ��� ��� �� sont les valeurs limites en ! et l�in�ni de ��t� et ��t�

������ Fonction de relaxation� Apr�es avoir trouv�e une mesure lin�earisante�
on compare la contrainte de Piola�Kirchho� � qui en d�ecoule �a la contrainte
d�e�nie par 	�
�� On d�etermine ainsi� par identi�cation directe� les fonctions
de relaxation ��t� et ��t��

�� Validation num�erique du mod�ele

Pour savoir si le mod�ele pseudo�lin�eaire pr�esente une certaine g�en�eral�
it�e� nous allons tenter d�approcher le comportement d�un mat�eriau connu�
Ce comportement s�exprime sous une forme di��erente de celle du mod�
�ele pseudo�lin�eaire� Pour cela� nous utilisons un mod�ele de Pipkin ������
� �� d�eveloppement fonctionnel de Q au troisi�eme ordre pour les mat�eriaux

isotropes incompressibles� Dans ce cas� le principe d�indi��erence mat�erielle
impose que la contraine de Cauchy s��ecrive sous la forme suivante	
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avec	
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� 	 tenseur de contraintes de Cauchy

R 	 rotation issue de la d�ecomposition polaire de F

Q 	 une fonctionnelle de �

p� 	 constante ind�etermin�ee

Le comportement de Pipkin s��ecrit	
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Num�eriquement� la d�etermination de la fonction de relaxation pourrait
se faire� selon la th�eorie vue au chapitre pr�ec�edent ��!�� par un essai de
traction ou de relaxation �pour les mat�eriaux compressibles�� Cette m�ethode
sera tra�"t�ee dans un prochain article car comme on soup$conne le mod�ele de
Pipkin de ne pas �etre pseudo�lin�eaire� nous avons op�er�e di��eremment� En
e�et� nous avons cal�e le mod�ele de Pipkin par rapport �a des comportements �a
l��equilibre identi��es par des mesures connues �mesures de Seth ���� potentiels
de Mooney�� Nous avons ensuite simul�e des essais dans une large gamme
d��elongations et la d�etermination de la fonction de relaxation s�est faite
par minimisation de l�erreur entre la contrainte calcul�ee par la lin�earisation
et la contrainte de Pipkin� Nous avons restreint l�ensemble des mesures
lin�earisantes aux deux types suivants 	
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On d�etermine la valeur de m qui lin�earise le comportement �a l��equilibre en
minimisant l�erreur entre la contrainte de Pipkin et celle calcul�ee par le mod�
�ele�
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On d�etermine C� et C� par le m�eme proc�ed�e que pr�ec�edemment�

���� M�ethodologie

La validation se fait en quatre �etapes 	

�� Identi�cation des param�etres lin�earisants �a partir d�essais de �traction
� cisaillement� � relaxation suivant les principes suivants ��gure ��	

� projection sur l��equilibre des courbes de contraintes g�en�er�ees
� calcul des potentiels de Mooney�Rivlin et des mesures de Seth
lin�earisant le comportement �a l��equilibre

� calage des potentiels ou des mesures sur les points de Pipkin�

�� Calcul des fonctions de relaxation

�� V�eri�cation �a partir du mod�ele pseudo�lin�eaire

�� Simulations de r�eponses sous chargements complexes et comparaison
des r�esultats ��gures � et ���

���� R�esultats

Pour cette simulation� nous avons choisi les noyaux de Pipkin de la forme	
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Le choix de la forme de ces noyaux a �et�e fait sur la base d�un certain
nombre de constatations� On sait que les fonctions de relaxation sont des
fonctions d�ecroissantes du temps� Ainsi� dans un souci de simpli�er les in�
t�egrations num�eriques� nous avons pr�ef�er�e la forme exponentielle �a la forme
puissance� En revanche� le choix de r� nulle r�esulte des r�esultats exp�erimen�
taux que nous avons pu trouver dans la litt�erature ����� ����� et qui montrent
soit un noyaux r� nul� soit une fonction n�egative� Ceci nous permet aussi
d�assurer simplement que la fonctionnelle d��energie �elastique est positive 	 il
n�y subsiste alors que des termes quadratiques ou du quatri�eme ordre� Etant
donn�e que l�on n�a pas �etudi�e pr�ecis�ement les contraintes de type �energ�etique
que l�on doit v�eri�er� ce choix s�av�ere su%sant pour respecter les principes
de la Thermodynamique�

Figure �� Calage des mesures lin�earisantes

Sur la �gure � nous avons repr�esent�e les contraintes de Pipkin �a l��equilibre�
en traction � compression et en cisaillement� Nous avons ensuite repr�esent�e
les contraintes calcul�ees avec les mesures de Seth et les potentiels de Mooney�
Rivlin� Ces courbes montrent que les mesures de Seth calent mieux le mod�ele



que ce mod�ele permet de rendre compte des non�lin�earit�es� m�eme fortes
�d�eveloppement au troisi�eme ordre� et que la restriction de l�ensemble des
mesures lin�earisantes� bien que tr�es forte� n�est pas trop limitative� La �gure
� montre des r�esultats pour des chargements complexes tels qu�un cisaille�
ment suivi d�une traction� L�int�er�et de tels chargements est la rotation de la
direction de sollicitation� Cette �gure montre une bonne concordance avec le
mod�ele de Pipkin� En revanche� pour deux cisaillements altern�es avec deux
tractions ��gure ��� les r�esultats sont convenables pour les trois premiers
chargements et s��ecartent du mod�ele de Pipkin lors du dernier chargement�
Toutefois� cette di��erence n�est pas trop p�enalisante dans la mesure o�u ce
type de chargement n�est pas vraiment r�ealiste� Ces simulations ont �et�e
e�ectu�ees en choisissant les mesures de Seth comme mesures l& in�earisantes�

PIPKIN

PSEUDO-LINEAIRE

Figure �� Simulations d�un cisaillement suivi d�une traction



PIPKIN

PSEUDO-LINEAIRE

Figure �� Simulation de deux cisaillements altern�es avec
deux tractions



Dans le cadre de ce travail� nous avons d�e�ni un mod�ele permettant de
mod�eliser le comportement visco�elastique en tenant compte des grandes d�e�
formations et des non�lin�earit�es tout en permettant de calculer� �a chaque
instant� la dissipation visqueuse ��!�� Ce mod�ele a montr�e de bonnes con�
cordances� dans un exemple� avec le mod�ele de Pipkin� De plus� nous avons
�etabli une formulation variationnelle� qui fera l�objet d�un prochain article�
associ�ee �a ce mod�ele dont il reste �a trouver une m�ethode de r�esolution a�n
de l�int�egrer dans un code de calcul par �el�ements �nis� Ceci nous permettra
alors de faire du calcul de structures �a partir de ce mod�ele�
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