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I n	 INTRODUCTION

Depuis les années 70, un nombre important de program-
mes de recherches ont montré que les rejets urbains de temps 
de pluie (RUTP) sont des vecteurs de pollution importants 
pour les milieux récepteurs. Cette pollution résulte du les-
sivage des surfaces urbaines et de l’entraînement des dépôts 
accumulés dans les collecteurs par l’eau de pluie, qui peut 
éventuellement être mélangée à des eaux usées, avant de 
rejoindre le milieu naturel.

La maîtrise de ces rejets, dans le but de préserver et 
reconquérir la qualité des écosystèmes aquatiques, constitue 
un enjeu important pour les gestionnaires des réseaux d’as-
sainissement. Pour cette raison de nombreux outils de modé-
lisation ont été développés depuis 1971 et utilisés dans les 
logiciels commerciaux afin d’estimer les flux polluants des 
RUTP (Infoworks, Mouse Urban, SWMM, …). Ces modèles 
sont basés sur des combinaisons de sous modèles décrivant 
les processus de génération et de transport des polluants sur 
la surface des bassins versants et dans les réseaux d’assainis-
sement en temps de pluie.

Cependant, une enquête faite sur l’utilisation des modèles 
de calcul des flux polluants (MCFP) en assainissement en 
France en 2001 [1] a montré que ces modèles n’étaient que 
rarement utilisés par les bureaux d’études. L’enquête a mon-
tré qu’ils sont considérés comme non rentables vu le prix 
élevé des campagnes de calage et n’apportant qu’une très 
faible plus-value par rapport aux modèles hydrauliques en 
raison de leur niveau de précision.

L’objectif de cette étude est d’évaluer la performance 
d’un modèle de calcul de flux polluants souvent utilisé dans 

les logiciels actuels. Les procédures classiques de mise en 
œuvre, et en particulier les opérations d’optimisation des 
paramètres, ne permettent ni une estimation de la significa-
tivité des valeurs optimales des paramètres, ni une quantifi-
cation réaliste des incertitudes liées au pouvoir prédictif du 
modèle.

Pour analyser ce type de modèle nous proposons d’uti-
liser une méthode de Monte Carlo par Chaîne de Markov 
basée sur l’approche bayésienne dont l’efficacité en terme 
de calage des modèles complexes a fait l’objet d’une grande 
attention a pendant la dernière décennie dans le domaine 
de l’environnement et particulièrement en hydrologie [2]. 
Contrairement aux techniques classiques de calage, cette 
méthode ne se limite pas identifier un jeu optimal de para-
mètres, mais aussi aide à estimer, et à réduire si possible, les 
incertitudes dans les valeurs de ces paramètres. La robustesse 
et l’efficacité de cette méthode d’évaluation des modèles ont 
été démontrées dans le cas des modèles de calcul de flux 
polluants des RUTP, pour différents processus correspondant 
à différentes échelles de bassin versant urbain [3] :

Accumulation et érosion des polluants sur les voiries [4]
Erosion des dépôts dans un collecteur du réseau 

d’assainissement parisien [5]
Accumulation et érosion des polluants à l’échelle d’un 

bassin versant unitaire de 42 ha, où le bassin versant est 
décrit comme un tout et pour lequel les processus sur les 
surfaces et dans les collecteurs sont décrits conceptuellement 
comme une seule entité [6].

Dans cet article, le bassin versant est décrit de manière 
détaillée, à l’échelle des sous-bassins versants. Les processus 
d’accumulation, d’érosion et de transport des polluants sur 

—
—

—

T he use of urban stormwater quality models necessitates the estimation of their outputs’uncertainty level. 
The results of the application of a Monte Carlo Markov Chain method based on the Bayesian theory for the 
calibration and uncertainty analysis of a storm water quality model commonly used in available software 

are presented in this paper. The tested model estimates the accumulation, erosion and transport of pollutants on 
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les surfaces et dans le réseau sont pris en compte, au sein 
d’un modèle hydrologique/hydrodynamique. Le modèle testé 
a été choisi en se basant sur les résultats des études men-
tionnées précédemment. Ce modèle est appliqué à l’échelle 
du bassin versant urbain du Marais, d’une surface de 42 ha, 
situé au centre de Paris. Il est discrétisé en un ensemble de 
sous bassins versants connectés par des collecteurs. La dis-
ponibilité et la qualité des données acquises sur le Marais 
lors d’une campagne de mesure conduite sur ce bassin ver-
sant [7] permettent de disposer d’une base exceptionnelle 
pour la mise en œuvre de cette méthode.

II n	M ÉTHODE D’ÉVALUATION  
DES MODÈLES

l II.1 L’approche bayésienne

L’approche bayésienne considère qu’il existe deux sources 
d’informations à propos d’un paramètre inconnu Θ d’un 
modèle : une information, a priori, basée sur des données 
historiques ou sur la connaissance initiale du modélisateur, 
et une information a posteriori obtenue par des observations 
ou par expérience. Par suite, l’information sur les paramètres 
(Θ) est actualisée à partir d’une connaissance a priori des 
paramètres, représentée par une probabilité P(Θ), vers une 
probabilité a posteriori  en utilisant les informa-
tions dans les données observées D. Ceci est fait suivant la 
théorème de Bayes dont l’équation est :

	 	 (1)

Où le dénominateur  est une constante 

de normalisation destinée à assurer que 

Le terme  est la probabilité conditionnelle des 
observations pour une valeur hypothétique de paramètre Θ. 
Elle est donnée par la fonction de vraisemblance du modèle.

En supposant que les résidus (non expliqués par la struc-
ture du modèle) résultant de la différence entre les réponses 
simulées par le modèle et celles observées sont des réalisa-
tions indépendantes d’une variable aléatoire normale N(0, 
σ2), la fonction de vraisemblance peut être estimée sous la 
forme multiplicative suivante :

	 	 (2)

Où  est le vecteur des réponses obser-

vées Y,  est le vecteur des données d’entrée, 

 est le vecteur de p paramètres inconnus, et 

f() est la réponse simulée par le modèle. σ et Θ sont consi-
dérés des paramètres à estimer.

L’application du théorème de Bayes nécessite une connais-
sance a priori sur les paramètres. Dans notre cas où existent 
peu d’informations a priori sur les paramètres, nous choisis-
sons de ne favoriser aucune valeur initiale de paramètres en 
donnant une densité de probabilité a priori uniforme pour 
l’espace des valeurs possibles de (Θ). Ceci veut dire que 
toutes les informations a posteriori sur les paramètres seront 
contenues dans la fonction de vraisemblance et par suite 
dans les données observées. Dans ce cas, l’objectif le plus 
intéressant du calage selon le paradigme bayésien, est d’infé-
rer la distribution de probabilité a posteriori .

l II.2	 Estimation d’incertitudes  
dans les paramètres : Algorithme  
de Metropolis

En pratique, il est difficile voire impossible d’estimer la 
distribution a posteriori via un calcul analytique direct. De 
plus, les approximations classiques de la distribution a pos-
teriori par une loi multi-normale peuvent conduire à des 
mauvais résultats, surtout dans le cas des modèles complexes 
avec assez peu de données disponibles pour le calage [8 2].

La technique d’échantillonnage de Monte Carlo par 
chaîne de Markov « MCMC » a été abondamment étudiée 
durant la dernière décennie en raison de sa commodité 
pour échantillonner des distributions de larges dimensions 

. L’algorithme de Metropolis a été choisi 

parmi la famille des techniques de MCMC en raison de sa 
simplicité de mise en œuvre et de sa généralité [9].

L’idée de base de cet algorithme est de construire une 
chaîne stochastique récursive dans l’espace de valeurs pos-
sibles des paramètres du modèle, qui permet de générer, 
par une procédure de tirage aléatoire, un échantillon large 
des jeux de paramètres  selon la dis-
tribution a posteriori réelle des paramètres. Cet algorithme 
nécessite seulement une estimation de la fonction de vrai-
semblance du modèle pour mettre à jour les valeurs des 
paramètres à chaque itération.

L’analyse des distributions a posteriori des paramètres 
obtenues permet une évaluation des incertitudes et des inter-
dépendances des paramètres et fournit des informations sur 
la sensibilité des réponses du modèle aux paramètres.

l II.3	 Evaluation du pouvoir prédictif  
du modèle : Méthode de Monte Carlo

La propagation des distributions a posteriori des paramè-
tres dans le modèle via la méthode de Monte Carlo permet 
d’obtenir les intervalles de confiance (5-95 % des réponses 
simulées) du modèle et d’estimer les limites du modèle lui-
même en explorant l’espace des paramètres vraisemblables. 
D’autre part, les intervalles de confiance, construits à partir 
de la loi a posteriori des paramètres tenant compte des aléas 
naturels sur les mesures (résidus N(0, σ2)) permettent de 
tester le pouvoir prédictif du modèle pour reproduire le pro-
cessus dans le cas réel.
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III n	 APPLICATION

l III.1 Le modèle

Le site expérimental choisi est le bassin versant urbain 
unitaire « Le Marais » d’une superficie de 42 ha (Figure 1). 
Le bassin versant du Marais est discrétisé en 20 sous-bassins 
versants déversants sur les 3 collecteurs principaux du bassin 
versant.

Figure 1 : Le site expérimental : bassin versant  
du Marais.

Le modèle de calcul de flux polluants testé dans cette 
étude est composé de :

Un modèle d’accumulation instantanée sur les sous-bassins 
versants pendant la période de temps sec (Equation (3)). Ce 
modèle est choisi en se basant sur les résultats obtenus par 
Kanso et al. [4], suggérant que l’accumulation des polluants 
sur les surfaces de voiries du bassin du Marais se fait rapide-
ment après la fin de l’événement pluvieux précédant et que 
la durée du temps sec précédant l’évènement pluvieux est 
non significative.

	 	 (3)

Où Ma(t) (kg) est la masse de stock disponible, Simp (ha) 
est la surface imperméable, Maccu (kg/ha) est un paramètre 
de calage représentant la masse accumulée sur le sous-bassin 
versant.

Un modèle d’érosion des polluants sur les sous-bassins 
versants, couramment utilisé dans la littérature [10]. Ce 
modèle suppose que l’érosion est proportionnelle à la masse 
de stock disponible et au débit écoulé à l’exutoire du sous 
bassin versant.

	 	 (4)

Avec q(t) débit ruisselé à l’exutoire par unité de surface 
imperméable (mm/h), Wero et W sont les paramètres de 
calage.

•

•

Un modèle de transport solide dans le réseau d’assainis-
sement, constitué d’un modèle d’advection, couplé simul-
tanément avec le modèle de Velikanov d’érosion / dépôt 
des sédiments dans les collecteurs. Le modèle de Velikanov, 
souvent utilisé dans de nombreux logiciels (FLUPOL [11], 
HORUS [12]), suppose que la capacité de transport CT(mg/
l) est fonction des conditions hydrauliques dans le collecteur 
(Equation (5)).

	 	 (5)

η = ηmin pour CT = CTmin ; η = ηmax pour CT = CTmax
Si C < CTmin Erosion jusqu’à ce que C = CTmin
Si CTmin < C < CTmax Transport sans érosion ni dépôt
Si C > CTmax Dépôt jusqu’à ce que C = CTmax.

Avec ρw, masse volumique de l’eau (kg/m3) ; s et Wc (m/
sec) densité et vitesse de chute des sédiments ; U (m/sec) 
vitesse moyenne de l’eau dans le collecteur ; J pente de la 
ligne d’énergie (m/m) ; ηmin et ηmax sont les paramètres de 
calage.

Le modèle testé est un modèle de simulation événemen-
tielle et nécessite une connaissance des conditions initiales 
dans le réseau. La masse initiale du stock des dépôts dans 
les collecteurs est particulièrement critique car nous ne dis-
posons pas d’informations précises ni sur sa valeur ni sur la 
localisation dans les collecteurs. Ceci représente une source 
additionnelle d’incertitudes dans le modèle. Afin d’évaluer 
cette incertitude, plusieurs hypothèses sur la localisation des 
dépôts et sur leur masse sont testées : (i) pas de stock éroda-
ble de dépôt dans le réseau ; (ii) un stock de dépôt uniformé-
ment réparti dans les collecteurs ( = 1 kg/m2) ; (iii) un stock 
de dépôt infini dans tous les collecteurs ; (iv) et finalement 
un stock de dépôt localisé à l’amont des 3 tronçons de col-
lecteurs principaux du bassin de Marais en se basant sur les 
résultats expérimentaux obtenus sur ce site (Figure 1) [13].

l III.2 Données expérimentales utilisées

La base de données utilisée est constituée des polluto-
grammes en matières en suspension (MES) mesurés pour 40 
événements pluvieux à l’exutoire du bassin versant sur une 
période de 16 mois entre 1996 et 1997 [7]. Le tableau 1 pré-
sente les caractéristiques de ces 40 événements pluvieux. La 
modélisation hydraulique du bassin du Marais réalisée avec 
le logiciel CANOE [14] détermine les conditions hydrau-
liques à l’exutoire des 20 sous bassins versants et dans le 
réseau d’assainissement pour chaque événement pluvieux.  

IV n RÉSULTATS

Une distribution de probabilité uniforme a été utilisée pour 
représenter les connaissances a priori sur les paramètres. La 
convergence vers la distribution a posteriori des paramètres 
par l’algorithme de Metropolis est assurée par la réalisation 
de 10 000 itérations. La Figure 2 présente le tracé en nuage 
de points de la probabilité de vraisemblance en fonction 
des paramètres du modèle pour les 4 conditions initiales 

•
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concernant la localisation des dépôts dans les collecteurs. 
Ce tracé reflète la sensibilité du maximum de la fonction de 
vraisemblance aux variations dans les valeurs des différents 
paramètres du modèle. 

Les valeurs optimales obtenues des paramètres (correspon-
dant à la valeur maximale de la fonction de vraisemblance) 
varient sensiblement en fonction des conditions initiales 
principalement entre les conditions initiales de stock unifor-
mément réparti (Figures 2.b. et 2.c.) et les deux autres condi-
tions initiales. Ceci est vrai aussi bien pour les paramètres de 
temps sec et de temps de pluie sur les sous-bassins versants 
que pour les paramètres de transport solide dans les collec-
teurs. Par exemple, les paramètres de transport solide variant 
de 0,036 à 0,303 pour ηmin et de 0,0484 à 0,317 pour ηmax.

De plus, les résultats ont montré l’existence de larges 
incertitudes dans les valeurs estimées des paramètres de 
temps sec et de temps de pluie sur les sous-bassins versants 
pour les 2 conditions d’un stock uniformément réparti dans 
les collecteurs, particulièrement dans le cas où le stock est 
supposé infini (Figure 2.c.). Cette difficulté dans l’estima-

tion des paramètres des sous bassins versants est expliquée 
par le fait que les pollutogrammes simulés par le modèle 
calé à l’exutoire du bassin versant dépendent non seulement 
des flux entrants des sous-bassins versants mais aussi des 
conditions hydrauliques dans les tronçons avals. Celles-ci 
peuvent toujours suffire à compenser les flux entrants dans 
ces tronçons pour atteindre la capacité de transport calculée 
par le modèle. Par la suite le pollutogramme à l’exutoire ne 
dépend que de la capacité de transport dans les tronçons aval 
quelle que soit l’importance de l’apport venant de l’amont 
du bassin versant. Pourtant, ceci ne suffit pas à obtenir un 
bon fonctionnement du modèle calé dans la reproduction des 
pollutogrammes mesurés.

Les résultats des simulations montrent une variabi-
lité importante des réponses du modèle en fonction de la 
condition initiale sur la localisation des dépôts dans les col-
lecteurs. A titre d’exemple, la figure 3 montre les polluto-
grammes mesurés et simulés pour l’événement pluvieux du 
06/05/1997 (utilisé pour le calage) pour les différentes hypo-
thèses testées. Elle montre que le comportement du modèle 
est très sensible à l’hypothèse faite sur les dépôts dans les 
collecteurs. Cette sensibilité représente une forme d’incerti-
tude dans les réponses du modèle difficile à réduire tant que 
nous ne disposons pas d’informations plus précises sur les 
conditions initiales du bassin versant. 

Les résultats du modèle calé ont montré sa difficulté à 
reproduire les pollutogrammes mesurés ainsi que les mas-

Tableau 1. Caractéristiques des événements pluvieux utilisés.

Durée  
(hh :min)

Durée de période 
temps sec (jours)

Hauteur de pluie 
(mm)

Intensité moyenne 
(mm/h)

Imax sur 5 min 
(mm/h)

Minimum 0:10 0.02 0.98 0.45 1.15

Maximum 12:32 37 30 34.8 89.6

Moyenne 3:27 4.1 7.9 3.6 20.5

Figure 2 : Tracés en nuage de points de la fonction de 
vraisemblance en fonction des paramètres Maccu (kg/

ha), Wero, W, ηmin, ηmax et σ (mg/l) pour les 4 conditions 
initiales : a. pas de stock érodable dans le réseau ;  

b. stock limité de dépôts ; c. stock illimité de dépôts ;  
et d. stock à l’amont des collecteurs.

Figure 3 : Concentrations mesurées et intervalle 5-95 % 
de concentration simulée en MES pour les événements 

pluvieux : a. pas de stock érodable dans le réseau ;  
b. stock limité de dépôts ; c. stock illimité de dépôts ;  

et d. stock à l’amont des collecteurs principaux  
du bassin du Marais.
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ses totales des flux polluants mesurées à l’exutoire par 
événement pluvieux pour la moitié des ces événements. 
Concernant l’autre moitié pour lesquelles le modèle arrive 
à approximer les masses mesurées à l’exutoire, il n’explique 
qu’une faible partie de la variation de la concentration en 
MES pendant le même événement.

Le tableau 2 présente une comparaison des valeurs opti-
males de l’écart type des résidus σ entre les réponses du 
modèle obtenues pour les différentes hypothèses de masse 
initiale dans les collecteurs et celles observées. L’analyse de 
ce tableau montre que l’hypothèse de localisation du stock 
à l’amont des collecteurs, basée sur les résultats expérimen-
taux obtenus sur le Marais, permet de minimiser la valeur 
de σ, écart type des résidus entre les réponses de ce modèle 
et les réponses observées du système. Cette hypothèse est la 
plus proche de la réalité physique, et permet aussi de mini-
miser les incertitudes liées au pouvoir prédictif du modèle. 
Toutefois la valeur de σ (109 mg/l), reste élevée par rapport 
à l’écart type des concentrations mesurées (σdata = 150 mg/
l) indiquant un faible pouvoir prédictif du modèle. Cette 
conclusion est confirmée dans la figure 4 qui montre des 
intervalles de confiance particulièrement larges des concen-
trations en MES simulées par le modèle. 

Parallèlement, les résultats montrent qu’une hypothèse de 
stock illimité dans les collecteurs entraîne une détérioration 
dans la capacité du modèle à reproduire les observations.

Figure 4 : Concentrations mesurées et intervalle  
de prévision 5-95 % de concentration en MES simulée 

par le modèle dans le cas d’un hypothèse de stock  
à l’amont des collecteurs principaux.

V n CONCLUSION

Nous avons présenté dans cet article une méthode, basée 
sur l’approche bayésienne, pour évaluer les incertitudes 

dans un modèle de calcul des flux polluants des RUTP. Il 
utilise une description hydrologique/hydrodynamique pour 
estimer l’accumulation, l’érosion des polluants sur les sur-
faces urbaines et leur transport dans les réseaux d’assai-
nissement. L’algorithme de Metropolis, de la famille des 
techniques de MCMC d’inférence statistique, est utilisé 
pour estimer la distribution de probabilité a posteriori des 
paramètres du modèle. L’analyse des distributions a poste-
riori des paramètres obtenus permet une estimation quan-
titative des incertitudes liées à l’estimation des paramètres 
ainsi qu’une évaluation des incertitudes dans les réponses 
du modèle.

Les résultats montrent une large variabilité dans les 
valeurs estimées des paramètres ainsi que dans les répon-
ses du modèle en fonction des conditions initiales concer-
nant le stock de dépôts dans les collecteurs. Les valeurs 
des paramètres du modèle sont fortement dépendantes des 
conditions initiales sur la localisation et la quantité de stock 
de sédiments dans les collecteurs ; qui est en l’absence d’in-
formations plus précises sur les conditions initiales du bassin 
versant impossible à estimer. Ceci accroît les incertitudes 
dans les résultats du modèle.

Les résultats de calage ont montré un faible pouvoir pré-
dictif du modèle qui, même calé avec une base de données 
riche et fiable telle que celle obtenue sur le Marais, n’expli-
que qu’une faible partie de la variation de la concentration 
mesurée des MES.

Ces critiques ne doivent pas être prises comme un dénigre-
ment de la modélisation de la qualité des eaux en hydrologie 
urbaine et plus généralement en environnement. Au contraire, 
la méthodologie que nous proposons met aujourd’hui à dis-
position du modélisateur des outils permettant efficacement 
de tester sur un site particulier des représentations concep-
tuelles de processus de fonctionnement de bassin versant 
différentes de celles proposées aujourd’hui.

Les conclusions auxquelles nous sommes arrivés sur le 
site du Marais doivent être confirmées sur d’autres sites de 
caractéristiques différentes.

La complexité de la modélisation des RUTP a trois origi-
nes principales : des données rares, des objectifs multiples, 
une connaissance limitée des processus.

Le manque de données que nous avons mentionné à plu-
sieurs reprises est une difficulté qui est peut-être aujourd’hui 
en cours de résolution. En effet le développement de l’auto-
surveillance et du diagnostic permanent des réseaux d’assai-
nissement permet la mise en place de systèmes de mesure 
en continue (turbidimètres, spectromètres UV,…), qui vont 
rapidement constituer des bases de données riches qui vont 
permettre dans les prochaines années le développement de 
nouvelles générations de modèles.

Tableau 2. Valeurs optimales de l’écart type des résidus σ entre les réponses du modèle et celles observées obtenues  
pour les différentes conditions initiales dans les collecteurs.

Configuration Pas de stock stock uniforme 1 kg/m2 Stock illimité Stock à l’amont

σ (mg/l) 117 116 141 109
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